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WSTEP DO METOD NUMERYCZNYCH

Metod; numeryczgp nazywa si kazdg metod obliczeniows sprowadzala do operacji
arytmetycznych dodawania, odejmowania, tewa i dzielenia. $to podstawowe operacje
matematyczne, znane od wiekdéw przez czitowieka aetakzpoznawalne przez idy
procesor komputerowy. Na fundamencie tych cztedzsatar liczbowych mana zbudowéa
cal baz obliczeniow dla mniej lub bardziej skomplikowanych zagadn{ep. obliczanie
pierwiastka kwadratowego z liczby nieujemnej, a&edperacje catkowania i zéiczkowania
numerycznego). Dlatego zazwyczaj przeameryk rozumie st dziedzir matematyki
zajmupca Sie rozwigzywaniem przyblionym zagadnie algebraicznych. | rzeczyvaie,
odkad zjawiska przyrodnicze zaglp opisywa& przy wyciu formalizmu matematycznego,
pojawita s¢ potrzeba rozwizywania zada& analizy matematycznej czy algebry. Dopdki byty
one nieskomplikowane, dawaty¢srozwigzywa: analitycznie, tzn. z ayciem pewnych
przeksztatcgé algebraicznych prowadeych do otrzymywania rozwzan scistych danych
problemow. Z czasem jednak, przy powstawaniu ctwalzardziej skomplikowanych teorii
opisupcych zjawiska, problemy te stawaty 91a tyle zigone, ¥ ich rozwhgzywanie sciste
bylo albo bardzo czasochtonne alba mgota niemaliwe. Numeryka pozwalata znajdywa
przyblizone rozwijzania zzadarg doktadndcia. Ich podstawow zalet byta ogolnéé tak
formutowanych algorytméw, tzn. w ramach danego dagaia nie miato znaczenia czy byto
ono proste czy tebardzo skomplikowane (najugj wigzato s¢ z wigkszym naktadem pracy
obliczeniowej). Natomiast wadbyta czasochtonrsé. Styd prawdziwy renesans metod
numerycznych nagpit wraz z powszechnymzyciem w pracy naukowej maszyn cyfrowych,
a w szczegoln@i mikrokomputeréw (od lat siedemdzigtyich). Dzg ziozonds¢ metody
numerycznej nie jestkadnym problemem — dzigski zmudnych dla cztowieka operacji
arytmetycznych wykonuje komputer — o wiele 2wjsza stata si analiza otrzymanego
wyniku (gt. pod ktem jego doktadniei) — tak, aby byt on mdiwie najbardziej wiarygodny.

Oczywisicie metody numeryczne m@gstuzy¢é do rozwizywania konkretnych zagadnie
algebraicznych (takich jak np. réwnania nielinioe#y problemy witasne). Na ogot jednak s
one ostatnim ogniwem wiauchu zwanym modelowaniem. W celu c#eaia zachowania
si¢ jakiega zjawiska w przyrodzie (tu uwagadrie skierowana na zagadnienia fizyczne,
czyli odwracalne), buduje ¢sszereg jego przyklen zwanychmodelami Modele buduje si
przyjmugc coraz to nowe zatenia i hipotezy upraszczage. Z rzeczywistego systemu
fizycznego najpierw powstaje model mechanicznyyl{czbiér hipotez dotyczcych np.
materiatu, sSrodowiska, zachowania olgenia itd.). Jego reprezentagnatematycza jest
model matematyczny czyli opis jego zachowania e¢siprzy okrélonych warunkach
mechanicznych w postaci uktadu rowir@zniczkowych czstkowych (na ogoét). Nagbny w
kolejnasci model numeryczngolega na zamianie wielka ciagtych na dyskretne — oznacza
przegcie do uktadu rownaalgebraicznych, do rozgaania ktérego sky wybrana metoda
numeryczna. Po otrzymaniu wyniku numerycznego (@rzgnego) nalgy przeprowadz
analiz bledu. Nalezy zauway¢, iz blagd koacowy kedzie obarczony tlami ze wszystkich
poprzednich etapéw modelowania, aevi

* Btedem nieuniknionym (bledem modelu),

* Btedem metody,

* Btedem numerycznym.
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Btgd modeluzwykle wigze sk z przygciem ztych parametrow pogikowych lub brzegowych
przy jego tworzeniu. Mze st tez okaz#&, iz przyjto zbyt daleko idce uproszczenia
nieoddagce dobrze warunkdéw rzeczywistych, w jakich odbywadsine zjawisko. Mimo tego
na og6t buduje simodele w miag proste, a nagpnie przeprowadzanaliz wrazliwosci, tzn.
sprawdza, jak dty wptyw ma dany pojedynczy czynnik na jego funkgomnie.
Btgd metodywiagze sk z przygciem mato doktadnych parametréw dla tej metody (zbadki
podziat obszaru ggtego na skfczone odcinki) lub z zastosowaniem zbyt mato dakégd
metody (mimo doktadnych parametréw). Metod numenych dla danego zagadnienia jest
na ogot bardzo dw. Wybor powinien by dokonany z uwagi na przewidywarposta
rzeczywistego zachowania sjawiska.
Btgd numerycznywigze sk scisle z precyzi wykonywanych oblicze (recznych — przez
cztowieka, przez kalkulator, przez komputer). Wymié mazna bigd obckcia i bigd
zaokyglen. Btad obckcia wyshpi, gdy rozwijagc damy funkcje w szereg odrzucamy
nieskaiczory liczbe wyrazow od pewnego miejsca, zachoyeujedynie pewa pocztkowg
ich liczbe (w kalkulatorach dziataniami pierwotnyma ®peracje dodawania, odejmowania,
mnazenia | dzielenia, natomiast wszystkie inne, np. iazlainie wartéci funkcji
trygonometrycznych wge st z rozwijaniem tyche funkcji w szeregi pegowe z danm
doktadndcig obckcia). Bhd zaoksglen wigze st z reprezentagj utamkow dziesitnych
nieskaczonych (nalgy przy tym pamgta¢, iz komputer prowadzi obliczenia z wtawa dla
danego typu liczbowego precyzj natomiast pokazywa graficznie wyniki made z
doktadndcig zadamy przez uytkownika — wtedy na potrzeby formatu prezentaapkmgla z
darg doktadndcia — tak samo jest zregatv kalkulatorach).
Inna klasyfikacja kidu numerycznego (tu rozumianego jako doktadnhto:

* Btad wzgledny (bezwymiarowy),

» Btad bezwzgédny.
Przyjmupc oznaczeniaX - wielkos¢ przyblizona orazx - wielkos¢ scista, mana zapisé&

btad bezwzgidny J=[Xx-X i blad wzgkdny &=

ﬂ‘ Btad wzgkdny jako
X

bezwymiarowy cgsto przedstawiany jest w procentach. Podanie samagfcsci X w
numeryce jest bezwadtiowe — musi jej towarzyszyjedna z powyszych dokladngi, (co
zapisuje si jako: X+ lub X(1£¢&)).

Waznym pogciem w numeryce jest pgjie cyfr znaczcych. Pierwsza cyfra znagza to
pierwsza niezerowa cyfra ligg od lewej strony utamka dziegnego. W praktyce jest to
cyfra, do ktérej ména mi€ ,zaufanie”, iz nie pochodzi z zaokglenia, lecz znalaztagtam
z rzeczywistych oblicze Np. 2345000 (4 cyfry znagee), 2.345000 (7 cyfr znagzych),
0.023450 (5 cyfr znageych), 0.02345 (4 cyfry znagee) itd. Doktadné¢ koncowa musi
mie¢ tyle cyfr znaczcych, ile mag warunki pocatkowe. Oznacza to w praktyce; nie
mozna prowadzi obliczen zachowwc np. trzy miejsca po przecinku, a ostateczny wynik
podaw& bezkarnie z wksz niz ta doktadnéciag. Bedzie on wtedy bezwarfoiowy, gdy
btad zaoknglen maoze wkracé sie nawet na pierwszpozycg dziesetng, zwtaszcza jeeli w
trakcie obliczé przeprowadzano ¢gto dziatania dzielenia i odejmowania, ktore abjai
doktadnd¢ wyniku.



Stawomir Milewski ~ Metody numeryczne — konspetk
data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

ROZWI AZYWANIE NIELINIOWYCH ROWNA N ALGEBRAICZNYCH

Najprostszym wykorzystaniem metod numerycznychnesbheryczne rozwzywanie rowna
algebraicznych nieliniowych. Nieliniogé maoze by pochodzenia geometrycznego (np. w
mechanice przygie teorii duych odksztatcé czy przemieszczg lub fizycznego (nieliniowe
zwigzki konstytutywne, gdy materiat nie podlega liniowe prawu spyzystasci). Koncowym
efektem takiego modelowania w przestrzeni jednovayowej przy jednej zmiennej
niezalenej jest rownanie postaci:

F(x)=0
Tworzac w okre&lony sposob réwnanie postaci:
x=f(x),

gdzie f(x) jest dowola, nieliniowa funkcja zmiennejx mazna stworzy cigg liczbowy
postaci

X = T(%) (1)

rozpoczynajc obliczenia od dowolnej (na ogot) liczby, zwanejpunktem startowym

X %= f(%) %= 1(x), %= (%), .. )

Graficznie proces ten polega na szukaniu punktudimggo dla prostely = x oraz krzywej
y=f(x.

Jezeli wykona s¢ odpowiednio dio takich obliczé, to przy odpowiednich warunkach, jakie
musi spetnié funkcja f (x), proces okze sk zbiezny (do okrélonej liczby X). Roéwnanie (1)
nazywa st wtedy schematem iteracyjnyma chg przyblzen (2) procesem iteracyjnym
Liczby potrzebnych iteracji nie dagsz gory okréli¢ (bedzie ona funke punktu startowego
oraz postaci schematu iteracyjnego). Dlatego osnieprzerwania iteracji mugzwiadczy
dodatkowe kryteria. Formutujecsie definiugc nas¢pujace nieujemne wielkdi skalarne:

« Tempo zbiendsci: % = K "%
Xt
. Residuum:e® = |~ ) :
F (%)

« llosé iteracji: £®: n=...

Wtedy o zakaczeniu obliczé decydowa beda warunki: eV <l e®P<eld n<n.
Dwa pierwsze g niezalene od siebie i powinny lByspetnione rownoczeie. Trzeci jest dla
nich alternatyw. Liczby (tu: bezwymiarowe) &fy, €2, n., s danymi z gory
wielkosciami dopuszczalnymi.
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Przy formutowaniu powiszych kryteriow uyto wielkasci wzglednych, (ktére mog by¢
tatwo porownywane mgidzy sola). Czasami wskazane jestygie wielkasci wymiarowych,
ale wtedy okréenie czy liczba jest ,mata” czy ,da” nie jest ju takie oczywiste.

Malejace tempo zbignasci swiadczy o zbienosci danego schematu iteracyjnego do jednej

n- oo

skonczonej wartéci (tu: X, — X). Schemat iteracyjny rozkiey maze dawa coraz weksze
liczby wraz ze wzrostem liczby iteracji (rozbmms¢ jako ,zbieznos¢” do nieskaczondgci),
moze oscylowd pomigdzy dwiema ranymi wartgciami (tzw. proces niestabilny) lub po
prostu okazé sig osobliwym dla danego,. Takie sytuacje wychwytuje tempo zhnesci,
ktére zamiast systematycznie malaitrzymuje s na tym samym poziomie lub
nieograniczenie kmie do nieskaczonaci.

Natomiast mat& kryterium residualnego (resztkowegmyiadczy o spetnieniu wygiowego
rownania algebraicznego (1). M st bowiem zdarz§, iz sama zbignos¢ procesu nie
gwarantuje zbienosci schematu do wkgiwego rozwizania X ,tj. takiego,ze F(X)=0.
Wtedy X#X i wykaze ten fakt niezerowe residuum, natomiast tempozmbéei bedzie
mimo to malé. Dopiero spetnienie obydwu kryteriow gwarantujeyskanie przyblienia
wiasciwego rozwgzania wygciowego rownania (1).

Procesy iteracyjne magby¢ zbiezne i rozbiene jednostronnie (wtedy zbimy se Ilub
oddalamy od wisciwego rozwjzania z jednej strony — od dotu lub od goéry) lubugtronnie
(wyniki iteracji ,skacz” z jednej strony warti $cistej na drug cyklicznie, przybliajac sk
do niej lub oddalai). Przyktady takich procesow pokazyjonizsze rysunki.

Mozna zauway¢ pewry cecle wspolrg dla funkcji prawej stronyf(x) w przypadku
procesow zbienych i rozbienych. Wszystko zaly od nachylenia funkcji w pewnym
otoczeniu (przedziale{a, b]), w ktorym poszukiwanie jest rozyzanie. Funkcje ,strome”

powodup rozbieznos¢ schematu. g ,stromas¢” okresla si przez kit nachylenia wykresu do
osi X, a kryterium zbienosci wynika z warunku Lipschitza.

Twierdzenie 1
Jezeli f(x) spetnia warunek Lipschitza:

1FO)=- () sLx-% , 0<L<i x,x0[ab

to rébwnanie algebraicznex= f(X) posiada co najmniej jedno rozyianie w przedziale
[a,b].

Twierdzenie 2
Jezeli f(x) spetnia twierdzenie 1, to proces iteracyjny,, = f(x,) jest zbieny do

rozwigzaniascistego rownanix = f(x) dla xD[a, b] przy dowolnym punkcie startowyxy.
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Konsekwengj powyzszych twierdz# jest nasipujacy wniosek: jeeli kat nachylenia funkciji
f(x) na pewnym przedziale<O[ %, %] jest mniejszy ni 45°, to schemat iteracyjny jest
zbiezny przy dowolnym punkcie startowym. Tangengaknachylenia liczymy na podstawie

ilorazu r&nicowego funkcji f (x) .

O ewentualnej zbimosci lub rozbienosci decyduje schemat, a dokfadniej: sposob
znajdywania funkcji prawej strony (x) . Sposob ten stanowi podstaklasyfikacji dalszych

metod iteracyjnych. Na ogét schemat powinien aapewnion bezwarunkow stabilng¢ i

zbieznosé.
Roéwnanie wyjciowe: F(x) =0.

METODA ITERACJI PROSTEJ

{xo
Xn+1 = f(xn)
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Sposob znajdywania funkcjif (X) nie jest z gory ok&ony, maze pochodzi z prostego
przeksztatcenia: F(x)=0 - FX)+x=x - f(X=>» Taki schemat nie ma
zagwarantowanej zbiaosci ani stabilnéci.

METODA ITERACJI PROSTEJ Z RELAKSACJ

Pogcie relaksacjiw numeryce oznacza ingereqigy tempo zbienosci wyniku. W metodzie
iteracji prostej mena zrobé modyfikacg polegajca na obrdceniu wykresu funkcjf (x)
wzgledem pocztku uktadu o taki kt o, aby proces iteracyjny byt optymalnie szybko zhie

w okolicy danego punktu (punkt optymalnej zimesci). Relaksacja nie tylko poprawia
tempo zbienosci, ale réwnie potrafi zamieni wyjsciowy schemat rozbigy na zbieny.

Wartci¢ kata o« naleey wyznaczy optymalizugc nowo otrzymany schemat poprzez dodanie
do starego czynnika liniowego odpowiagtaggo za obrét (punkt optymalnej ziesci na
0got utzsamiany jest z punktem startowyxy):

x= f(X)
x+ax= f(X+ax
X(1+a)= f(X)+ax

_f, ax _
_1+a+1+a 9%
X=9(%

Optymalizujemy nowy schemat iteracyjny:

9'(%)=0

T00), @ _g (gz-1)
1+a 1+a

a=-1'0%)

Tak policzonea wstawiamy do schematk= g(X) :

o f00 )
1= 0g) 1= 1106)

Koncowa posté schematu iteracyjneguoetody iteracji prostej z relaksacj

X
ML NI £ €
1) 1= (%)

METODA STYCZNYCH (NEWTONA)
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Dla pewnego otoczeniapunktux rozwijamy warté¢ wyjsciowej funkcji F(x+ h) w szereg
Taylora:

F(x+h)= F(x+ F'(><)Dh+% F(R0R+..= K 3+ F( 301

Ustalapc x i podstawiagc F(x+h)=0 mozna oblicz¢ przyrost h przy uprzednim
odrzuceniu wyrazow rozwigtia wyzszych redem ni pierwszy (zlinearyzowany przyrost):
F(x)

h=-—12
F'(x)

Dla danej parygsiednich przyblien zachodzi:x.,, = X, + h.
Stad po podstawieniu Ziaotrzymujemy schemat metody:

%o
_, _F(x) -
X1 = X, Fx)

Graficznie metoda Newtona polega na budowaniu stz w kolejnych przybtieniach x,

poczwszy od punktu startowego oraz na szukaniu miegsovwych tych stycznych.

Wz6r na metogl Newtona meéna te: otrzyma stosugjc metod relaksacji bezpwednio do
wyjsciowego réwnaniaF (x) =0.

Znana jest te modyfikacja metody dla pierwiastkdw wielokrotnydifezeli réwnanie
F(x) =0 takiez posiada):

X
_U(x)
U'(x,)’

_F(¥

3 F(X)F"(X) -
SR

U
) (F(0)°

X = X, U'(¥=1

METODA SIECZNYCH

W metodzie Newtona do schematu iteracyjnego potagest znajomid pochodnej funkcji
F(X). Aby unikm¢ jej rézniczkowania, mena liczbows pochodrl oblicza&a w sposéb
przyblizony korzystajc z wartdci ilorazu r@&nicowego. Wtedy potrzebney gawsze dwa
punkty wstecz, aby zbudow&olejne rozwazanie (graficznie styczna przechodzi w siegzn
takze na samym pogtku oblicze.

X0 X

— Xy~ X
=x,—- F(x)03
X = %, = F(X,) FOO—F(x)

METODA REGULA FALSI

Jezeli zastosujemy mete@dsiecznych lub stycznych do funkcji nieregularrggra w sposob
gwaltowny przechodzi z wypuktej na wkla lub z malejcej na rosgca, jest
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niebezpieczéstwo, z kolejne przyblienia rozwazania ,uciekg” daleko od pocatkowego
przedziatlu bezadnych szans na powr6t i na znalezienie sensowrtaydazania. Pomocna
moze st okaz& pewna modyfikacja metody siecznych, gdzie jedgumktow, na ktérych
buduje s¢ kolejne sieczne, jest z gory ustalony (jest toefedz punktéw startowych),
natomiast drugi z nich jest punktem zmiennym. Weamldalenia si kolejnych przyblien
od obszaru startowego, wagu nasgpnych iteracji nagpi powrot w jego okolice.

X, (punkt staty),x,
X~%

= x, - F(x) G——2

METODA BISEKCJI (POLOWIENIA)

Metoda bisekcji naley do najstarszych i najprostszych metod iteracyjnyoprocz
znajdywania pierwiastkdw réwnarowniez jest wykorzystywana przy zagadnieniach
optymalizacji funkcji. Dla wyjciowego rownania F(x)=0 szuka ona przybienia

rozwigzania wewntrz przedzia’fuxD(a, b). Stid, aby metoda zadziata, musicbgwarancja
istnienia miejsca zerowego w tym przedzidtga) [F(b) <O0.

Przy kadej iteracji oblicza si srodek przedzia’fux=%b. Nastpnie sprawdza sj w

ktorym z podprzedziatdbw(a, X) oraz (x,b) lezy miejsce zerowe i ten przedziat podlega
dalszemu dzieleniu. deli F(a)[F(x) <0 to b= x, w przeciwnym przypadka = x. Podziat
przedzia’ru(a, b) niekoniecznie musi nagtowa na dwie réwne ggci, mazna go dzielk np.

w tzw. ztotym stosunku (czyli tak, abg_y—a :M ).
-X a-X

Przykfad 1

Pod& schematy iteracyjne rozgzania réwnaniasin(x)+x* =2 metodami: (i) iteracji
prostej, (ii) iteracji prostej optymalnie szybkoiemy, (iii) Newtona, (iv) siecznych, (v)
regula falsi. Zastosowatak sformutowane schematy do znalezienia dwochejikpth
przyblizen rozwigzania startujc z punktu x, =-2 (dla metody siecznych i regula falsi

przyja¢ drugi punkt startowyx, =-0.5). Po kadym kroku iteracyjnym okidi¢ tempo
zbieznosci oraz tempo zmiany residuum.

Wyjsciowe rownanie:F (x) =sin(x)+ X -2, F(x)=0

Pierwiastkisciste rownania:x,, =-1.06155, x,, = 1.7284€

0] metoda iteracji proste;j

Z rownaniaF (x) =0 wyznaczamy w dowolny prosty sposob zmigrnnp.

X =4/sin(x)+ 2.
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. X% =2
Schemat iteracyjny
X =4/SIN(X,)+ 2, n=0,1,2,..
Obliczenia:
Krok n=0:

X, =/SIN(X, )+ 2=14/siNE 2%+ 2= 1.044367
b |5 [2-1044367_ oo

(

7% |7 rodaser |

e _| F(x1)| _|sin(1.044367) 1.044387 |2 0.60973¢
FOo)| | sin-2-c27-2 |

Krok n=1:

X, =[Sin(x )+ 2=4/sin(1.044367 2 1.692515
" _|x2 x1| 1.044367 1.692515

e 2 0.382950
x | | 1692515 |
eéz)_|F(x2)|_|sm(1 692515y 1.692515 |g004399:
Fo)| | sinC2-c2F-2 |
Z doktadngciag € =0.00000% 10 otrzymano pon=16 iteracjach wynik
X, =1.72846¢.

(i) metoda iteracji prostej z relaksacj

Korzystapc z poprzedniego schematu metody iteracji proster f(X):
X =4/sin(x)+ 2, znajdujemy nowy schemat optymalnie szybko ziyew okolicy
punktu startowegog, = -2

1

f(x)=4sinx)+2 - f'(x)= —Ebos(x)
sin(x)+ 2
xy=1___ 1 -1 1 - :
f'(%)= sin(xo)+2mzos()%) 2 JsnE 2% 2Ek:os(— 2F — 0.1992¢
1-f'(x,)=1.199234, 1 . 0.833866,M:— 0.1661
1- (%) 1-1'00)

=-2

., =0.833866] sing, ¥ 2 0.16613% ,n= 0,12

Schemat iteracyjny{xO

Obliczenia:
Krok n=0:



Stawomir Milewski ~ Metody numeryczne — konspetk
data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

x =0.8338663/ sink, ¥ 2 0.16613%, =
=0.8338661 sinf 2F 2 0.16613%( 2) 0.5385¢

b |4 %[ [2-0538598_, o

o

x | | 0538593 |
e =|F(x1)|=|sin(0.538593} 0.538593 |g0 26404
IF)| | sin-2)- 2f-2 | )
Krok n=1:

x, =0.8338667/ sing ¥ 2 0.16613% = 1.411341
b = |x, - x| _|1.41134F 0538543
X | | 1411341 |
» _|F(x)| _|sin(1.411341y 1.41134% |go 342158
Foo)| | sinc2-c2f-2 |
Z doktadndcia € =0.00000x% 10 otrzymano pon=8 iteracjach wynik
x, =1.728462,

0.618382

¢

(i)  metoda Newtona

Post& wyjsciowa rownania:F (x) =sin(x)+ ¥ — 2, F(x)= 0.
Obliczenie pochodnej funkcfr (x): F'(x) =cos(x)+ 2x.
X =2

chemat iteracyjny :Xn_Sln(&)“ﬂf 2, n=0,1,2,..

=7 st 1+ 2,

Obliczenia:
x, =-1.188221, € = 0.683189€” = 0.11672

x, =-1.064728, d” = 0.115985,€” = 0.0028

x, =-1.061550, &” < 10 , €< 10
(iv)  metoda siecznych

Post& wyjsciowa rownania:F (x) =sin(x)+ ¥ -2, F(x)= 0.

Schemat iteracyjny:
X ="2, x=-05

%1 7%, =12

X = X, (SIN0G) X, = A o %

Obliczenia:

10
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Metody numeryczne — konspetk

data utworzenia: stycae2006, data modyfikacji: stycae2011

(v)

x =-0.955962, &” = 0.476967 €” =

0.0925¢

x, =-1.078578, &” = 0.113683,” = 0.0153

x, =-1.061550, €Y < 100 , d?< 10

metoda regula falsi

Post& wyjsciowa rownania:F (x) =sin(x)+ ¥ — 2, F(x)= 0.
Punkt staty:x, =-2.

Schemat iteracyjny:
X =-2, x=-05

X1 = X, = (sin(x,)+ X - 2)3

Obliczenia:

x =-0.955962, &” = 0.476967 €” =

_2_Xn

3.090703 sing, ¥ X'

0.0925¢

n=12,..

x, =—1.044406, €” = 0.084684,€” = 0.0153

x, =-1.061548, d” < 10 , d?< 10

Przykfad 2
Réwnanie z poprzedniego zadania razst w sposob przybhony metod bisekcji. Przyg¢
przedziat(1, 3). Rozwhzanie znalét z doktadnécia €,,, =107.

Post& wyjsciowa rownania:F (x) =sin(x)+ ¥ -2, F(x)= 0.

Pocatek przedziatua, =1, koniec przedziatub, = 3.

Obliczenia zestawiono w tabeli:

n | %=t ; | F(x)F(a,) | 4, b, | & =‘—X”‘1Xn X”‘ a7 =F(x,)

1 2.000 -2.008497 | 1.000] _ 2.00( 0.500 1.090703
2 1.500 1.376490 1.500 2.000 0.333333 0.747495
3 1.750 -0.058689 1.500 1.750 0.142857 0.078514
4 1.625000 0.267533 1.625000 1.750 0.076923 0.357906

5 | 1.687500 0.052090 | 1.6875001.750 |  0.037037 0.145542

6 1.718750 0.005090 1.718750 1.750 0.018182 0.034973

7| 1.734375 -0.000749 | 1.718750.734375 _ 0.009009 0.021406

8 | 1.726563 0.000240 | 1.726563.734375  0.004525 0.006875

9 1.730469 -0.000050 1.726563.730469 0.002257 0.007243

10| 1.728516 -0.000001 | 1.726563.728516] _ 0.001130 0.000178

11 1.727539 0.000023 1.7275391.728516 0.000565 0.003350

11
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

UKLADY ROWNA N NIELINIOWYCH

Rozwigzywanie ukladow rownaalgebraicznych (liniowych lub nieliniowych) to agsiciej
spotykany problem algebraiczny w zagadnieniachkiizZ$tad potrzeba opracowania aparatu
analizy takich uktadow, najegciej w formie wektorowej i macierzowej. Poniemdziatania
wykonywane bdg juz nie na pojedynczych liczbach tylko na wielkimch macierzowych,
naleey wprowadz¢ pojecie normy (wektora, macierzy) — stan@egj reprezentagj tej
wielkosci w postaci pojedynczej liczby rzeczywistej dodejtn

Definicja
Norma wektorowd||x| z wektoraxV , gdzieV to liniowa n — wymiarowa przestize

wektorowa, jest skalarem spetnjaym nastpujgce warunki:
1. |x|2z0 O, . [x|]=0 = x=o0,

2. Jax|=la|tx| Do+ Do,
3. |x+ <[+ By

Najczsciej uzywane normy wektorowe:
L2 % . .
1. ¥, = D.[x|"| - norma Euklidesastednio kwadratowa),
i=1

2. ||, = ng?x|>g| , norma Czebyszewa (maksimum),
I

ok

3. x|, ={Z|>g|p} , p=1, uogdlnienie dwoch povizgzych przypadkéw | =2 - norma
i=1
Euklidesa,p = - norma Czebyszewa).
Definicja
Norma macierzowa|A| z macierzy kwadratowejnxn (A:[aﬁ]) jest skalarem

spetniagcym nastpujgce warunki:

1. |A|z0 , |A|=0 = A=0,
2. || =|aigA] Do,

3. [A+B]<[A]+[8].

4. |AmB|<|Alfs].

Najczsciej wwywane normy macierzowe:
1

1. |A) ={Zn“zn:‘a,.j ‘2}2, norma Euklidesa(ednio kwadratowa),

i=1j=1

2. |A,= ”}S‘X;‘aﬁ‘ , norma Czebyszewa (maksimum).

12
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

Cz¢sto wywane jest té pojecie sredniej normy Euklidesa. Wtedy przed pierwiastkowwan
sumy kwadratow wspoétezinych dzieli st dodatkowo 4 sunt przez liczlg wyrazown.

METODA NEWTONA — RAPHSONA

Metoda shay do rozwhzywania uktaddw réwnanieliniowych i stanowi uogolnienie metody
iteracji prostej dla wielu rownigjednoczénie.

Twierdzenie 1
Niech F:x O[a,b] - O, i=12,..,n naley do n — wymiarowej przestrzeni euklidesowej
on.
Niech x = f (x) spetnia nasfpujgce warunki
1. f jestokréloneicigle w",
2. norma jakobianowa Z spetnia waruneIﬁJf (x)H <L<1,

R, o,
0%, 0x,
Je =
oF, oF,
| 0% 0x; |

3. dla kadegoxOO"m f (x) réwnie nalezy do 0"
Wtedy dla kadego x, 00" cigg iteracyjny X,,, = f(X,) jest zbiény do jednoznacznego
rozwigzania X .

Rozwamy punkt x oraz jego bliskie otoczenix+h. Wtedy F (x+h)=0. Rozwijagc
ostatni wielkos¢ wektorows w szereg Taylora otrzymujegsi

F(x+h)=F(x)+

aF)((x) h+162F2(><)h2 +..=F (x)+J (x)[h+R(x)=0

0°X
Linearyzupc powyzszy zwgzek ze wzgldu nah i wyliczajac wektor h otrzymuje sj:
F(xX)+J(X)(h=0 - h=-J"(x)F(x)

Xnsr = Xn+h - Xp1 = Xn_‘]-l(xn)[]:(xn)

Przy takim zapisie schematu konieczne bytoby odamic macierzyJ™(x,) na kadym
kroku. Aby tego unike¢, mnazy sie stronami przezJ(x,), co prowadzi do sformutowania
uktadu rowna liniowych (rozwhgzywanych analitycznie lub numerycznie).

XO
{‘J (Xn) D(n+1 =J (Xn) D(n -F (Xn)

13
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

Kryteria przerwania iteracji w przypadku wielowymoavym:
_ %o =]

1. &9 e <el
.
F (Xp)]
ool =

Najczsciej sprawdza girozwigzanie dla dwoch rodzajow norm: dla normy maksimkidra
wychwytuje najwe¢kszy bhd w obszarze rozwrania isredniej normy kwadratowej, ktora
mowi osredniej jakdci rozwigzania.

Istniejg rézne modyfikacje metody Newtona. Najprostsza polega me zmienianiu
wyjsciowej macierzy jakobianowej, co paga wiksz liczbe krokdw, niz przy oryginalnej
metodzie, ale tylko dla jednego obliczania macie(ppmocne mge by omawiane w
dalszych rozdziatach opracowania rozbicie na c#&ynnidjkatne). Maliwe jest te
uaktualnianie macierzy co pewndiczbe krokdw, a wgc tam, gdzie macierz mogta ulec
istotnej zmianie.

Inna metoda polega na dokonarélaksaciji

XO
{J(xn)Dqu =J(x,) X, -aF(x,)
(najczsciej a =1.2,1.3,1.« - tzw. nadrelaksacja
W przypadku wyranej oscylacji rozwgzania (np. wynik przechodzi z jednej na dysiyore
osi ,X”) mozliwe jest wprowadzenie prigieszenia zbunosci iteracji metod Aitkena

Wprowadzajc oznaczeniax; - wartd¢ rozwigzania na j-tym krokux - rozwigzaniesciste
maozna zapiséliniowy zwigzek:

X=X, =a(X= %)

Przy zal@eniu, ze wspotczynnika jest staty dla dwochasiednich iteracji, mezna zapisé
uktad rowna dla trzech kolejnych przyhbien rozwigzania:

{X_X'] =a(X= %)
X=X, =a(X=X.,)

Rozwigzujac go ze wzgidu na x otrzymuje sizwigzek:

X = Xn—zD(n_)frl _
Xn_2Xn—1+Xm2

Wz6r naley uzywa¢ osobno dla kalej zmiennej niezaklmej poprawiggc wartg¢ otrzyman
na n-tym kroku iteraciji.

14
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

Przykfad 1
2

y© =2X

. metody Newtona -
X" +y =8

Rozwigzat nastpujacy uktad rowna nieliniowych {

Raphsona. Przy¢ wektor startowy xo:{O,Z\/_Z}. Po kadym kroku iteracyjnym

przeprowadz&analiz bledu. Przyjé nastpujace poziomy hjdu: i), =10°, €@ =10°,

F(xy)= Y -2x

Wektor funkcyjny: F (X, y) = )
yiny:F (x, y) {Fz(x,y):x2+yz—8

oF ok
-2 2
Macierz jakobianowal (X, y) = OF :g (%, y)={2 Zy]
or, oh X zy
ox ay

Wektor startowy:x _| 00
S 2\/5 2.8284|

Schemat iteracyjnyd (x,, ¥,) (X, = I (X, V)X ,—F (X, y) - X, =..

A/l
{—2 2ynH>9+1}[—2 Zyﬂtﬁﬂ_ Yam2% | Pﬂ}
2%, 2Y, | [ Yea) L2% 2% [ Wl |X2+y?-8 Y

Analiza bedow:

H{Xml_xn} _y§—2xn |
O LV ) 7 Zew  po IF ] L%+ ¥ -8 -
||Xn+1 Xn+1 * ”F (XO)” yg - 2)(0 op
y"*l X +Y5-8
Krok n=0:

{-2 ZVOH&}:{-Z 2YOHXO} Yo=2% | {Xl}:
2% 2Y | W 2%, 2y, Yo x§+y§—8 Y1

-2.0 56569 [x] [-2.0 5.656 0.0 [ 8o
00 56569 |y,| | 0.0 5.6569 2.8284 0
-2.0 56569 [x] [ 8.0 x,] [ 40 '
0.0 56569y, | | 16.0 |y, | |2.8284

Btedy w normie euklidesoweyj:

15
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Metody numeryczne — konspetk

40 7[00
2.8284) | 2.828

(1) — ”Xl B XO”e — e —

4, 1
= V2 =0.816¢

bl 0 * \/1(4.02 +2.8284)
2.8284)| | 28284 V2
[2.8284- 2714.0 | 0.0 1
o _JF), _|[4.0°+2.8284- 8.4 _ [ 16.0 \/2(0-02+16-3) 20
IF (%), [[2.8284- 200.0 {8.0 1(8.0% 0.)
0.0°+2.8284- 8¢ [L00], V2
Btedy w normie maksimum:
40 1 [0.0 4.
o _Ixi=xo, _|l2.8284] | 2.8284 0.4 _4_0_10
o, 4.0 a0 "40
2.8284) | 2.8284
[2.8284 - 214.0 0.0
o _ IFOQ, _[L4.0+2.8284- 8.0 _ { 16. n 160,
IF(xo),, [[2.8284- 200.0 ‘{8.0} 80
0.0°+2.8284- 8.4 [L0-0],

Sprawdzenie kryterium zhirosci:

e =0.8165> 5 = 10°
£ =1.0000> £ = 10°
£ =2.0000> £ = 10°

£? =2.0000> @ = 10°

dop

Krok n=1:

R ) -

(2% 2% ] [ Yo] [2% 2%] [ %] [} +y/-8 y

(-2.0 5.6569 [x] [-2.0 5.656 40/ [ op_ 8.
180 5.6569|y,| | 80 56569 2.8284 16.0 16.0

Btedy w normie euklidesoweyj:

16
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikacji: stycae2011

2.40 ] [4.0
2.2627) | 2.828

{2.26272 - 212.40 ;

én:llxz—xllle= e =(.5145, eg>=||F(x2)||e= 2.40r 22627 glp
I, 2.40 [Fol, 8.0
2.2627)|_ 0.0J],
Btedy w normie maksimum:
{2.40 }{4.0 J {2.2627—2]2.40 ;
Ix, =% _[l2.2627] | 2.828 " - 0.3602. e£n2):|||:(x2)||m: 2.40r 2.2627 0 _ o.360c
IF o)l

el 240
22627

Sprawdzenie kryterium zhiaosci:

e’ =0.5145>¢{) = 10°
£\ =0.6667> £y, = 10°
£? =0.3622> ¢ = 10°

£ =0.3600> £ = 10°

Krok n=2:

2.0 45258 [x,] [-2.0 4525 0.3
480 4.5258]y,| | 480 452585 22607 2.880

Btedy w normie euklidesoweg® = % - 2”e =0.1554, €? =

[l

Btedy w normie maksimumg® %%l 0.0257, & =

Sprawdzenie kryterium zhiaosci:

eM =0.1554> ¢ = 10°

dop —

eW =0.1859>¢{) = 10°

dop

£? =0.0257>¢2 = 10°

dop

£® =0.0247>¢2 = 10°

dop

itd.

17
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5120 [x,] [20235
1888 |y, | | 20257

IFOOL, _ 5 165
O)He

= 0.024

=0.6667
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikacji: stycae2011

Wyniki  spelniagce kryteria ~ zbienosci  otrzymano  po  szOstej iteracji
Xs ={%; =2.000,y, = 2.000p.

Ponissze wykresy przedstawigiempo zbienosci rozwigzania i residuum: w skali dziesnej
i logarytmicznej liczone dla obydwu powsj zastosowanych norm.

Tempa zbie znosci i residuum
2 ]
2
2 1,5+
N E
QL > 1
o T
N ‘® 1.\
é " 05 \'.\
g \
0 T T _ —
1 2 3 4 5 6
nr iteracji
—e— ConEuk —#— ConMax —4— ResEuk ResMax
Tempa zbie znos$ci i residuum - skala logarytmiczna
2 -
iy = . S— T T |
? 30 05— o~ 15 2
2 \.\
N
o E -8 ;
Q0
g '-5 13
a g 1o
£ L
E -18 . v
-23
log(nr iteraciji)
—e— ConEuk —®—ConMax —+— ResEuk ResMax

18
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

Przyspieszenie zbinosci metody Aitkena ma sens wtedy, gdy rozwanie wyranie

.Skacze”, przechodg cyklicznie z jednej strony na draigpewnej ustalonej waroi. W

przypadku powyszym wyranie obserwowana jest zhigos¢ ,,0d gory”, a wic wigczenie
algorytmu Aitkena nie jest uzasadnione iz@qopsd dobre ju rozwigzania. Od strony
formalnej jego zastosowaniecdrzie polegato na obliczeniu nowej, poprawione] wo&mit

rozwigzania po trzecim kroku iteracyjnym.

Rozwigzanie uzyskane po trzecim kroku:{xﬂ :{

Y3

2.0235
2.0257

% = xO6—% _ 4.002.0235 2.40 _1 998¢

X,—2X%,+% 2.0235 212.48 4.0

Poprawienie wspokginej y,: Y, = %0~ ¥, - _2:262712.0257 2.8284 =1.9971
y.—2y,+Yy, 20257 712.8284 2.2627

Poprawienie wspotednej x, :

Nastpny krok iteracyjny (=3) uwzgkdniatlby oczywicie juz poprawione powsej
wartcsci rozwigzania:

-2.0 39943 | x,| | - 20 3.9943 1.993'3 0.0085 3.9886 | x,|_|2.0000
3.9971 3.9943 |y, 3.9971 3.99 1.997 0.0173 15.9827 A 2.0000
Wartasci rozwigzania po tym kroku z doktadiécia do széciu miejsc po przecinku réwngj
sie wynikowi scistemu.

UKLADY ROWNA N LINIOWYCH

W metodzie Newtona — Rhapsona po linearyzacji réwmalery rozwigza¢ uktad rowna
liniowych. Sposéb algebraiczny (metoda Cramera) aganliczenia wyznacznikow i jest
dos¢ kiopotliwy. Dlatego wprowadzono szereg metod nuoenych do rozwizywania
takich uktadow rowna

Rozwaany kedzie nasipujacy problem algebry:
Ax=b, det(A)z O

A - macierz wspétczynnikéw uktadung n),
X —wektor rozwgzan (nx1),
b — wektor prawej strony (wyrazy wolnef x1).

Klasyfikacja metod do rozwtywania powyszego zagadnienia m® opierg Sic na
wiasnagciach macierzy wspotczynnikow. Wtedy oma rozrénié:
1. macierz symetryczn A" = A,
. macierz dodatnio okéna: x"' Ax>0, O

2
3. macierz o daym rozmiarze:n >>1,
4. macierz o specjalnej strukturze (np. pasmowej).

xogn !
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

Metody rozwizywania mana podzielt wtedy na:

 metody eliminacji (polegaj na odpowiednim rozktadzie macierzk na
czynniki a nasipnie na wyliczeniu jednego po drugim wszystkichwizzan)

— g ucigzliwe obliczeniowo, ale za to dawynik scisty, np. metoda Gaussa —
Jordana, metoda Choleskiego;

* metody iteracyjne (poleggajna zastosowaniu prostych metod iteracyjnych do
kazdego z réwna algebraicznych z osobna, co daje w rezultacigy ci
wektoréw przyblien rozwigzania scistego), np. metoda Jacobiego, metoda
Gaussa — Seidela, metoda Richardsona;

* metody kombinowane (eliminacyjno — iteracyjne);

* metody specjalne, np. metody analizy frontalnejmetody macierzy rzadkich
(macierz ma wiele zer, mato wspoiczynnikOw niezegrally np. metoda
Thomasa).

Metody eliminacji, ktére zostanomowione poriej, polegai na rozkladzie wyciowej
macierzyA na czynniki, tzw. czynniki trojgnelL i U: A=LxU . Macierz dolnotréjktna L
ma nasipujaca wtkasnag¢: wspotczynniki niezerowe wygbuja jedynie poniej wyrazow na

£0, j<i _ , L .
0 i>i macierz gornotrégnal ma wiasné¢
e

przelkatnej gtownej, tj.( L ) 0y ={
odwrotry: Wspéiczynniki niezerowe patone § powyzej przelgtnej gtownej, tj.

0, j<i
(rgn):uij = 0, i<i . Po znalezieniu tego rozktadu rozwije s¢ tzw. ,pozorne” uktady
rownar: krok wprzod: Ly =b oraz krok wsteczUx = y. Uktady, dzgki swojej trojkatnej

strukturze, pozwalgj na uzyskanie kolejnych rozyzan rekurencyjnie wiersz po wierszu
zaczynajc liczenie od gory (przy macierzy dolnotrgikej) lub od dotu (przy macierzy
gornotréjkatne)).

METODA GAUSSA — JORDANA

Ax=Db, det(d)# 0

Zn:aﬂj)ﬂ =b, 1=1,2,..n

Wzory dla wersji eliminacji elementéw pod pigel gtéwry i krokiem wstecz:
Ab - Uy - Ux=y - X

(K) — (k 1) _ k-1) (k-1)
3 W , gdzierm, = a , k=1,2,..,n-1 i=k+ 1..n; j= L.n
q(k) — b(k 1) _ m Elék 1) a&t -1)

{ Zn: }an, i=nn-1,..,2/
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data utworzenia: stycae2006, data modyfikaciji: stycae2011

Wzory dla wersji eliminacji elementow nad piely gtowry i krokiem wprzod:
Ab - Ly - Lx=y - X

() — (k1) _ k-1) (k1)
379 04 , gdzie:m, = a‘kk —, k=nn1.,2 i=k-1..% j= 1.1
% = <D - . YD (™

:{b—iq )](}Ela];—, i=1,2,...,n

j=1

Wzory dla wersji petnej eliminacji elementéw mazyerAb -~ Uy - Lx - X

) — (k 1) _ k-1) (k-1)

% K D% , gdzie:m, = o , k=1,2,..n-1, i=k+ 1,..n; j= 1L.n
q(k) - t?(k 1) _ m, Elék 1) k a&t -1)
(k-1)

(k) — (kl)_ k-1)
ch m g _ay

h = b(k D ged’ , gdzie:m, = =l k=nn-1..2 i=k-1..,% j= 1.n
>g=3, i=12,..n

a;
W przypadku, gdy przydet(A)# O, a mimo to przy obliczaniu wspotczynnika, wyraz
al™ =0 nalery odwrdct kolejnas¢ wierszy (o numerach "i” oraz ,k”) tablicy ztonej z

wyrazéw macierzy wspotczynnikbw oraz wyrazow webltoprawej strony. Mina te
rozwigzywat uktady rowna z wieloma prawymi stronami, wtedy gahacierz prawych stron

((nx =[b,], gdziemjest liczly prawych stron) przetwarzagsiownoczénie.

Przykfad 1

Rozwigza¢ metody eliminacji Gaussa - Jordana ukfad réwnaAx =b, gdzie
1 -2 -1 -6

A=-2 6 3|, b=|19|.
-1 3 10 35

Zastosowana zostanie wersja petnej eliminacji w§namacierzy do postaci diagonalnej. Z
wyrazow macierzyA oraz wyrazow wektorh budujemy tablie liczb:

1 -2 -1 -
-2 6 3 19.
-1 3 10 3

W pierwszym kroku eliminacji podlegajelementy pod przekna giébwmg (z macierzyA
powstanie macierz gornotrajwa U), kolejno ,-27, ,”-1” oraz ,3". Do zerowania ,-2”
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uzywamy czynnika eliminacjim,, :TZ =-2. Jest on rowny ilorazowi wyrazu, ktéry mg si

wyzerowd (,-2") przez odpowiadacy mu wyraz stejcy w pierwszym wierszu od gory,
ktory nie ulega zmianie (tu: wiersz pierwszy, wyrd?). Nastpnie zmianie podlega key
wyraz w wierszu drugim gkznie z ostatai kolummng wyrazéw wolnych) wg przepisu: nowy
wyraz réwna si réznicy starego wyrazu i iloczynu wspétczynnika ,m”zpe wyraz z tej
samej kolumny z wiersza goérnego niezmiennego dia keoku (znowu wiersz pierwszy).
Stad nowa postawiersza drugiego:

a,=2-(-2)A=-2+2=( a,=6-(-2)0-2)=6-4= 2 a,=3-(-2)0-1)=3- 2=,
b, =19- (-2)1-6)= 19- 12= "

Podobnie dla wyzerowania wyraza,, = -1 wspotczynnik n51=_—11=—1 a nowy zestaw

wyrazow:

a, =-1-(-)=-1+ 1= C, a,=3-(-1)-2)=3- 2= 1, a,=10- CY-1)= 10- E §
b, =35- (1)[1-6)= 35~ 6= 2t

Tablica wyrazow po tym kroku wygla nasipujaco:

1 -2 -1 -
o 2 1 7.
0O 1 9 2

Caty proces sprowadzacdak napraweg do pomnaenia pierwszego rOwnania najpierw przez
,-2" 1 dodaniu go do drugiego a naphie przez ,-1” i dodaniu go do trzeciego.

W nastpnym, ostatnim ,gérnotrétnym” kroku eliminacji podlega ,1” (dawne ,3").
Wspotczynnikm,, =%. Teraz wierszem, ktorymeshnie zmienia jest wiersz drugi!. Dlatego w

mianowniku jest ,2” a nie ,-2". Postanowego wiersza po eliminacji (wyraz pierwszy nie
ulega zmianie — mama to fatwo sprawdgj bo stoi nad nim ,0”):

1 1 1 17 1 7 51
=1-—[2=1-1= Q, =9-—1=9-==" ph, =29-=[T=29-—=—,
%2 2 %a 2 2 2 b, 2 2 2

Tablica wyrazow wygjda teraz naspujaco:

1 -2 -1 -4

o 2 1 7.

0 0 U S
2 2
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1 -2 -1

Posté macierzy gornotréjtnej: U =0 2 1 |. Macierz dolnotréjktna tworzy sé
0 0 1/
L 2 ]

1 0 O 1 0 O
nastpujaco: L=|m,, 1 O0|=(-2 1 O0f.tatwo sprawdg, iz LU =A.
m;, m, 1 -1 1 1

L2 7]
Teraz eliminacji podlegajwyrazy nad przeina, kolejno ,1", ,-1" oraz ,-2". Do eliminacji
1" wspétczynnik =1 -2 ado eliminacji ,-1": e
" M= 17127 17 M =T Ty

Post& tablicy po przeksztatceniach:

1 -2 0 -3

0 2 0 4.

0 0 U 8
2 2

Ostatni krok wymaga wyzerowania ,-2”. Ostatmie, = _—22 =-1.

Koncowa postéatablicy (macierZA jest teraz diagonalna):

10 0 1
02 0 4
001 5

2 2

Ostatnie przeksztalcenie polega na podzieleniutrosjakolumny wyrazéw wolnych przez

odpowiednie wyrazy diagonalnebl(:%:l, bzzgzz, bsz%lt-ll—i: J). Z wiasndci

1 00

macierzy jednostkowej|@ 1 0 2, Ix=b - x=Db) wynika, & wyrazy wolne §
0 01

poszukiwanymi rozvgzaniami wygciowego uktadu, czyli:
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1
X=|2].
3
Przykfad 2
6 2 2 4||X%X 1
-1 2 2 -3 -1
Rozwigza¢c metod eliminacji Gaussa — Jordana ukfad rowna | :
0 1 1 4||x 2
1 0 2 3]|x 1
Na podstawie uktadu budujemy talgtic
1
6 2 2 4 1 6 2 2 4 c
6 2 2 4 1 7 7 7 5 _~
0 - — —— -= 77 7 &
-1 2 2 -3 - 3 3 3 6 0 5 5 _?3
011 4 " o1 1 4 24 ° 33
0O 00 5 14
1 02 3 1 O__1_5_7_5 00 2 2 5
3 3 3 6 7

Wspotczynniki do wyzerowania pierwszej kolumny,, = —%, m,, =0, m1=—é, do drugiey:

m,, :% mAz:—%. Dalej konieczne jest wyzerowanie wyraay =2. Jednak obliczenie

wspotczynnika m,, wymagatoby dzielenia przez zera%z%). Czy to oznaczaze

wyjsciowa macierz byta osobliwa? Nie, po prostu dsigwa kolejnd¢ rébwnaa powoduje
takie utaenie wspotczynnikbw macierzy — w takim wypadku tagleamiené kolejnas¢
wierszy — w powyszym przyktadzie ulegnzamianie wiersze trzeci i czwarty. Wtedy zero
wskoczy na wiéciwe sobie miejsce. Natomiast osobliganacierzy skutkowataby w postaci
pézniejszego dzielenia przez zero w czasie obliczaniazow wektora rozvizan.

Dalsze przeksztatcenia tablicy:

1 _31 _23

6 2 2 4 g 6220§5 620055
o L I 7T 6 ol lo 1 0o/ 00 15
33 3 5| - 3 3 o - 3 .
002 2 7 00 2 0-— 00 2 0-
0005%3 0005 g4 0005 5
14 14
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_39 _13 Xl__E
35 70 70
60008 1000 4 .
ogool_5 0100 35 % =35
00 20-2 0010 _4 ) =2
0005 3B 0001 35 35
33 33 x =33
14 70 * 70

METODA CHOLESKIEGO

Metoda opracowana jest dla macierzy wspétczynnikgmetrycznych dodatnio okdlenych.
Dzieki takim wlasngcia macierzyA jest maliwy nastpujacy jej rozktad: A= L.

Ze sprawdzeniem symetrii macierzy nie ma na ogablemaow, musi by spetniony warunek:
A=A" a =9, I, J=12,...n. Natomiast badanie dodatniej oiomosci jest na ogot
ktopotliwe, dlatego pomocne me okaza si¢ nastpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1

Jezeli macierzA o wspotczynnikach rzeczywistych jest symetrycziaidle dominugca na
przelgtnej gtdbwnej i dodatkowo posiada wszystkie elemeatigonalne dodatnie, to macierz
A jest dodatnio okkgona.

Macierz nazywamy $cisle  dominugca na  przektnej gtéwnej,  jeeli:

|qi|>_zn;\qj\, i=1,2,3,..n.
E

J#

Wz6r na rozktad macierzy w metodzie Choleskiega avaory na niewiadome wektoryi y:

Iij zli(aij _ilik |ﬂk)

i =

Y, :%(p —'an 0,), i=1..n

x{yi_imﬁ, =1

j=i+l

Przykfad 3

25



Stawomir Milewski ~ Metody numeryczne — konspetk
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4 -2 0 -6
Rozwigza¢ uklad rowna Ax =Db, gdzie A=|-2 5 -2|, b=| 3| metod eliminacji
0 -2 5 8

Choleskiego.

Aby zastosowa metod Choleskiego do nieosobliwego ukfadu rownaalery sprawdz
warunek symetrii i dodatniej okilenosci macierzy A. Symetria jest spetniona, gdy
a,=a,=-2, a,=a,=-1 a,=a,~3 Do zbadania dodatniej oktencsici
wykorzystamy tw.1l: macierz symetryczna jest domjoajna przeknej gtownej, gdy:

I e

Roztazenie macierzyA na czynniki trojlgtne L[ :

4 -2 o] [, o Ol
2 5 -2|=[l, I,, 0
0 -2 5| [l Iy, Ig

[N

o 1o
|

N

|
01, I,
0 O

33

Dokonupc odpowiednich mngen wierszy macierzylL i kolumn macierzyL" i poréwnujc
wynik z odpowiednim wyrazem macierdywyznaczamy nieznane wyraty.

|11m11=a11=4 - |11=\/2=2

|11m21:a21:_2 - |21:_:_:_1

2 2 2 _ _ _ 2 2 _ ] _
|21+|22+|33_a33_5 - |33_ 5-l 31_| 32~ 5-0-1=2

l, 0 O 2 0 0
Macierz dolnotrojgtna: L=(1,, I,, 0 |=|-1 2 O0|.
1o 1a 0 -1 2

l, 1, 1] [2 -1 O
Macierz gérnotréjitna: U = L™ == l, I,|=]0 2 -1}

0 0 Iy 0O 0 2
Krok wprzéd Ly = b:
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-6

yl:?:—s
2 0 0|[y,] [-6 . -3
_1 2 0 y2 = 3 — y2:§(3+ y1)=0 — = 0
0 -1 2||y,| |8 4

Y;=-(8-y,)=4
Krok wsteczL'x =y
XS:E:Z

2 -1 0[x] [-3 2 -1
O 2 _1 X2 = O d )(2:%(0+X3):1 — X= 1
0 0 2||x 4

1
XSZE(_3+ %)=-1

Ostatecznym wektorem rozyzian jest wektorx.

Wymaganie zwjzane z dodatni okreslonoscia macierzy A maze by w wyjatkowych
sytuacjach niespetnione. Wtedy macierze ythje L[L" istniep w dziedzinie liczb
zespolonych, ale K@owe rozwjzanie jest rzeczywiste o ile tylko uktad nie jesbbliwy.

Metody iteracyjne, w odidmieniu od metod eliminacyjnych, dostarczay wyniku metod
iteracji prostej (z relaksag) catego zbioru przybien wektora rozwgzan, ktory przy
odpowiedniej liczbie iteracjidulzie zbigny do rozwizaniascistego x = A'b.

W metodach iteracyjnych z kaego z rowna wyznaczamy niewiadoim(z ,i"-tego rOwnania
pochodzi ,i-ta” niewiadoma) za pomoavszystkich pozostatych. Niewiadome te podlegaj
obliczeniu na podstawie znajokwd poprzedniego przykienia, na samym pogiku na
znajomdci wektora startowego. Tak dziatla metoda Jacobidégora zawsze korzysta z
wynikéw z poprzedniej iteracji, natomiast metodau&a — Seidela korzysta z informaciji z
aktualnej iteracji, jeeli jest to ju mazliwe. Metody te g zbiezne, jeeli macierzA jest
dodatnio okrélona (jest to warunek wystarczay zbieznosci).

Sformutowanie problemu: Ax=Db, detA)z0 - Zaﬁ>g =b, i=12,..n.
j=1

METODA JACOBIEGO

Lm-Y g0, =120

(k+1) —
)g =
g =

J#

Po rozigeniu macierzyA na skiadniki: Ax=b - Lx+Dx+Ux=b mozna algorytm
sformutowa w zapisie macierzowym:
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x* =-DL+U)x® + D'
METODA GAUSSA - SEIDELA

x(©) ={x1(°) X0 ..., X9}
XD = (b Zq [ ~ Z alx’), i=12,..r

ja+1
W zapisie macierzowym:
X(k+l) = _D-l DL D((k+l) _ D-l|IU D( k) + D_ll:ﬂ)

Kryteria przerwania procesu iteracyjnegaakie same dla obydwu powgzych metod:

H x kD) _ X(k)H
(D) Il
1. kontrola tempa zbigosci: € e < Egop
| AT ~b)
2. kontrola wielkdci residuum:e® =f——— A < g{2).
A =]

Zastosowanie relaksacji polega na poprawieniu waktmzwihzah po kadym kroku
iteracyjnym wg wzoru:

X(k+l) — X(k) +) m)l((m) _ )I<(k)),

gdzie A jest parametrem relaksacji (przyjmowanym arbiiealna pocatku lub ustalanym
dynamicznie po kadym kroku).

Przyktad 4
4 -2 0 -6

Rozwigzat uktad rowna Ax=Db, gdzie A=|-2 5 -2|, b=| 3| metod iteracji
0 -2 5 8

Jacobiego. Przy§ wektor startowyx® ={0, 0, 0}.

Po zapisaniu tradycyjnym powszego ukiadu i wyliczeniu z kdego z rowna kolejnych
niewiadomych, otrzymujemy schemat iteracyjny metdagobiego.

=1 on 24

4x, — 2%, =—
2% +5% = 2%=3 - <% =l B3+ 200+ 27 .
—2X, +5%, =8

(k+1) (8+ 2Xék) )
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Rozpoczynajc obliczenia od wektora startowegd” ={0,0,0} otrzymujemy cig przyblizen
wektora rozwizan, po kadym kroku kontrolujc blad obliczer (tempo zbienosci i residuum
liczone dla dwéch rodzajéw norm: euklidesowej i siadkum):

Iteracja pierwszak =0):
XY :%(—6+ 2x§°>)=:11(—6+ 0)=-1.5

= Ler 247+ 2¢)=1 6r 0r 0 0.

) :é(8+ 2x§°)):?13(8+ 0)=1.6

5<1>=HX(1)‘X(°)H {fé”=1-0 o _|AxY - {5;”:0.16367:

KT lev=10 ° T[ax® 0" |6 =0150
Iteracja druga  =1):
x? :%(—6+ 2><§1))=:11 (-6+ 20.6F= - 1.2

X2 :%(3+ 2% + 2>§1>)=é (3+ 20¢ 1L.5F 21165 0.6

x? :%(8+ ZXS)):?]_; (8+ 2[0.6~ 1.84

L0 = ;=% |&=0.1019 L) = |Ax, -  [£? = 0.104
x| £? = 0,135

£9 =0.1630 |A%, = b’
Iteracja trzeciak = 2):

NS =:11(_6+ gxém):?l1 (-6+ 200.64F - 1.18

X&) :5—13(3+ X + 2x§2>):% (3+ 20¢ 1.2 211.84F 0.8t

Xé3) :%(8_'_ 2Xé2)):_é(8+ 2|:D64): 1.856

, £ ,
£ =0.1164 | A%, 1|

o x| [e?=00022 , [Ax-b] [&?=0.058
%] £? = 0.054
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Proces jest bardzo wolno zbmy do rozwjzania scistego X ={-1,1,2}. Po péetnastu

iteracjach otrzymano wynikx"® ={-1.000392, 0.999687, 1.99968. Aby przypieszy

obliczenia, mana zastosowa technil¢, np. nadrelaksacji z parametrerh=1.6. Wtedy
poprawione rozwzania po drugim kroku iteracji wynasbeda:

% =xP+ AQKY - xY) =-1.5+ 1.60¢ 1.2+ 1.5F - 1.0
%2 = XV + A[(X? - X") =0.6+ 1.6(0.64 0.6% 0.664
X2 = xP+ AP - XY) =1.6+ 1.6](1.84 1.65 1.984

Dopiero dla tych wynikéw policzone daty wynosa:

£ = [%. =%y {gél) =0.1019 , _|AX,-b {8@2) = 0.173

e9 =0.2419 ‘ |A%,=b| " [£? = 0.201

Ponizsze wykresy przedstawigiempa zbignosci rozwigzania i residuum réwnania dla opcji
metody bez relaksacji w normach: dz¢gsej i logarytmicznej.

tempo zbie znos$cirozwi gzania i residuum

1,2
= 1 '\
o
= 0,8 \
? ¢ 06
8 S
o] 0,4 n
L¢]
< 0,2
© O "‘Tk'"’_'" i £ 7 7 7 7 7

0 5 10 15
nr iteraciji
—e— ConEuk —=— ConMax ResEuk ResMax
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tempo zbie zno$ci rozwi gzania i residuum - skala
logarytmiczna

log(doktadno sci (rozw. i res.))

log(nr iteraciji)

—o— ConEuk —#— ConMax ResEuk ResMax

Mozna spodziewa si¢ wickszego prz§pieszenia zbimosci po zastosowaniu metody
iteracyjnej Gaussa — Seidela.

Przykfad 5
Rozwigzat powyzsze zadanie metadteracji Gaussa — Seidela.
4 -2 0 -6
Wyijsciowy ukiad rowna: Ax =b, gdzieA=|-2 5 -2|, b=| 3|.
0 -2 5 8

Schemat iteracyjny metody Gaussa — Seidela (zmaalyiny schemat metody Jacobiego):

X1(k+1) =%(—6+ zxék))

4x — 2%, =-6
_2X1 + 5)(2 — 2)(3 =3 )ék+l) :% (3_|_ 2)€k+1) + 2)§k)
—2X, + 5%, =8

Xék+l) =é(8+ 2xék+1))

Tam gdzie to jest nitiwe wykorzystuje s juz informacg ,najswiezsz” z aktualnego kroku
iteracyjnegok +1.

Iteracja pierwszak =0):

31



Stawomir Milewski ~ Metody numeryczne — konspetk
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X = (6+2x§°>)— ,(6+0)=-15

XM = (3+ 2x;1>+2xg°>)— (3+ 20¢ 1.5% OF O.

X = ;(8+2x§1))— (8+ 0)=1.6

(2 — ‘
£¥ = 0.400(

Hx‘l) - x(O)H eM=1.0
= 1 ] g - (O) 1]
£¥=1.0 | A~

o |AX® ~b| (2 = 0.306t
R [
Iteracja drugak =1):

)(1(2) ::11(—6+ 2X§1)):%1(—6+ 2[0.0=- 1.50

KD =2 (3+2¢7 + 240)= (3+ Z 150y LG 0.6+

X2 = é 8+ 2x§2>)=_é (8+ 2D.64) 1.8560

_Ix.-x| [&?=0.2790 , _[Ax,-b| [£”=0.132
£ =0.3448 |A%,=b| " |£? = 0.160

Iteracja trzeciak = 2):
3) — 1 (2)y = 1
X _Z(_6+ 2% )_Z(_6+ 2[0.640F - 1.18

X :?13(3+ 2x3 + 2>§2>):% (3+ 20¢ 1.18y 211.8563 0.87(

xO) :%(8+ 2xg3>):?13 (8+ 20.8704F 1.9482

— X, {fé”:o.lael A%, -1 {g‘” 0.047!

£ = _ % e
%] £® =0.1643 A% -]’ |&® = 0.057

Po pktnastu iteracjach otrzymano rozwanie x*® ={-1.0000, 1.0000, 2.000(
doktadndcia do széciu miejsc po przecinku. Wykresy zbresci przedstawiono pone).
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tempo zbie znosci rozwi gzania i residuum

1
= 08
o
g7 ° \
Qo
2 = 04 k
3
~ 0,2
o
o \
0 ‘ —_— A ¥ ¥ ¥ F 7 7 ¥ ¥
1 3 5 7 9 11 13 15
nr iteraciji
—e— ConEuk —=— ConMax ResEuk ResMax
tempo zbie znosci rozwi gzania i residuum - skala
logarytmiczna
3]
nm Q
o
s 2
8 55
S 2
§ 8 -6 7 \-\.
o=
i) -6,5 ~
-7

log(nr iteraciji)

—o— ConEuk —#— ConMax ResEuk ResMax
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ODWRACANIE MACIERZY
Odwracanie macierzy dolnotrojkatnej

Dana jest macierz dolnotrgjthal o wymiarzen, szukana jest macie€ztaka,ze LIC =1 .
MacierzC, odwrotna do macierzy jest rownie maciera dolnotrojkgtna.

Wzory ogélne:

Przyktad 13
Odwrock macierz dolnotréjitna.

100 ¢, 0 O

L=(2 4 0/ C=|c, ¢, O

3 56 G G Gy
1 00|[c, O 0] [10
LIC=1 = |2 4 O|ffc, ¢, O|=l0 1
3 5 6][Cy C;p Cy [0 01

Dokonujemy mneen odpowiednich wierszy macierzly i kolumn macierzyC tak, aby
wyznaczy wyrazy macierzyC za kadym razem poréwng¢ wyniki tych mnaen z
odpowiednim wyrazem macierzy jednostkowej.

c,A+c,M+c,[0=1 - c¢c,=1

c,2+c, 4+c,[6=0 - cC,= —%
G B3+CyBb+¢y[0=0 - ¢y= _i
12
O[2+c,,4+c,,[B=1 - 022:%
5
3M+c,,[b+c,[HB=0 - c32=—§r

0B+ 0lbt+c,,[0=1 - 033:%
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1 0O O

C= —l 1' 0
2 4

2151

L 12 24 6

Odwracanie macierzy gornotréjkatnej

Dana jest macierz gornotragkal o wymiarzen, szukana jest macietztaka,ze U [C =1 .
MacierzC, odwrotna do macierzy jest rownie macierz gornotrojktna.

W?zory ogélne:

o :i i=n,...,1
uii

14 , , .
¢ =—— > Yy & i=n..1 j=n..ji+1

uii k=i+1

Przykfad 14
Odwrocie macierz gornotroptna.

123 Gi G G
u=0 4 5 C=| 0 c, c,
0O 0 6 0 0 c;
1 2 3||¢c; ¢, Cg 1 0O
U=l = |0 4 50 c, c,|=/0 1
0 0 6/| 0O 0 cy 00

Postpowanie jest identyczne jak w przypadku macieranpatnojkatne).
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C,A+20+30=1 - ¢,=1

¢, 0+c,[4+5M0=0 - sz:%
CM+Cy,M+c,[6=0 - c,=
c,A+c,@2+3M=1 -~ c,=-
Ca@+Cy,A+C,[5=0 - Cp=——

Q3E|.+023[2+ C33[B=1 - C13=_1_2

Metoda Choleskiego

Jest to metoda odwracania macierzy symetrycznyotlatdio okrélonych. Polega ona na
roztozeniu wygciowej macierzy na czynniki tréjkne: A= L L™ a nasipnie na odwroceniu
kazdego z nich osobno i wympeniu tak,ze: A*=L" L™.

W?zory na rozktad macierz& na czynniki trojlgtne:

1 it .
l; :r(aij _kzl‘lik M) i=j+1..n
1] =

Po uzyskaniu macierzy dolnotrgjkej L i gornotrojlatnej L' odwraca si je korzystajic ze

wzoréw zaprezentowanych w poprzednich podrozdzmtac nasgpnie mnay obydwie
macierze odwrotne, ale w odwrotnej kolejoio

Metody powigzane z rozwizywaniem uktadow rownan

Z definicji macierzy odwrotnej do macier&ywynika nasgpujaca zalenos¢:
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y Gy o 8y 1 G G o G 10 ..0
AD3\'1:| — a21 azz azh C21 sz C’a — o1 .0
a, Qd, ... a,||G Cp - Gn 0 0 .. 1

Powysszy zapis mgna rozbé nan uktadow rowné, z ktérych kady stuzy do obliczenia
kolejnej, k-tej kolumny macierzyA™.

a; a, - & || G by
Qy By - By |G| | by

8y &y e 8] [ G | b

dzie wyrazy wektora prawej stronly; = 0 dla j#k
gazie wyrazy PIAWEISTOMi =11 dia j=k-
W zaleznoéci od metody rozwgzywania tych uktadéw rowmamozna mowe o metodach
eliminacji (np.metoda eliminacji Gaussawtedy rozwizuje s¢ jeden uktad, ale a prawymi
stronami) lub metodach iteracyjnych (mpetoda Jacobieglub metodaGaussa-Seidla

Metoda eliminacji Gaussa
Transformaciji podlegajwyjsciowa macierz nieosobliwa A oraz macierz C, ktGgncatku

1 i=]

obliczen jest macierz jednostkow, tzn.C; :{0 i¢Jj .

(k) — (k ) _ k-1) (k-1)
a’:k) 1) " D’{ , » gdzie:m, = a’(kk &, k=12,..n-1 i=k+ 1..n; j= 1.0
GY=q"-m O B¢

() — (k 1) _ k-1)

4 O o . .

, gdzie:m, = , k=nn-1,..,2 i=k-1,..% j= 1.n

C”(k) _ (k 1) _ m Egk 1) My = a&t -1)

G -
c =—, i,j=1,2,..n

[
ii
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NADOKRE SLONY UKLAD ROWNA N

Jezeli w danym ukiadzie réwmaliniowych Ax=b jest wicej rowna niz niewiadomych
zmiennych, to taki uktad nazywagsnadokrglonym. Jezeli wszystkie roGwnaniaasliniowo
niezalene, to uktad nie ma jednego wspolnego r@zania, tj. punktu, w ktérym wszystkie
proste przecingjsic.

W takim wypadku szuka sitzw. pseudorozwijzania czyli punktu, ktéry nie &y nazadnej
prostej, ale jego odlegtoi od kadej z prostychgminimalne w sensie jakignormy.

Niech A bedzie macierg nxm, gdzien (liczba wierszy) oznacza liczlwéwnai, natomiasin

(liczba kolumn) oznacza licetmiewiadomych. Wuktadzie nadokrdonym: n>m, w uktadzie
niedookrglonym:n<m. Niechb bedzie wektorem wyrazéw wolnych o wymiarae
W pierwszym kroku buduje giwektor £ =(&,,¢,,...,£, )zawierajcy odlegidci prostych od

pseudorozwizania Nastpnie szuka i min|g|. Jeeli zastosujemy norm

sredniokwadratowy. || :\/512 +&2+..+£%, to dalsze pospowanie nazywa si metod
najmniejszych kwadratéwvozna tez stosowa norme maksimum.

Metoda najmniejszych kwadratow

Zapis wskanikowy (korzystny przy obliczeniaclgaznych):

n m

B=> (D a % - h)? - funkcjonat bédu
=1 j=1
g—fk = Zzn:a,.k (Zm: g % — b) =0 - minimalizacja funkcjonatu
i=1 j=1

Nowy uktad réwna liniowych (wymiar: mx m):

Yadagx=>ab k=12,.,n
i=1 j=1 i=1

Zapis macierzowy (korzystny przy implementacji kartggowe)j):

B =(Ax-b)[{Ax-B"
a—B:2AT (Ax-b)=0
0x

A"TAx=A"b

Przykfad 11
Rozwigza¢ nadokrélony uktad réwna.

X+y=2 X+y-2=0
x-y=0 = X—y=0
X=2y=-2 X-2y+2=C
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B(x y)=[e(x Y = (% y-2P+(x ¥+(x2 y2F

z—BZZE{x+ y—2)+ 2[Ax— y)+ 20(x= 2y 2 (
X

3—3:2E(x+ y—2)- 20X y)— 40(x= 2y+ 2 (

X, =0.857143

3x-2y=0

= pseudorozwigzanie.
—-2X+6y=06

~N|lo N|jo

=1.285714

Yo

Mozna te policzy¢ maksymalny kid tego wyniku:B, ., = B(%,, V,) =0.28571¢

Czasami stosuje gitez tzw. wazong meto@ najmniejszych kwadratowAby zwiekszy¢ lub
zmniejszy wpltyw jednego z réwnana wynik kaicowy, mana przypisé kazdemu z rowna
wag (funkcjg Iub liczke) — im wickszgs tym blizej tej prostej bdzie Ilezato
pseudorozwizanie.

Wprowadza si diagonala macierz wagow W =diad w}, i=1,2,..., n zbieragca wagi
przypisane wszystkim rownaniom. Odpowiednie modydjk ostatecznych uktadéw rowna
Sa nastpujace:

n

w zapisie wskanikowym: Zn:aikzm‘lwi g X =z wahb k12..n

i=1 j:l i=1

w zapisie macierzowymA"WAx = A'W b

Przyktad 12
Rozwigzan nadokrélony uktad rowné z przyktadu 11, przypisag kazdemu z réwna wage
bedaca jego numerem kolejnym.

Wagi: w,; =1, W, =2, W;=3
Funkcjonat bddu: B(x, y) =10(x+ y- 2V + 20 x Y+ 3(x 2y 2F

& = 20a0x+ y- 2+ 22 y) T 29 2%

‘3—5 =200+ y—- 2)—- 220X — y)» 413I(x— 2+ 2F |

12x-14y=-8 X, = 0.926829
B..ax = 0.58536¢

= )
—-14x+ 30y = 28 Y, = 1.365854
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WARTO SCI WLASNE | WEKTORY WEASNE MACIERZY

Wartasciami wikasnymi macierz stopnian nazywamy takie wartgi A, 4,,...,A, parametru
A, dla ktorych uktad réwna

AX=AX Q)

ma niezerowe rozwranie.
Wektor x , spetniagcy przy A=A ukiad rowna (1), nazywamywektorem witasnym

macierzyA. Uktad (1) ma niezerowe rozyzanie wtedy, gdy jego wyznacznik jest rowny
zero, tzn.

(A-A1)=0
Po rozwingciu powyzszego wyznacznika otrzymamy rownanie algebraicamgngan :
a,+al+al’+. .+ (-11"=0

zwanerownaniem charakterystycznym maciefzyPierwiastki tego rOwnaniag oczywicie
wartagsciami wkasnymi macierzy

Przykfad 1
Niech
1 0 0 4
0 3 20
A=
1 000
1 1 0 2

Znajdziemy teraz rOwnanie charakterystyczne magiarz

1-4 O 0 4
3-4 2 0
0 -1 0

1 1 0 2-41

|A=A1|=

Rozwijajgc ten wyznacznik wedtug elementéw pierwszego weererzymujemy

3-2 2 0| [0 324
@A 0 -2 0]-41 0 A=

1 0 2-A |1 1
=A-NE-A)A)2-A)-4EB-A)cA )+ 2F A-4Hd - 2)d- Dh+ 1
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Wartcici wiasne macierzh sarowne A, =4, A,=2, A,=1, A,=-1

Aby otrzyma wektory wilasne, naly rozwigzat uktad rowna Ax=Ax, gdzie zamiast
bedziemy podstawiakolejne obliczone wartgi wtasne.
Podstawiaic A =4, oraz oznacza¢ wspoOtrzdne wektora wtasnego przey,Vv,,\,, \,,

otrzymujemy naspujacy ukiad

1 0 0 4v A
0 3 2 0|V, _4 v,
1 0 0 Ojlv A
1 1 0 2y, v,

lub po rozpisaniu

v, +4v, =4y
3v, + 2y, = 4,
v, =4y,

v, +V,+2v, =4y,

skad obliczamyv, =4v,, Vv,=2v, V,=3\.

Oczywiscie wektor wtasny nie jest oldleny jednoznacznie. deli dodatkowo dokorajego
normalizacji, np. zadat, aby jego najwiksza wspoétrgzdna byta réwna jedrici to wtedy
otrzymamy

%=,

3
2

N |-
Q[N

Podobnie otrzymamy pozostate wektory wiasne

11 1
=(1,-1- ~), = (1- 1,1,0, = -,
X, = ( > 4) X = ( ) %= < >

ot

Mozna oczywécie inaczej znormalizowadany wektorx, np. tak, aby jego diugé byta
réwna jednéci, tzn.

= e =

Podana w powsszym przyktadzie metoda znajdywania wéciowtasnych oraz wektoréw
wiasnych jest bardzo pracochtonna, szczegdlniezwpadku macierzy wysokiego stopnia.
Dlatego te rzadko rozwizuje s¢ problem wilasny macierzy na podstawie definiciji.
Szczegolnie kiopotliwe m® by wyznaczenie samych waétd wtasnych, gdy wielomian
wystepujacy w rownaniu charakterystycznym nie ma pierwiagtkdymiernych.

Przykfad 2
Niech
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1 3 -1
A=l1 2 4
-1 2 3

Réwnanie charakterystyczne

1-A 3 -1
(A-Al)= 1 2-4 4
-1 2 341
po rozwinkciu (np. wzgédem pierwszego wiersza) ma p@stastpujgcego wielomianu

A*-6A°-A+27=0

Wielomian ten nie posiada pierwiastkow wymierny@tp tatwo sprawdzi gdyz mogtyby
one wynosi odpowiednio A =1, 3,9, 27ale zadna z tych liczb nie spetnia rownania).

Réwnanie trzeciego stopnia posiada odpowiednie ywpar swoje pierwiastki rzeczywiste,
(jezeli istnieg) — tzw. wzory Cardana ale § one da&¢ ucigzliwe w uwyciu. Dlatego
postwymy sk w tym przypadku metodami numerycznymila okrélenia jednego z
pierwiastkbw, aby pozostale dwa wyznaczyuz w sposob analityczny. Budig z
powyzszego wielomianu schemat iteracyjny tiatody Newtona

F(A)=2°-6A>-1+27
_, _F() - ) _AI-6AZ-A +27
™R T 3 -121 -1
oraz startujc np. zA, =1 otrzymujemy dla czterech kolejnych iteracji

A =31 A,=2676414 A,= 2.7208011,= 2.7211

Ostatni wynik mana uzna juz za satysfakcjonagy gdy: odpowiadajce mu tempo
A=A _
[Ad
Zatem przyjmujemy do dalszych obliczed =4, =2.72115¢. W celu wyznaczenia
pozostatych pierwiastkbw rownania dzielimy wgipwy wielomian przez(A-2.721158

otrzymupc w rezultacie

zbieznaosci

0.00013: jest relatywnie matliczba.

A2=6A°—A+27= (A- 2.721158)}{* - 3.278842- 9.9222:

Réwnanie kwadratowe rozgdaujemy w znany analityczny sposéb wyznagezgpozostate
dwa pierwiastki. Ostatecznie wastd wtasne macierzyA wynosz (w kolejnaci rosmyce))

A =-1.911628, A,= 2.721158,1,= 5.1904
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Dla poréwnania analitycznie policzone wdrdio wiasne wynosz
-1.911629, 2.721159, 5.1904. Zatem powysze wielkdci numeryczne g bardzo

dobrym przyblieniemscistych wynikéw analitycznych.

Dalej postpujemy podobnie jak w przyktadzie 1 w celu wyznagaevektoréw wiasnych.
Dla A, =-1.91162¢ i odpowiadajcego jej wektoray, = (X, ¥;, z) budujemy uktad rowna

1-A4 3 -17[x] [0 2.911628 3 -1 %
1 2-A4 4 |yl|=|0 = 1 3911628 4 |y |=
-1 2 3-Alzl| |o -1 2 4.911628 z,

Do dwaoch pierwszych réwmatrzecie to tasamaé¢ w stosunku do nich) dggzamy warunek
na jednostkow diugas¢ wektora wtasnego.

2.911628 + 3y,—z = (
X +3.911628y, + 4z = |
Xy +z =1

Rozwiazanie tego uktadu daje wspaidne wektorav,
X, =0.723635 y,=- 0.575143z = 0.3815

Analogiczne obliczenia nima przeprowadzi dla pozostatych warfoci wiasnych.
Odpowiadagce im wektory wtasne wynogz

V, =(X%, ¥,y Z) %=-0.878231 y=- 0.458209 z= 0.1369
V, = (%, ¥ )  %=0.423079 y= 0.756967 z= 0.498000

W ogolnaci dla dowolnej macierzy nie okaza sie, iz dana macierz nie posiada wadio
wiasnych rzeczywistych lub posiada wddowtasne wielokrotne. W drugim przypadku nie
istnieje jeden unormowany wektor wiasny, ale cath izbidr leacy na konkretnej
ptaszczynie.

Bardzo czsto wystpujagcymi macierzami w naukach technicznyghnsacierze symetryczne,
np. w mechanice ciata odksztatcalnego takimi maemi § macierz nagren i macierz
odksztatcé dla materiatu izotropowego. Mpa wykazaé nastpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1
Kazda macierz symetryczna dodatnio ckvea posiada wszystkie wastd wilasne
rzeczywiste dodatnie i #0e od siebie.

Przykfad 3
Macierz napgzen dla ptaskiego stanu nagenia opisana jest w kdym punkcie ciata

|3 2
A{& 2}
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Znalez¢ postg macierzy w uktadzie wkasnym oraz jej kierunki ghiav

Uktadamy rownanie charakterystyczne (tu rownmazywanerownaniem wiekowymub
sekularnym

3-1 2
(A-A1) = V2 =0 = A*°-51+4=0
V2. 2-)
Wartasci wiasne wynosz A, =1, A, =4.
Wektory wiasne:
« daA =1

3-1 /2 P}H N 2% +/2y,= 0
V2o 2-1|lw] |0 X +yr =1
stad x, =0.816497, y,= 0.5773E.

. dlaj,=4

3-4 2 |[x] [0 -X, +~/2y,=0
e bl = ek

stad x, =-0.577350, y, = 0.81649.

Dla wektorow wihasnych (tu: wersorow wyznacgajch osie giéwne) macierzy
symetrycznych istnieje warunek ich wzajemnej ort@joaci

x| [x] [0.816497" [- 0.57735 .

A Y, 0.57735 0.81649
co sprowadza sido obliczenia iloczynu skalarnego wektoréw (dlekiwedow prostopadtych
iloczyn skalarny jest rébwny zeru).

W analitycznej i numerycznej analizie problemow swgch macierzy pomocniczey s
nastpujace twierdzenia:

Twierdzenie 2

Jeeli macierz posiada eme wartaci wkasne to istnieje zbidr liniowo niezatgch wektorow
wiasnych, z dokladdoig do stalej, co oznacza istnienie jednoznacznychuki@w tych
wektorow.

Twierdzenie 3(Cayley — Hamiltona)
Macierz symetryczna drugiej WalencjiAé[aj]) spelnia swoje wilasne rownanie

charakterystyczne.
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3 Ap2 A A
A= AAZ+IAA-T AL

gdziel*, 12,12 sq jej niezmiennikami.

Twierdzenie 4
Jeeli g(X) jest wielomianem, a jest wart@cig wtasny macierzyA, to g(A) jest wartacig

wiasrny macierzyg(A).

Przyktad 4
Wartasci wiasne macierzyhA wynosza A ={-2,0,1,3} . Obliczy¢ wartasci wtasne macierzy

B=A-2A%+A-10l

Konsekwengj twierdzenia 4 jest przeniesienie zalesci miedzy macierzamA i B na
zaleznosé miedzy ich wartéciami wikasnymi, czyli:

Ag=A2-212+1,-10
co pozwala bardzo tatwo obliczyvartasci wlkasne macierz

A =(-2P%-2(-2F+ (-2)- 10=- 2¢
A, =0°-2[0°+ 0- 10=- 10

A, =1-2F+1-10=- 10

A, =3F-2[F+3-10= 2

Twierdzenie 5
Transformacja macierzi przez podobigstwo nie zmienia jej warfoi wkasnych.
Jefeli R jest macierz nieosoblig to transformaegj przez podobigstwo nazywamy

przeksztatcenieR*AR. Wartgici wlasne tej nowej macierzy; dakie same jak warti
wiasne macierzy wggiowejA.

Twierdzenie 6
Transformacja ortogonalna macierz& nie zmienia ani jej warkei wilasnych ani jej
ewentualnej symetrii.

Jeteli Q jest macierz nieosoblig i takg, ze Q'Q=1 to transformagj ortogonalna

nazywamy przeksztatcen@ AQ. Wartgici wiasne tej nowej macierzy; sakie same jak
wartasci wkasne macierzy wggiowejA.

Twierdzenie 7 (Gerszgorina
Niech A bedzie macierz kwadratow o wymiarze n i wyrazacky (i,j =1,2,..n . Jegeli

okreslimy dyski u,i=1,2,..n o srodkach odpowiadacym wyrazoma, na przektnej
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gtownej macierzy i promieniacR , gdzie R :Z|qk| to widmo macierzyA (zbiér wartgci
k=1

k#i
wiasnych) mgna oszacowapoprzez wzory:

/1 D </1min ’Amax>

/]min > rnlln(an - R)
/]max < miax(aii + R )

Oszacowania powgze staj si¢ rzeczywistymi wartéciami A i A, dla macierzyscisle
dominupcej na przeitnej gtbwnej.
Macierz nazywamynacierz scisle dominugcg na przektnej gtownej jezeli:

a| >;‘a]‘ L i=1,2,..n.
i

Przykfad 5
Oszacowa widmo wartéci wiasnych korzystafg ztwierdzenia Gerszgorindla macierzy:

-2 1 3
A=-1 4 2
3 -2 3

Wyrazy na przeitnej gtownej:a, = -2, a,,=4, a;,= 3.
Promienie dyskowR =1+3=4, R =|-1+2=3, R= 3|- = E
Oszacowanie warfai wtasnych:

-2-4 -6

A >minl 4-3 |=min 1|=-6, A, >-¢
3-5 -2
-2+4 2

Apax <Max 4+ 3 |= max 1= 8, A, <
3+5 8

czyli A0(-6,8).

W rzeczywistéci macierz A ma jedma wartes¢ wlasrg rzeczywisy réwng:
—-2.980286mieszczaca sie W powyzszym przedziale.

Jednym z zastosowgowyzszego twierdzenia jest jego wykorzystanie do zbaddodatniej
okreslonosci danej macierzy kwadratowAj
Macierz A o wymiarzen nazywamymacierz dodatnio okrélong, jesli jest nieosobliwa

(det(A)# 0) oraz dla dowolnego wektorad " spetniona jest nierowié x' A x> 0.
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Poniewa badanie dodatniej okilenosci macierzy z definicji jest ktopotliwe, stosuje $0
tego r@ne twierdzenia, oprodavierdzenia 1-szeg@kze:

Twierdzenie 8
Jezeli macierz kwadratowd o wyrazach rzeczywistych jgsisle dominugca na przeftnej
gtébwnej i ma dodatnie wyrazy na przékej gidbwnej toA jest dodatnio okrdona.

Czsto réwnie wykorzystuje si do badania dodatniej oktenosci macierzy pajcie
podwyznacznika macierzy: §e znaki podwyznacznikéw macierzy (odedu 1-szegoaz do
rzedu n-tegg tworzg naprzemienny gg lub g takie same to macierz jest dodatnio éknea.

Wedtug twierdzenia 1-szegoaby wykazd, ze macierz jest dodatnio oktena, naley
udowodné, iz jej wartagci wikasne s dodatnie i réane od siebie. Poniewatwierdzenie
Gerszgorinaoszacowuje widmo macierzy, ora go zastosowaw celu zbadania pierwszej
tezy. Natomiast zbadanie, czy wardiowtasne g od siebie réne, wymaga zastosowania tzw.
ciggbw Sturmad nie kedzie rozwaane w tym opracowaniu.

Przykfad 6
Wykorzysta twierdzenie Gerszgorinalo zbadania dodatniej oktenosci nastpujacych
macierzy:

2 11 3 -2
A=l1 2 1 B=-2 3 2
11 2 1 2 3
Dla macierzyA:
[2-2] 0
Ann >minf 2—-2|=min 0/=0, A,,> 0
2-2 0
- - = A0(0,4)
2+2 4
Aoy <Max 2+ 2= m =4, A.,< 4
|2+2 4

Whniosek: macierA moze by dodatnio okréona.

Dla macierzyB:

3-3 0
Ay >min| 3—4|=min -1=-1, A,,>-1
3-4 -1
= A0(-17)
3+3 6
Ay <mMax| 3+ 4= max 1= 7, A, < 7
3+4 7

Whniosek: macierB nie jest dodatnio okéona.
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Metody numeryczne do znajdywania wadia wektoréw wiasnych mina podziek na :
* metody obliczania wszystkich waéth i wektorow wiasnych (npmetoda Jacobiegp
* metody obliczania wartgi wkasnych i odpowiadagych im wektoréw witasnych w z
gory okra&lonych pasmach widma wastm wiasnych,
 metody obliczania pojedynczej wasto wiasnej i odpowiadagego jej wektora
wilasnego.

W opracowaniu zostarprzedstawione jedynie metody z ostatniej grupyeR84a¢ z nich to
metody iteracyjne.

Metoda potegowa

Jedry z najprostszych metod jednoczesnego obliczanidosearwtasnych oraz wektorow
wiasnych macierzy jest nasfpujaca metoda iteracyjna.

Przypécémy, ze wartdci witasne A, A,,...,A, sa rzeczywiste i spetnigj nierbwndaci
|A>|2,|>...>|A,|. Wybiera st dowolny wektor y,, a nasfpnie za pomag wzoru
iteracyjnegoy.,, = Ay, buduje s} ciag wektorow vy, y,,... Okazuje sj, ze dla dostatecznie
duzych n, wektor vy, jest bliski wektorowi wiasnemu macierzi, odpowiadacemu

najwigckszej, co do modutu waroi wtasnej. Warté& wiasryg otrzymamy dziejc dowolry
wspotrzdm wektoray,,, przez § samy wspotrzdm wektoray, .

Przyktad 7

Niech macier bedzie postaci:
2 -1 0 O

-1 2 -1 0

1o -1 2 -1
0O 0 -1 2

Przyjmijmy wektor pocatkowy vy, =(1,-1,1-1). Kolejne iteracje daj nastpujacy ciag
wektorow:

2 -1 0 0][1 3 2 -1 0 OF 3 1

-1 2 -1 0[|-1 |-4 -1 2 -1 0/- - 15 .
%o -1 2 1|71l 4 2719 -1 2 - 47 1 td.

0 0 -1 2||-1 |-3 0 0-1 2/|- -1

Y, =(35,-55,55- 35) y, = (125; 200,200, 125), = (450, 72%,F405)
Ys = (1625~ 2625,2625; 1625)y, = (5875, 9500,9500, 5875)

Y; = (21250, 34375,34375, 21250)

Stosunki odpowiednich wspotidnych wektorowy, i y, sa rowne:
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5875 _ 361702, = 9990_ 361840 P00 361945 = 9872 54

21250 - 34375 34375 — 21250

Widzimy, ze wszystkie cztery liczbyasdas¢ bliskie sobie, gid wnioskujemyze kada z nich
jest bliska najwgkszej, co do modutu wartoi wkasnej macierz.
Bardziej doktada wartas¢ wtasrg otrzymamy, jeeli podzielimy skalarny kwadrat wektora

Y, przez iloczyn skalarny, Oy, . Otrzymamy wowczas
_ Ye Uy _ 212500121256  3437%)~( 34375) 34375 34375 ( 29)2p€21250)_

L AR 587521256 { 950Q)+ 3437%) 9500 34375 ( 5875) ( 21250)
=3.61804
Odpowiedni wektor wiasny jest rowny, =(0.61818- 1,1 0.6181. Wektor x jest tak
znormalizowany,ze jego najwksza wspotrgzdna jest réwna jeddoi. Gdyby przyac
kryterium jednostkowej diugoi wektora wtasnego, to wynositby on wtedy:
x =(0.37118;- 0.60146,0.60146, 0.371.

Dokfadna warté& najwigkszej, co do modutu wardoi wiasnej jest rownal, = 3.61803<

Metoda Rayleigha

Jest to najpopularniejsza metoddrdd metod iteracyjnych znajdywania waib wtasnej
macierzyA o wymiarzen, najwikszej, co do modutu. Wywodzigsona z omawianej wgj

metody patgowej wykorzystuje m.in. wiasrigi twierdzenia §oraz wyraenie postaci:
T

X AX
AX=AX A= , Zwane w literaturzeéorazem Rayleigha
X" X

Algorytm metody wygida naspujaco:

Poszukiwana jest waé wlasnaA najwicksza, co do modutu oraz odpowiagtaj jej wektor
wiasnyx (lub unormowany): Ax=AX

Przyjmujemy na starcie wektog,. Przypisujemyx,_, = %,, gdziek oznaczk-tg iteracg.

* Normalizujemy wektorx, (dzielimy go przez jego diugo):
=& - X%
I %%,
» Obliczamy kolejne przyhtenie wektora wiasnegg,,, = ALY, .

* Obliczamyiloraz Rayleigha
T
A= vaA V,
Vk Vk
liczba — kolejnym przyblieniem wartéci wtasnejA,.
» Obliczamy poziom kidéw (pocawszy od drugiej iteracji — dlia = 1):

=V, X, (jest to po prostu iloczyn skalarny dwdch wektorbydacy

A=A : . . .
g, = Zer 2 norma b¢du przy obliczaniu wartwi wiasnej

k+1

&6 =|Vies = Vi - norma bidu przy obliczaniu wektora wtasnego.
» Sprawdzamy kryterium przerwania iteracji:
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A

&.,.<B, &,,<B,,0dzieB, B, - zadane poziomy dokfadém obydwu wielkdci.
Jezeli powyzsze kryterium jest spetnione td; = A,,,, V,=V,,,

Przykfad 8
Dana jest macierz:

>

]
B RN
BN R
N PR

Znalez¢ jej wartg¢ wiasrg najwieksz, co do modutu i odpowiadgly jej wektor wiasny
korzystajc zmetody Rayleigha.

Wartdsci wiasne macierzy wynogzA, =4, A,=A,=1
Przyjmujemy wektor startowy, = (1,0,0)

Pierwsza iteracjk =0 :

[%]=1 = v%=2=(0,0)

1
2 1 1|1 2
x=Ay,=1 2 1/00|=|1
11 2{|0 1
2

A=vx=[1 0 0 1/=2
1
Druga iteracjak =1:
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%] =2.499490 = v =— 0= (0.816497,0.408248,0.408248
2.499490

2 1 1][0.816497 [ 2.449490
x,=Av =1 2 1|00.408248=| 2.041241
1 1 2||0.408248 | 2.041241

2.44949
A, =V] x,=[0.816497,0.408248,0.40848 2.04124 3.666667
2.04124
|%,]=3.785939 = v,=——2 = (0.649997 0.539164 0.5391
3.785939
o :VZA—/L% _|3.666667 1|z=0' 454545,
2

0.649997 [ 0.81649
&, =|v,-v/|=]| 0.539164 ~| 0.40824f= 0.25101
0.539164 | 0.40824

Trzecia iteracjek = 2:
2 1 1{| 0.64999 2.372321

x,=Av,=[1 2 1|0]0.539164=| 2.264488
1 1 2]|0.539164 | 2.264448
2.37232
Ay =V, X, =[0.649997,0.539164,0.5391)64 2.264488 3.9
2.26448
|%|=3.985439 = v,=——2 _= (0595247 0.568190 0.5681
3.985439
p _|A=A,| _|3.976744 3.666667 0.07797
A 3.666667 |

0.595247 [ 0.64999
g =|v,-v,| = |/ 0.568190 -| 0.53916= 0.0660
0.568190 | 0.53916

Jw po trzech iteracjach widoczne jest, na jakim pou stabilizug sic wyniki. Wartas¢
wiasr z precyzy do széciu miejsc otrzymano pé =7 iteracjach:

A=A =40, & =0.000001

v=V, =(0.577421,0.577315,0.577315); =  0.000
Zaobserwowamazna szybsz zbieznos¢ samej wartéci wkasnej nk wektora wiasnego.
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Zaréwno w przypadkmetody patgowejjak i metody Rayleighpozostate warkei i wektory
wilasne mana znale¢ stosugc rdazne modyfikacje tych metod jak npneto@ iteracii
odwrotnejzbiezng do wartdci wiasnej najbliszej zeru czyprzesungcie widma macierzy
zadam warta¢. Stosuje si tez zabiegi majce na celu prZpieszenie zbimosci metod
iteracyjnych.

UKLADY ROWNA N ZLE UWARUNKOWANYCH

Przy rozwizywaniu uktadéw rownaliniowych postaciAx =b mozna mi€ do czynienia z
przypadkiem, gdy
* det(A)=0 - osobliwg¢ macierzy wspotczynnikbw powoduje brak rozman przy
dowolnym niezerowym wektorze wyrazow wolnybhlub tazsama¢ dla zerowego
wektorab,
« det(A)#0 - zapewnia istnienie jednoznacznego rezania postack = A b
o det(A)=0 - ukiad Zle uwarunkowany W takiej sytuacji bardzo mate zmiany w

wyrazach macierzy wspotczynnikOw mpgspowodowéa ogromne zmiany w
rozwiagzaniu.

W celu zbadania stopnia uwarunkowania uktadu rdwmdblicza s¢ tzw. wskanik
uwarunkowani&k — liczbe o takiej wkasnéci, ze

* k=1 - idealne uwarunkowanie,

* k= -uktad osobliwy.

Sposoby obliczanievskanika uwarunkowani& dla macierzy wspétczynnik Ow:

© kslAga] 1A= 3

. kA:

max

A

min

Postugugc sk ostatnim wzorem mima obliczé wartdsci wikasne analitycznie (wtedy wzoér
ma stuszn& gt. dla macierzy symetrycznych) lub numeryczniep.(rz twierdzenia
Gerszgorinadla macierzycisle dominugcych na przeinej gtéwnej)

Przykfad 9

1
Wykaza, ktéra z macierzyH = 3| oraz J ={
1

1

} jest lepiej uwarunkowana.

Wynik uzasadr liczbowo.

W zadaniu naley obliczy¢ osobno wskaniki uwarunkowania dla kalej z macierzy i
sprawdzé, ktéry z nich jest bliszy jedndci. Postiymy si przy obliczaniu wskanika
Kryterium normowym.

Macierze H™ oraz J* mazna oblicz¢ analitycznie (zewzoru Gaussp lub stosujc
odpowiedni algorytm numeryczngliminacja Gaussarozktad na czynniki trégtne, metody
iteracyjne). Poniewawymiary macierzy g mate, ich odwrotnéi obliczono analitycznie.
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det(H )= —% ~ H* =—g

detg)=-1 = J'1=—[_3 4}

Odpowiednie normygredniokwadratowe wynogz

[1 28_2 a3, 1 3[28
||H||= 1+§+1+1:\/%:_3\/_7, HH 1H:_2 1+_9+ H 1:_2 _9:\/_,
|9 =vi+16+1+ 9=\ 27= 3, [37|=V 9 16 & £ B 3

za8 wskaniki uwarunkowania :
a2 _14 .
ke =[H[ dH -gx/m/?-3 ~ 4.66666

k, =[9]dla| =3v3B/3= 27

Poniewa |k, -1 <|k, =1 to lepiej uwarunkowana jest macietz

Kryterium zwizanego zecistym wyznaczeniem warfoi wiasnych nie mazna zastosowa
gdyz macierz] nie posiada rzeczywistych rozen problemu wlasnego. Oszacowanie widm
macierzy z twierdzenia Gerszgorina daje w rezwtaci

* dla macierzyH:

1 1
-1 | = 4 -11 | =

Avnin =min -[3)=—-=, A =max + 3])= 2
1 1 3 1 1

» dla macierzyd:

=[21=3=06
-5 5

Oszacowanie okazatoediatszywe (macierze nigscisle dominugce na przeitnej gtéwnej).

3

J

Przyktad 10
Zbad& uwarunkowanie macierzy

2 1
A=
Macierz spetnia wymagania kryteria do stosowaniarwopartego na waroiach wtasnych.
Roéwnanie charakterystyczne wynogf: — 41 + 3 a wartdci whasne: A, =3, A, =1
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max

Wskaznik uwarunkowaniak, = =3.

Na podstawie wskaika mana ustak, z jalkg precyzj naley poda elementy macierzya
aby uzyské zadary doktadnd¢ rozwigzania. Stay do tego wzor :

q= p-log(k),

gdzie :q - liczba cyfr znacgcych elementdéw macierzg,— doktadné¢ rozwigzania.

Np. dlap = 6 mamyp = g+log(k) = 6+ log(3)= 6.47%= ‘miejsc znacgcych wspoétczynnikdw
macierzyA.

Uwarunkowanie macierzy mna poprawt stosujc wiekszg precyzg obliczer lub tzw.
metody regularyzacji
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