MATEMATYKA STOSOWANA | METODY NUMERYCZNE
Wybrane z wyktadow

1. MACIERZE , WEKTORY

Macierz symetryczna
A=AT
AT+ A, ATA —macierze symetryczne
Macierz antysymetryczna
A=-AT
A - AT —macierz antysymetryczna
A = 1/2 (A+A") + 1/2(A-AT) — symetryczna i antysymetrycznacézi macierzy

Macierz ortogonalna
ATA=AAT=1 czyli AT=A?
Przyktadem macierzy ortogonalnej jest macierz abrot
cos@) sin@)
- {—sin(@) cos@ )}

lloczyn skalarny dwoch wektorow

a-b=|al[ o] cos ¢) a-b =a b+a bp+asbs
a-b=b-a

Wektory ortogonalnea - b =0

Réwnowane oznaczenia iloczynu skalarnegn: b=(.,.) =@, b)

lloczyn wektorowy
axb= [lal [lb]l sin @)

v g k|

a X 1) — ay s a3 ,

hi j)‘} ]7:5
axb=-(bxa)

Wektory rownolegtea x b = 0

Obrot wektora

Zmiana wspotrgdnych wektora przy obrocie bazy

-1‘,1 qi1 112 [_,.1}
) P21 G2 12

lub X’ = Qx , gdzieQ — macierz obrotuQ" =Q?*



Normy wektora

1
.
X[, = {;MZT p=2  norma Euklidesa
[X]l, = max|x| p=oco norma maksimum

Normy macierzy

N . 1 N . ] )
|||, = mjax;‘aﬂ‘ pierwsza, lu|A|, = ijax;‘aij‘ srednia wartéé
N N ) % ) 1 &N ) 2 .
|Al|.= {zza’]} Euklidesa, lub|A| ,= {WZZQI} srednia wartéé

i=1 j=1 i=1 j=1
N _ 1 N ’ . ’
IA|, = miaxZ‘qj‘ nieskaczona, lub A, :NmiaxZ‘agj‘ srednia wartéé
=1 j=1
A, = maxia,|
Przyktad:
1 2 3
A=l4 5 6| -
7 8 9

1

IAl| = {%(12+22+ P+ £+ 5+ 6+ P+ &+ 9?)}2 = 562731

1+2+3 6
A= Smax| 4+ 5+ 6 = < max 15 =
7+8+9 24

2. PODSTAWY RACHUNKU TENSOROWEGO | ANALIZY POL

2.1. Pole skalarne i wektorowe

Polem skalarnym nazywamy funkgcj ktéra kademu punktowi pewnego obszaru
przyporzdkowuje pewien skalar, natomiast w polu wektorowymektor.

Gradientem pola skalarnegb(x, y ,z ) jest wektor oznaczany symbolem grad
gradf =(@f/ox, ofldy, df/oz)

gradf =0f

operator Laplace’a: 0%f = Af



Dywergencja pola wektorowego

Polem dywergenciji lub dywergencpola wektorowegd nazywamy pole skalarne:
div F = (0F1/0x1 ) + OF2/0x2 ) + (OF3/0X3)

div F =0 - F —iloczyn skalarny

Rotacja pola wektorowego.
Rotacp pola wektorowegd- ( rézniczkowalnego) oznaczarrot F ( curl F) nazywamy pole
pseudowektorowe:

i ] k
rotF=0xF=|0/dx, 0/0x, 0/0%

Fl I:2 F3
ow = 1/2 rotv — prdkos¢ katowa punktu ciata sztywnego jest rdwna potowie gpta
predkaosci liniowej

divrotF=0
curl gradf = 0

grad: skalar-> wektor (wektor-> tensor)
div:  wektor—> skalar (tenso> wektor)
curl:  wektor-> wektor

Ou =du/dx wektor przemieszcze czs¢ symetryczna — tensor odksztatcenia (wekser

tensor)
div 6 = (oj,;) wektor rowna rownowagi (tensot> wektor)

2.2. Podstawy rachunku tensorowego

Tensor rzdu O: 3 _ skalar

Tensor rzdu 1: 3 — wektor (rzut na kierunek),

Tensor rzdu 2: 3 — macierz (dowolnemu kierunkowi przypadkowuje wektor)
Tensor 2 rgdu — odwzorowanie liniowe wektora w wektor.
Tavi+Bwv)=at(v)+pt(v2)) o, pzR v, Vo zV

Przyktad:

Rzutowanie wektora nas

Odwzorowanie T(V)=p

Reprezentacja macierzowav =T p T —tensor

o N
I O G 2 S Py 0 01l

Kolumny — wspotrzdne wektora na ptaszczyznach uktadu

Zmiana tensora przy obrocie bazy (zmiana uktadwWwaginych)
T = QTQ' Q — macierz obrotu



Trzy niezmienniki tensora 2¢du T
ly=trT =T+ Too+Taz =T+ Tyy + Tz,

l,=1/2(tr T3 —tr (T)?) =

= detT

to tzz?_] t11 f13ihitn tio |
3|k

| 32 f33 | | 31 33 21 o2 |

3. OBLICZANIE WARTO SCI | WEKTOROW WEASNYCH MACIERZY
Definicja
AX =X A  macierznxn, xOR" - AX||x

~ det(A-A1)=0 - réwnanie charakterystyczne
gdzied, ..., A, — wartgci wiasne, x,, ...,X, — wektory wtasne (np. kierunki gtbwne tensora
napezenia)

Zbior wartgci wikasnych oznaczamsgp(A) i nazywamy widmengspektrum) macierzy
A, aliczle max4; | — jej promieniem spektralnym.

- wartasci | wektory wkasne macierasymetryczneg sg rzeczywiste;

wartasci i wektory wtasne maciergymetryczngj i dodatnio okreslong sz dodatnie
- A ,...[A = detp); A+, +A =tr(A)
SHAT) =sp(A),
sS* AS) =spA), B=S'AS podobiéstwo macierzyA i B
jesli sp(A) ={A, ..., 4.}, to:
~ spAY ={1/A,...,1/A}
~ spAY ={AS ..., A}
~ spA-dl)={A-d,..., A -d}

3.1. Twierdzenie Gerszgorina

SHA) L Ball(ai, R), lub

n
M > rniin(aii - F\))’ Max < miax( g+ R)' Ri = Z|aik|
i
Przyktad:
-2 1 3 a3 =2 R, = 1 + 3 = 4
A=|-1 4 2 Ay =4 R, = [-] + 2 =3
3 -2 3 as3 =3 R; = 3 + |-2 =5



-2 - 4 -2 + 4
A, >ming 4 - 3 = -6 Ax<maxs 4 + 3 = ¢
3 - 5 3 + 5

lloraz Rayleigha

AX = AX = N=

Ain SAS A dla dowolnegox 2

3.2. Metoda potegowa  (dominujca wartéé wiasna — mafd .. A /)

— _ _ak
X = AX, =...=AX,
Algorytm
0. Przyjmujemy X0
v =2k
1. Normalizacja k™~ . 1
(kakﬁ
2. Krok metody paigowe;j Xy+1 = AV
:
: v, Av
3. lloraz Rayleigha Ay =5~ = VAV, =V X,
Vkvk
A=A
4, Estymacja kidu Eer =K, lub &, =V, — VY
k+1
. . ?
5. Przerwanie oblicze £,.,<0.0000: jli TAK — krok 1, jesli NIE — krok 6
6. Wyniki Aax A i Xiax = Xisr

Metoda odwrotna — znajduje najmniejsz co do modutu wartgé¢ wiasm

AX =AX - A7Ax =AA Tk - A% :)\_X , gdzieA nieosobliwa macierz

3.3. Przesungcie widma

Jeli Ax=Ax i d - dowolny skalar, to (A-d )x =(A-d)x, czyli wartdci whasne
przesungtej macierzy bda przesungtymi wartasciami macierzyA
Metoda poigowa jest zbiena zawsze do warol wiasnej najbardziej odlegtej od

przesungcia.
Metoda odwrotna jest zbira zawsze do wardol wiasnej najbliszej przesugciu.



4. ROZWI AZYWANIE UKEADOW ROWNA N LINIOWYCH

Metody stizace do rozwgzania uktadu rownaAX = B mozna podziek na:
metody dokitadne (bezpérednie)

Gauss- JordafidetA # 0
Cholesk)(AT =A, x'Ax > 0) (Choleskiego-Banachiewicza)

metody iteracyjne (przyblizone)
Jacobi
Gauss-Seidel
specjalne
frontal solution
gradientéw spgzonych

4.1. Metoda eliminacji Gaussa
(D eliminacja wprzéd (doprowadzanie do macierzy gorno-trgijkej)
(II) podstawianie wsteciznajdowanie kolejnych niewiadomyah

Przyktad
6 2 2 4]|x 1
102 2 -3||x| |1
01 1 4l|x[ | 2
1 0 2 3]|x 1
[A] - [Ix]
()
6 2 2 4 1 6 2 2 4 1
-1 2 2 -3 -1 0" % % - -% -
0 11 4 2 0o 1 1 4 2
1 02 31 0 -% % % %
6 2 2 4 1 6 2 2 4.1
0 % K % - . 0 % K % -7
O Q 0O 5 3%4 zamiana 0 0 2 2 A
00 2 2 % wierszy3 i 4 00 0 5 3
(1)
x4 =33/70; —  X3=-4/35; — X2 =8/35; — x; =-13/70.
Ogodlny algorytm j
AX = b o Ze\jwb, i=1,2,...1 a, a, ay,
= A By an
AE L[ =
. nxn I:ajl} D D D
gdzie
0 O .a O
[8u &2 Gy




Krok wprzod

) =g -m 4
B = D — . feD

Il Krok wstecz

el

j=i+1

i=n-1,...

k=1,2,..,n-1; j=k+1,..,n; i=k+1,..,n

, 2,1

Obliczanie macierzy odwrotnyéh= A™

Stosujc eliminacje Gaussa do uktadu

AX =1 - poszczegolne kolumny(macierz jednostkowaajg poszczegolne kolumny

4.2. Metody iteracyjne.

Metoda jest zbiena gdy macier? jest dodatnio okridona (warunek wystarczggy) tj. gdyA

jest diagonalnie domingga

Algorytmy

Metoda Jacobi’ego

Metoda Gaussa — Seidela

(n-1) Q) (n-1)
(n) _ (n) —
— Z% +b ~ Zfﬂ - ax +b
& ja+1
J¢|
Lj=1,2,...,n
Przykfad
Jacobi Gauss-Seidel
MacierzA = Wektor prawej strony =
8 1 2 3 28
1 6 1 -1 12
2 1 18 2 66
3 -1 2 40 167

wektor startowyx = 1 1 1 1

numer iteracji = 1

x= 27500 1.8333 3.3889 4.0750
btad bezwzgtdny i wzgkdny = 4.3496
0.6964

numer iteracji = 2

x= 0.8955 1.6560 2.8065 3.8451
btad bezwzgtdny i wzgkdny = 1.9654
0.3839

numer iteracji = 3
x= 1.1495 2.0239 3.0479 4.0089

wektor startowyx= 1 1 1 1

numer iteracji = 1

Xx= 27500 1.5417 3.1644 3.8491
btad bezwzgtdny i wzgkdny = 4.0196
0.6817

numer iteracji =

x= 1.0728 1.9353 3.0123 3.9923
btad bezwzgtdny i wzgkdny = 1.7354
0.3173

numer iteracji = 3
x= 1.0079 1.9954 3.0002 3.9993




btad bezwzgtdny i wzgkdny = 0.5338

0.0962

numer iteracji = 4

x= 0.9817 19686 29811 3.9870
btad bezwzgtdny i wzgkdny = 0.1901
0.0349

numer iteracji = 5

x= 1.0135 2.0040 3.0052 4.0015
btad bezwzgtdny i wzgkdny = 0.0554
0.0101

numer iteracji = 9
btad bezwzgtdny i wzgkdny =
0.5944 * 1.0e-03 0.1085* 1.0e-03

btad bezwzgtdny i wzgkdny = 0.0895

0.0163

numer iteracji = 4

x= 1.0008 1.9997 3.0000 3.9999
btad bezwzgtdny i wzgkdny = 0.0084
0.0015

numer iteracji = 5

x= 1.0001 2.0000 3.0000 4.0000
btad bezwzgtdny i wzgkdny =

0.7827 * 1.0e-03 0.1429* 1.0e-03

4.3. Nadokr&lony ukfad réwnan

Ax=b - B=(Ax-b)(Ax-b)

nxm nmxl nx1

1704

98 _ aat(Ax-b) =0 -

Residuum -> min

A = A'A =
nxm m x1 nx1 mxm mx1  mx1
Przykifad:
1 1 2
A=|1 -1 b=| 0 X = }
1 -2 -2
1 1 1 1 3 -2 1 1 1 0
ATA = 1 -1|= , 'h = =
1 -1 - 1 -2 6 1 -1 -2 6




5. RozwI AZYWANIE ROWNA K | UKLADOW ROWNA N NIELINIOWYCH

5.1. Roéwnania nieliniowe
Metoda iteracji prostej

Twierdzenie zbignosci
[F()-f0e) s L(x-%) gcr<r * % 0O [al;

Metoda Newtona

_ f(x%) .
= XA T X =lim
T ) e
Metoda siecznych
X =X~ f )f<n_l : ?n—z
n-1 n-2
Regula falsi
f
Xo-2s fro - X% o X=X f nllf (Xn»l_ Xo) f(x) f(x)<0
n-1 0
Bisekcji
f(%) f(x) <0 %= (Xot X1)/2

5.2. Uktady rownan nieliniowych
Metoda Newtona — Raphsona

o oK
J J
Xy = Xpa ™ P ) 3=| 7% Y | - Jakobian
Jna oF, 9%
ox Jdy
Uktad rowna szybciej s oblicza bez odwracania macierzy
X, =Xy tAX 4, JAX, ., =-F_, X =limx,
f (x)=y*-2x 2 2
Przyktad: 1( ) Y - J :{ y} — Jakobian
fz(x):x2+y2-8 2x 2y

6. BLAD I STABILNO SC OBLICZE N

Etapy modelowania zgzane z kdami

« Obiekt rzeczywisty

« Model matematyczny
« Model numeryczny

« Obliczenia



Klasyfikacja bédow

Rozwigzywany problem Fx=b
[IX]] - norma;
1. Blad bezwzgtdny (absolutny)

£=|X - X X — wartag¢ doktadna, X- wartas¢ przyblizona
2. Bfad wzgkdny

X — X

X

0=

Zbieznos¢ 4= 22X mg, =0

n X n-oo

3. Bfad residualny (residuum)
R =F(X)—=b]; lub wzgtdnyR = |F(X) —b]|/ |b}

* Dobrze izle sformutowane zadanie

« Uwarunkowanie, wskanik uwarunkowania condF =

max ‘

min

« Stabilng¢ i brak stabilnéci

7. INTERPOLACJA | APROKSYMACJA

non
, unique

£(x,)=0 dla i=12....n main||£|| - a
Interpolacja Aproksymacja

FO)=9(x) = agy(Y+ag(R+...+ ag,(¥=a¢= R(x)

gdzie:
a= {al...ag} - niewiadome wspotczynniki aproksymacii
¢ ={¢.(x)...0,(x)} - funkcje bazowe
X = {x‘l) .. x(m)} - vezly aproksymac;ji

E(x) = f(X)—P,(x) - blad aproksymacji



7.1.
R.(x)=f,

Interpolacja
i=12,..n

Dla bazy jednomianowej (7, x, x7, ..., x1)
a,
f(x)=P_(x)=[@(x)...0(x)] =a,+a,x, +
e 4, |
?1 1 x A
:3 I X
S
v vl X \
"F=dba = a=d'F

&P — macierz Vandermonde’a
detd = 0

Interpolacja Lagrange’a

f( )=PR,(x ), i=0,1,...,

R(9= Y. L0

Lj(n) — bazowe wielomiany Lagrange’a

L(_n)(x): (X-XO)(X-)Q_) (X 1)(X ?S»l I_J

| (% %) (% =) (6 -x) (¢ -): X X
j#i

1 if j=i , j=0,1,..,n

L(_n) —

() {o it j#i ,i=0,1,..n

Dla n =2 wielomiany Lagrange’a
X-¥ 3
% -3




7.2. Interpolacja Hermite’a

INCESWITCIOWLIE

h (0= 1" ([1-2(x= %) K7 (0]  9,00=(x= %) (3

8) f@=F =0 re=1 f(f):oz 1M f=N
Nw=[f-§] [E+2?j

A1
b) f(O=1L f)=0. f(0)=/()=0 Al £=N,,
2 0 1

Nm=x(j—§]

o f(0=f1=0. f(0)=0. f()=1 Acﬂ]]]} Tl
NN=E§J [3-2?] 0 l .

d (=0 f(H=L fO)=7Ff1)=0 2 ViF=N
) f(0) £ HOENIO) !|r f =Ny
¥

2
ij=(x—y[§] 15

7.3. Najlepsza aproksymacja

f(x)=PR(x)=a'¢ e=f-F,
Poszukiwanegwspotczynnikia dla ktérych min||e]| = min||f - B)|
Przyktad

Znalez¢ najlepsz liniowa aproksymagj dla funkcji danej w postaci zbioru punktow: {(2, 0
(2,2),(38,1), (4, 3)}

1 sposéb

Nadokr&lony uktad rowna Ax=f
11

: 1 2

macierzA = 13 wektorf= [0 2 1 3]
14
4 10

ATA = Af = [6 19
110 30

Rozwigzujemy ukfad rowna 2x2

(ATA ) C =ATf C =[-0.5, 0.8] - wspétczynniki aproksymacii
Rozwigzanie P(x)=-0.5+ 0.8



2 sposo6b

P(X) =g+ ax
= el = 2(f-P6O) =(0-3 -3 F +(2-8,-2a F +(1-3-33 F +(3-3,-4a,
%0-2[1(0% 8,)-(2-a-28 )-3(1-3 -33 )-3 B -3 4a]) =0

5 =210 -2)-22:3,23)-A1-3 -33)4(3-3 4a) =0 = 3= 05 &= O

RozwigzanieP(x)=-0.5 + 0.8



