MATEMATYKA STOSOWANA | METODY NUMERYCZNE
Wybrane z wyktadow — &7 2

1. CALKOWANIE NUMERYCZNE

Metody catkowania numerycznego:
—wzory Newtona—Cotesa
Xe1 =% =X =X 1 = h = const
bazup na interpolacji wielomianowe;j
—kwadratura Gaussa
optymalnie dobrang (najlepsza dokladrié)
bazuje na wielomianach ortogonalnych
catki osobliwe

Skiadanie wzoréw

.
»
3

) 2
b n-1
wzor prostoktow f f(x)dx= hz f

wzOr trapezéw Tf(X)dX=f{ £+ f) +nz f}

f,=fa),  f =f(b)

b n-1 n-1
wzor Simpsona ff(x)dng{ £+ £, +2> f,+4> fm}
i=1 i=0

a
fo =1(a), f,, = f(b), h=X%,,—X
+  We wzorze Simpson’a liczba wezlow » powinna by¢ nieparzysta

J.f(.\')dx = i—;(fo +4 £+ 1) wzor 1/3

» Jezeli ten warunek nie jest spelniony, dla pierwszych lub ostatnich 4-ch
wezlow stosowany jest wzor Simpson’a tzw. 3/8

j.f(\)‘]‘ fo+3jl+sf—-/) wzor 3/8

oraz klasyczny wzor 1/3 dla pozostalych przedzialow



Kwadratury Gaussa
1 n
[FO0dx =" wf(x)
-1 i=1

W kwadraturach Gaussacmty xj oraz wagiwj 3 dobierany w taki sposoéb, by doktadnie
obliczy¢ catke funkcji stopnia B-1 lub nizszego

b
| = j F(2)dz
Przegcie pomedzy przedzialemd, b] a przedziatem [-1, 1] (zmiana zmiennych catkoiagn
_2z-a-b _b-a atb
= o z=—— X +
b-a 2 2
b n
[F@dz= b-a > w
) 2 4
Dwupunktowa kwadratura X, , = T w,=1
Trzypunktowa kwadratura X, ,,= \[ \/7 W, , 5= —g —S—S

Przykfad:
Obliczy¢ calke stosujac dwupunktowa i trzypunktowa kwadrature Gaussa:

I= ljwﬁTw—

0

(1+2)"

5] | I

Przejécie pomigdzy przedzialami

- 1
1030 50 e L f(x)=I357005
~1

~ l n
I =Izu;,/1.35+0_25‘\-, n=23

=0

+  Wzér dwupunktowy (7 = 2):

I= %\/1.25 —025-1/3 + é\/lji +0.25-1//3 =0.55808

I—1 _|0.5580782-0.5580814
I | 0.5580782

’ =5.734x10° = 0.0006%

«  Wzor trzypunktowy i = 3):

\/mw 0.25 /*w——\/ﬂw ’/S+é~%\/l.25—-().25~0:(),558078

ﬁ

-]—]—s 14x1078
I

Y :‘(f)5580782-0.5580782 -
I 0.5580782




2. ROZNICZKOWANIE NUMERYCZNE

Pierwsza pochodna:

—e—o —0o —
Xi1 X; Xit1
! fi+1 —
fi = —wWzOor Centramy gwiazda réznicowa
2h
-1 1
S T 4 by X
f'=——= —wzor wstecz i1 "
h
f f 4]—10—
f'= % — wzér wprzéd X; X1
Druga pochodna
fre f—2f +f,,

I h2
Wyprowadzenie z rozwincia w szereqg Taylora:

h? . h
= f()g+1) = f(x + h) = f+ hf'+_ f"+_ fm .

Pierwsza pochodna
2 3

fia= i+ S g

o , W,
fia=1f—nf, +7f,- —gf,- Fo

2
"h’

=2h " . .
=AM , o

blad

Zn
Druga pochodna
h? h’
fra=f +hf +—f+—f.’”
+ I
Jfia=fi—hf+ —.f,-”—?f?’”‘h

fi—l

f; 1‘§‘ fzfi f +]l f -§—()(]; ) — fi":



Wyprowadzenie z interpolacji Lagranga:

o (x-x)(x-x) o+ (x-x,)(x-x) £+ (x-x,)(x-%) 7

(3 - x) (3 -y (% -3 ) (3% - ;) (3 -x) (3, - %)
A
X, —x, =h, x,—x,=—h o
lrem)leen) , (ren (o) | (e )(5en)
f: 02;?2 1 f_1+ ihz : ‘f0+ ;hZ ° ﬂ T E :.
X4 I,\’O x;
f'—é;;lz(\-\ﬁxxo)gg(x-xl+1\_l)+ flj(\-\0+\7\ )
L:&:‘::‘\_\ X=X,

Metoda wspobiczynnikdw nieoznaczonych

Przykfad
Dla danej gwiazdy wyprowadzi¢ operator roznicowy w postaci
7 ~ 14 2h h
fx)=af  +pfr+rf, o
L, i1 X X+
Znalez¢
a. B.y  przy Xa=x+h x_=x-2h

* Rozwijamy w szereg Taylora

4

fu=f(x-2n) = j:—zi;f,kiiﬁf, —§i73f_,m+--~ |
\ ; P 3 s

<1

fi = = f, |8
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fohf = e |y
) 2 6

f a+p+y
[’ —2ha+hy = ) s ,
> Of +1f +0f +...= fla+B+y)+ [ (=2ho+hy) +
»| 2R a+—y i =R
f 2 PP ; ”m l 3 o _
4 e +fh Qo+ 12y)+ f, =l (-8a+y)+ -
3. 6

i —ha+ e Y
« d )




=0 =1

0f +1£ +0f +...= f(a+B+y)+ [ (=2ha+hy) +

=0 =R

” " 7 . ’”l W "
+f, h(2a+1/2y)+f, ?h"(-Saer_)Jr...
8]

| yol

(a+p+y =0 2]7 __

{—2110(+h;/z1 s ﬂ:—é—] jit_i =

Da+1/2y =0 | 7 hL 6
“6h

uf"(.\;) — ']'.fz?l - 3]‘; B ./;-] +h—:‘f;” 4o = 4‘/}*1 - j‘](l_ —jz'
6h 6 6h

3. ZAGADNIENIA POCZ ATKOWE

Twierzdenie Picarda:

+ Jezeli
— flx.y)—ciagla wobszarze a<x<bh, -x<y<«;
- 3 L>0: If(.\‘.J‘l)—f(.\:yl')] < L'J‘l—}':l V(x vl (x.12)

{(spelnia warunek Lipszitza)

+ d! rozwiazanie y(x) zagadnienia poczatkowego

(@

< dx

i}'(a) =13,

Kazdy problem pocgtkowy mazna zapisaw postaci:
y' =F(xy), y(0)=Y,
Y ={Yo Yo} F={y. % % fxy}

iyl
3| |

«ji—i_]
Y =EE,

Réwnania wyszych redéw sprowadza sido rownania redu pierwszego

Przyktad
Problem pocatkowy 2-go rzdu
Ay'+ By + C=0, X0) =y, ¥O0)=y
Dwa problemy pocstkowe 1-go rzdu
s Y=z y0)=y,
e AZ+ Bz+ C=0, 10)= y

Metoda Eulera
Yo = Yo + D,



Metoda Runge-Kutty

wzor 1l rzedu
K, =hf(x,, V,)

K, =hf(x, ¥, + K), lub w postaci Ka=hf(x+h y+K)

yn+1 = yn +%( K1+ KZ)
wzor IV rzedu

Ky =hf(x, ¥)
Ko=hf(x,+3h y,+3 K)
Ke=hf(x,+2h % +3 K)
K,=hf(x,+ h y+ K)

yn+1 = yn+%(K1+2K2+2K3+ K4)

Metoda jesfawna(explicit, otwarta) jeeli przy obliczeniwy,,,, wykorzystujemy poprzednig
Niejawna(implicit, zamkngta) — przy wykorzystanig,, ;
Metodajednokrokowa- zaley od jednegd,

wielokrokowa— od wieluf,, f, ;...

Przyktad
ﬂ = —.\'3 ¥0)=1
dt
R-K IT: R-KIV:

)

K, =0.1-(-1")=-0.1
¥ =1,+K,=1-0.1=09
K, =0.1:(-0.9")=-0.081

K =01(-1I")=-0.1
¥ =v,+0.5K =1-0.05=0095
K, =0.1-(-0.95")=-0.09
y =1 +%(—0.1 ~0.081) =0.9095 ¥i =¥, +0.5K, = 0.955
K; =0.1-(-0.955") =-0.091

¥ =1, +K;=0909
K, =0.1-(-0.909" ) = —0.083

Rozwiazanie dokladne:

v, =1/(1+0.1) = 0.9090909
v, =14 1(K, +2K, +2K, + K,) = 0.9090912

6

Metody wielokrokowe



Wzory Adamsa — Bashforthgawne, otwarte, explicit)

trzykrokowy:

Wspotczynniki wzordw explicit ( *H)

h
Yorr = Yo +1—2[23 f,-16f,,+ 5f, ]

k 0 1 2 3
n
0 1 - - -
1 3/2 -1/2 - -
2 23/12 -16/12 5/12 -
3 55/24 -59/24 37/24 -9/24
Wzory Adamsa — Moultonéniejawne, zamkgte, implicit)
h
trzykrokowy: Yorr = Ya +1—2(5 frun + 8%, = fo0)
Wspotczynniki wzoréw implicit ( *14 )
k 0 1 2 3
n
0 1 - - -
1 1/2 1/2 - -
2 5/12 8/12 -1/12 -
3 9/24 19/24 -5/24 1/24

Metoda predyktor-korektor

Algorytm iteracyjny:




» Wartosei startowe y,, v,... v, znajdujemy metoda jednokrokowa
(Eulera, Runge-Kutta)

«  Wstepnie szacujemy v, ,° metoda wielokrokowg otwartg (explicit)

m-go rzedu

m+1

* Obliczamy f, ., = f(x,,.;. ¥,,"). nastepnie stosujac metode
wielokrokowa zamlnietq (implicit) m-go rzedu znajdujemy v, '

+ Powtarzamy iteracje metoda zamknietg az do osiagniecia zadanej
dokladnosci /‘ Ve )

<E£ Y ‘m+lf( = Vit
Wzory Adamsa predyktor — korektor

k k=1
‘y it~ Yoird

Y1 T Va ¥ Ayn
Rzad
wzoru Predyktor Korektor
A’]’” A).n
2 h . h. . .
5(3]11 -.f;;—l) 5(.f}?f1 +.fn)
3 h““l(' - hgf Qf — f
E (-"fn - )fn—l +e fr?—l) E(‘ J o+l + .fn - jn—l)
4 —i(ﬁf—QQf +37f ,-91 ) }—7(9/‘“ +19f =5f + 1)
24 “dun o 0010 TN w2 T a3 24 S+l o a1 I e-2
Przyktad
v >
ar _ -y° ¥(0)=1
dt
Rozwiazanie przyblizone: Rozwiazanie przyblizone:
«“;:*l = J‘n + h \f;z
Krok 77=10.1 Krok /= 0.035

v =1401(-1)=09 ¥, =1+ 0.1 (-19)=0.905

¥, =09+0.1(-09%)=0819 ¥, =0.9+0.1(-0.9%)=0.827

¥ = 0.4627810 ¥ao = 04911049

101 s
Biad- 0.4911049-0.4627810 _ 0.057674
: 0.4911049




4. PoDSTAWY METODY ROZNIC SKONCZONYCH

MRS jest ogdla metod, analizy numerycznej, ktgrstosujemy do rozwkania probleméw
brzegowych.

Procedura posgfpowania w MRS:
Sformutowanie problemu brzegowego
Dyskretyzacja obszaru
Optymalny dobégwiazdréznicowych
Generacja wzorow (operatoréw}gmacowych
Generacjadwnai réznicowych
Dyskretyzacja tmicowawarunkow brzegowych
Rozwizanieuktadu rowna réznicowych
Postprocessing

ONOORAWNE

Sformutowanie problemu brzegowego

y(a)=a,
y'=fxyy), y@=a, yb)=8 Ilub’
y(b) =B
Dyskretyzacja obszaru:
generacja siatki (zbioru ¢mtow);
Optymalny dobogwiazdroznicowych
np. trzyweztowa gwiazda I
Wzory (operatory) rénicowe
dla 3-ch wztéw f = fin =T fre fia =20 + f
2h [ h2
dla 5-ciu wztéw f =11-820 -1] /(19 *f
f" = [1 16-30 16 -1] 1 (UF) *f
f" = [1 2 0-2 1] /@) *f

fV = [1 -4 6 -4 1] W*f
Przyktad

Znalez¢ ugicciaw belki jednoprzstowe]

4
El ((jj \:V: p z odpowiednimi warunkami brzegowymi d@aJ C°(0, L) i El = const
X
P
1 EERRRRREE!
4
! L/2 }
B L .
El=1, p=10
warunki brzegoweu(0)=0; u (0)=0; u(L)=0; u (L)=0;
Dyskretyzacja:
, 5 7
S Ly N B N 2

O a 2 . oo?\ o o



5 weztow podstawowych belki oraz po Zaby fikcyjne z kadej strony (poniewaw war.
brzegowych wysipuja pochodne i chcemy zastosawa-cio weztowe wzory régnicowe )

Potrzebne w danym zadarbtcio weztowe wzory rénicowe(dla pierwszej i czwartej
pochodnych)

v o_ Y =AYty -4yt Y.,
y i h4

yr — Yioo _8y|—1+ 8Y+1_ Yio
' 12h

Zapisujemy rownania \azdym veZle belki (kollokacja):
1 wezet (x=0)
lwarbrz. u=0

U, 8+ 80— U _

2warbrz. u-=
12h
réwn.glowne u", = Uy~ 4+ ﬁ:h_ At 4 _ (p=0 w wezlel)

2 wezet (rown.gtowne)
v o WoAutbu-duty g

u 2~ h4
3 wezet (rown.gtowne)
uv, = U4+ 0L - 4t 4 5 (p=10/2 wwzle3na granicy obeizenia)

h4
4 wezet (rown.gtowne)
GV o= LTAkteu-Auty o

4 h4

5 wezet (x=L)

U —4u, +6u—Au+ o

réwn.gtowne u", = "

3 war.brz. us =0

U —8u, + 8~ Uy _

4 war.brz. u = h

Rozwigzujemy uzyskany uktad rowna

U1
00 10000000 0
~/1%h |1 80 8 -10 0 0o00o0]||l%X 0
/" |1-46 -41 0 0 000] W 0
: 01 -46 -41 0 000] w 0
00 1 -46 -41 000 0uwl|=|5
000 1-46-4100]||w 10
0000 1 -46-410 ||, 10
00000 1 -808-1]|,
00 00O0OTG O T100
uz




