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Wybrane z wykładów – część 2 
 

1. CAŁKOWANIE NUMERYCZNE  

Metody całkowania numerycznego: 
–wzory Newtona–Cotesa 
xi+ 1 – xi = xi – xi-1 = h = const 

bazują na interpolacji wielomianowej 
–kwadratura Gaussa 

optymalnie dobrane xi (najlepsza dokładność)  
bazuje na wielomianach ortogonalnych 
całki osobliwe 

 
Składanie wzorów 
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f0 = f(a), f2n = f(b),  h = xi+ 1 – xi 
 

 

 



 
Kwadratury Gaussa 
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W kwadraturach Gaussa węzły  xi  oraz wagi  wi  są dobierany w taki sposób, by dokładnie 
obliczyć całkę funkcji stopnia 2n-1 lub niższego 
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Przejście pomiędzy przedziałem [a, b]  a przedziałem [-1, 1] (zmiana zmiennych całkowania) 
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Dwupunktowa kwadratura 1,2 1,2
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Trzypunktowa kwadratura 1,2,3 1,2,3
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Przykład: 

 

  

• Wzór trzypunktowy (n = 3): 

 



2. RÓŻNICZKOWANIE NUMERYCZNE  

 
          Pierwsza pochodna: 
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Druga pochodna 
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Wyprowadzenie z rozwinięcia w szereg Taylora: 
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Pierwsza pochodna 
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Wyprowadzenie z interpolacji Lagranga: 

 
 
 
Metoda współczynników nieoznaczonych 
 
Przykład 
 

 
 
 

 



 

3. ZAGADNIENIA POCZ ĄTKOWE  

 
 
Każdy problem początkowy można zapisać w postaci:   
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Równania wyższych rzędów sprowadza się do równania rzędu pierwszego  
 
Przykład 
Problem początkowy 2-go rzędu 

0 00, (0) , (0)Ay By C y y y v′′ ′ ′+ + = = =  
Dwa problemy początkowe 1-go rzędu 

•  y z′ =  0(0) ,y y=  

• 00, (0)Az Bz C z v′ + + = =  
 
         Metoda Eulera  
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Metoda Runge-Kutty 
 

wzór II rzędu 
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wzór IV rzędu 
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Metoda jest jawna (explicit, otwarta) jeżeli przy obliczeniu yn+1 wykorzystujemy poprzednie fn 

Niejawna (implicit, zamknięta) – przy wykorzystaniu fn+1                   

Metoda jednokrokowa – zależy od jednego fn 

  wielokrokowa – od wielu fn, fn-1... 
 
Przykład 

 
 
Metody wielokrokowe 
 



Wzory Adamsa – Bashfortha (jawne, otwarte, explicit)  

trzykrokowy:  [ ]1 1 223 16 5
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Współczynniki wzorów explicit ( *1/h ) 
   

     k 
n 

0 1 2 3 

0 1 - - - 
1 3/2 - 1/2 - - 
2 23/12 -16/12 5/12 - 
3 55/24 -59/24 37/24 -9/24 

 
Wzory Adamsa – Moultona (niejawne, zamknięte, implicit) 

trzykrokowy:  ( )1 1 15 8
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Współczynniki wzorów implicit ( *1/h ) 
 

     k 
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0 1 2 3 

0 1 - - - 
1 1/2 1/2 - - 
2 5/12 8/12 -1/12 - 
3 9/24 19/24 -5/24 1/24 

 
Metoda predyktor-korektor 

 
Algorytm iteracyjny: 



 

 
 
 
 
Przykład 

 
 
 
 



4. PODSTAWY METODY RÓŻNIC SKOŃCZONYCH  

 
MRS jest ogólną metodą analizy numerycznej, którą stosujemy do rozwiązania problemów 
brzegowych.  
 

Procedura postępowania w MRS: 
1.   Sformułowanie problemu brzegowego  
2.   Dyskretyzacja obszaru 
3.   Optymalny dobór gwiazd różnicowych  
4.   Generacja wzorów (operatorów) różnicowych 
5.   Generacja równań różnicowych   
6.   Dyskretyzacja różnicowa warunków brzegowych 
7.   Rozwiązanie układu równań różnicowych 
8.   Postprocessing 
 
Sformułowanie problemu brzegowego 
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Dyskretyzacja obszaru: 
 generacja siatki (zbioru węzłów);  
 

Optymalny dobór gwiazd różnicowych 

 np. trzywęzłowa gwiazda  
 

 
 
Wzory (operatory) różnicowe 
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dla 5-ciu węzłów  f’     =   [ 1  -8   0   8  -1]  / (12h) *f 

f ′′    = [-1  16 -30  16  -1]  / (12h2) *f 
 f ′′′     = [-1   2   0  -2   1]  / (2h3) *f 

IVf  = [ 1  -4   6  -4   1]  / h4 *f 
Przykład 

 Znaleźć ugięcia w belki jednoprzęsłowej 
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=  z odpowiednimi warunkami brzegowymi dla 0(0, )p C L∈  i EI = const 

  
EI = 1,  p = 10 
warunki brzegowe: u(0)=0;   u’ (0)=0;   u(L)=0;  u’ (L)=0; 
 
Dyskretyzacja: 

 

1 1
2

2i i i
i

f f f
f

h
− +− +′′≈



5 węzłów podstawowych belki oraz po 2 węzły fikcyjne z każdej strony (ponieważ w war. 
brzegowych występują pochodne i chcemy zastosować  5-cio węzłowe wzory różnicowe ) 
 
Potrzebne w danym zadaniu 5-cio węzłowe wzory różnicowe (dla pierwszej i czwartej 
pochodnych)  
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Zapisujemy równania w każdym węźle belki  (kollokacja): 
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Rozwiązujemy uzyskany układ równań  
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