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Wprowadzenie

M etodaElementéwSkonczonychMES
+ Ogolna, najbardziej rozpowszechniona, najbardp®jyimicta
¢ Podstawa wikszaci prograndw komercyjnych
(Abaqus, Adina, Ansys, Diana, FELT, Feap, Mark, &ob..)
¢ Stosowana przy wkszasci zada inzynierskich mechaniki i fizyki

¢+ Rozwinkte klasy i typy elementow skozonych, podstawy
matematyczne, opracowanie wynikow, metody szacavani
btedow
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Wprowadzenie

Dlaczego mowimy annych metodach komputerowych?

*

*

Wzgledy historyczne (MES nie jest najstarsza...)

Wzgledy dydaktyczne (fatwiej rozwpzat zadanie ,gcznie” za pomog np.
metody ranic skaxczonych)

Wzgledy praktyczne
= Niektérezastosowaniganaliza ptyt, ruchomy brzeg, szczelina, ...)
= Doskpneoprogramowanie (wtasne lub komercyjne)
= Kombinacje metod (np. MES + BMRS)
= Potrzebaveryfikacji obliczea MES inmp metod
Efektywnosc¢ i szybkas¢ algorytmu
= Potrzeba ogstej przebudowy siatki (adaptacja)
= Dokladna¢ rozwiazania i jego pochodnych (nadzanesc)
= Koncowe opracowanie wynikow (podeje hybrydowe)
Aktualnetrendy w nauce(metody bezsiatkowe)
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Kryteria klasyfikacji
metod obliczeniowych
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Aproksymacja rozwigzania

Metody brzegowe Metody bezsiatkowe

v

Metody elementowe
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Klasyfikacja metod komputerowych

NAZWA SFOR- PODSTAWA SPOSOB SPOSOB CALKOWANIE | OPRACOWANIE
METODY -MULOWANIE | DYSKRETYZACJI| DYSKRETYZACJI | APROKSYMACJI | NUMERYCZNE WYNIKOW
METODA SLABE WEZEY INTERPOLACJA

ELEMENTOW (WARIACYJINE OBSZAR + ELEMENTY F.KSZTALTU W ELEMENCIE MES + INNE
SKONCZONYCH | /FUNKCJONAL) W ELEMENCIE
METODA . NA BRZEGU
< ROWNANIE INTERPOLACJA ,
BRZEGOWYCH | NIEWLA $CIWE)
METODA
ROZNIC (Lg}?ACFNEE) A oonJesT | APROKSYMACIA
SKONCZONYCH
WARIACYJNA SLABE WZORY DOOKOLA
MRS (WARIACYJNE) ROZNICOWE LUB POMIEDZY | APROKSYMACJA
WEZLAMI
METODY | e e oe | S o o ..
MOCNE / St ABE METODA ROZNE
BEZSIATKOWE | (wARIACYINE) oWEZLY o MWLS SPOSOBY MWLS
(BEZSIATKOWA MRS) o
METODY St ABE KOMBINACJA
RESIDUALNE | (wARIACYINE) BRAK BRAK LINIOWA ANALITYCZNIE INTERPOLACJA
(GALERKIN, NK, KOL.) F.BAZOWYCH
METODY St ABE KOMBINACJA
ENERGETYCZNE | (rNKCIONAL) BRAK BRAK LINIOWA ANALITYCZNIE INTERPOLACJA
(RIT2) F.BAZOWYCH
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Metoda roznic skonczonych
- wersja lokalna
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MRS (lokalna) na tle MES

MRS lokalna MES

Lokalne - Wariacvine ~[Ounvde + [ v =[ fvdd
Sformutowanie | 02y = f : Wariacyjne i Y aj; on " £ Y
problemu : N = phaQ - - Funkcjonat = £y ini(u) =
brzegowego | | qu + /”g_u “ u=u(P) {P 199 | | I(u)—iF(u,%de , mini(y=2
Lo ¢ L .
Generacja siatki | Typ (prostolgtna, trojlgtna) | Specjalne programy - generatory
.+ moduth i
Aproksymacja Generacja wzorow [zfnicovx_/ych Interpolacja rozyyjzania w elemencie
! dla pochodnych z réwnania ; za pomog funkcji ksztattu
Generacja rowna Kolokacja Spetlnienie réwnania wariacyjnego
dyskretnych | w elemencie
Catkowanie Brak Kwadratury Gaussa w elemencie
Warunki brzegowé:e Dodatkowe wzory rinicowe Modyfikacja uktadu rowna
5 brzegowe '
Macierz | Na ogot i Symetryczna pasmowa

Uktadu réwna |  niesymetryczna |
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Etapy MRS — generacja siatki

a) b)
J Ax Ax

Ly | &y

o star node

® central node

Zrédto: Orkisz J., ,Finite Difference Method”, part lin Handbook of Computational Mechanics, ed: Kleil®pringer, 1998
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Etapy MRS — generacja wzorow roznicowych

0O I, j+1
1D: 2D: gwiazda
gwiazda trojwztowa standardowa h piecoweztowa
]
h y h h A
ui—l ui+1 O @ O
O © O i-1, ] h o i+L]
i-1 i i+1
h
gwiazda p¢cioweztowa
O j j-1
u, h u, 2h g\ 2h U, hoou,
O (@), O O
-2 i-1 i i+1 i+2 O
h gwiazda
dziewiecio-
o h 0O weztowa

Sposoby generacji wzoréwadicowych:
- Sktadanie wzorow zimnych ze wzordow prostych: S
- Wymuszenie zgodrci dla jednomianow

- Interpolacja i réniczkowanie

- Metoda wspotczynnikdw nieoznaczonych (,metoda Teg/Tp
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Generacja wzorow roznicowych — przyktady obliczen 1D

- metoda wspotczynnikdw nieoznaczonych — operatas:, h

), h Uiy
n O @ ~ 1
uizalJ—1+bl-rl+ C}J+1 i1 : 1 a_F
u,=y-hu+05Fu'+ .. — <b___2
= u"i:Q(a"'b"'c)"'U‘i(_ah*' ch+ G (0.5ha&05h] T
u - q M %6—/ ?[ /
U,, =y +hu +0.5F u'+ ... ° C:h_12
5 KAOW N u,u; h U,

- metoda wspotczynnikow nieoznaczonych — operator© 5 ,
u". =ay + bu + cy, i i+1 a:_F

-2

U| = q n | . J b -_ =

u, =u, O 1 2

0
u, =y+hu+05HFu'+ .. C:F
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Generacja wzorow roznicowych — przyktady obliczen 2D

- metoda wspotczynnikéw nieoznaczonych — operator: o L+l
Ijzui,j :(u"xx)i,j +(u"yy)i,j =ay,;+ bU,j—1+ U, qlf+1+ eu h_ |
h ]
Us, =Y, —h(u,),  +0.5H (uy,) + I_cij © X o
U=y, _h(u'y)i,,- +0'5H(uyy)i,j + H
<u'+1J_ql+h(ulx)i,j+05ﬁ(u';<x)i,j+ O ij-1
U=y, + h( u, )i'j +O.5H( u';/y)i o
ku, i Y,
DPu; =y, (a+ bt o+ d+ ¢+( 4) (- ha e+ ( V).,(‘ he He bz csge L
N 6 J s : B J h2
+(u XX)IJ(O&Fai-OEY?(%%uW)IJ(Oﬂ%bt Ofﬁj e:_hiz
1 1 L

= mEY _Zq'j ’ Moy (u" ) = uj:‘l_zH, + Y, 41
’ Wli,j H2
- Dzui,j :(u"xx)ij +(u"W)i,j = S P Ltzl; T T
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Etapy MRS — generacja rownan réznicowych

cu= f L= u(P) POQ R {Luizfi {PiIZIQi
u=g B Gu =g

PLoQ Kolokacja

we weztach

Uwzglednienie warunkow brzegowych

S

s

\

A BN
® 6 © 6 0 o

’___0___
/I\
’ AN

7’
AY
,l\
e 0o 60 0 o

Operator budowany tylko Operator budowany Operator budowany
naweztach wewretrznych naweztach wewretrznych naweztach wewretrznych
- Z wykorzystaniem | zewnretrznych

uogolnionych stopni swobody Jfikcyjnych” w eztach
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Zginana belka — rownanie Il rzedu

sformutowanie matematyczne — rownanienézkowe zwyczajne |l kdu

07y _ ¢ (=M

e £ y(0)=0 , y(L)=0

1 1 1
M (X) == gLx—= gX = = - — .
(X) 2q 2q 2Q>( >) dla g = const
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Problemy brzegowe Il rzedu

- zamiana pochodnydtistych na numeryczne

| +1
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Przyktad: siatka 5-cio weztowa

a() Y _ = MX
) . ae ™
u2 u3 LP > y(O) =0 , y(L)= 0]

D w—
v

zapistradycyjny — do obliczé recznych

(0

Vi 2y, Y, _
1 h22 3_ (Xz)
_2 +
ps h¥3 L=t(x) - VoYV
9
_2 +
y3 h32/4 y5: (X4)

h=Lt
4

zapismacierzowy— do obliczé& komputerowych

0O 0 0 O
219 ofn] | i ]
1“ h2 . y,| | (%) Y,
2 R T 01ly:|= f(x3) -~ | Y% |=A"B
1 oo 1Y | (%) Y,
7 W w0 ] m
o 0 o0 1] T
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Zginany wspornik — rownanie Il rzedu

sformutowanie matematyczne — rownanieniézkowe zwyczajne |l kdu

q
—]
M El X

_—
]

v

07y _ ¢ (9= - MO

e R y'(0)=0 , y(0)=C

M(x) =-a(L-X)
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Zginany wspornik — rownanie Il rzedu

- model obliczeniowy MRS — wariant lwezet fikcyjny

0 1 1=t —const 2 3 n-1 n
O--=----- o—— o o o o o
\ -2V + Xn:L
/ X’l : yo h)zll y2=f(X1)
Yo~ Y _ _ 1 0O 0 O 0]
2 0 —O . yo — y2 ] )
T 2h y i} _
-£ < 0 0 ol 0
¥, =0 h®  h? Y,
1 1 0 olly f(xl)
= T2 = 3 f
W h by, |- (%)
1 fx_
0 0 = T 0|y, oy
| f (%) |
1 2 1LY |
0 0 0 o —h2 =
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Zginany wspornik — rownanie Il rzedu

- model obliczeniowy MRS — wariant |l Hepszony operator brzegowy

1 neb oons 2 3 n-1 N
— O O O o o
/ A
2 2 2 ] )
SN Y %= (%) 1 0 0 0 .. 0
y, =0 —h—22 F 0 0 0 Y1 0 i
1 §2 f (%)
— —-— — 0 0 3
2 2 2 f
W h by, |- (%)
1 f(x_
O Fw w0 |1
1 2 1|l ] LTV
0 Y e W

ten sam uktad rownaa, co dla wariantu |
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Ustalony przeptyw ciepta (2D) /QT
s f O
DZT - T" + T" - W Q _n O
XX yy
— K \ o
T=T na 0Q, \\
oT ~ <
k—=-q, naoaQ, N
\ on /
wartosé

operatora
w wezle ,,0”
xi DZT =T"

0 xx

+T1," =

yy

:(T1+T2+T3+ T4_4T°)h_12
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Ustalony przeptyw ciepta 2D — przykiad  wmateriatizotropowy

obliczen MRS K =k, =k =7~ J
, 1 B Cms
T = 10 ’ C @) Intensywnaos¢ generaciji ciepta wewntrz
A 0 obszaru(na jedn. grubgci)
J
_ = f (x,y) = (20x-30y +10) [ mzs}
[ —
- - T=10 °"C
A O
00
— Q
—
= I 2
~| - =
[
|-
X

2m 3m

A
A\ 4
A
\ 4
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Ustalony przeptyw ciepta 2D — przyktad
obliczen MRS — siatka MRS

modut siatki (21 weztow)

, h=1[m]
y
20 21 :
A ® 19 & ° Wezly wewretrzne (5): 8, 9, 10, 11, 14
Wezly brzegowe (16): 1-6, 7, 12, 13, 15-21
S
—
13 14 15 16 17 18
X ® O ® ® ® Q9
(12)
= 7 8 9 10 11 12
® O O O O Q
(q\
(12) (21) (31) (41)
1 2 3 4 5 6 X
v Q ] A ] ] ] >

2m 3m

\ 4

A
A\ 4
A
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Ustalony przeptyw ciepta 2D — przyktad

obliczen MRS — ukfad réwnan
pocztkowa posta uktadu réwna (21 x 21)

algebraicznych
rwnanie nr 1 -wezetnr1-brzeg |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00000 0 O074gT,] [0]
rownanie nr 2 - wezet nr 2 - brzeg 060000000CO0O0O0OO0COCOOOOOCOOO|OT, 0
réwnanie nr 3 - wezet nr 3 - brzeg 0600000O0CO0OO0OCOOOOOOOOOO0 O] T3 0
réwnanie nr 4 - wezet nr 4 - brzeg 0600000O0CO0OO0OCOOCOOOOOOOO0 O/ T4 0
réwnanie nr 5 - wezet nr 5 - brzeg 060000000CO0O0O0OO0COCOOOOOGOCOO T5 0
ownanie nr 6 - wezelnr 6 -brzeg |0 0 0 00 0 0 0000 00000O0O0O0 00T/ |O
rownanie nr 7 - wezel nr 7 - brzeg 0 00OOOO0OOOOOOOOOOOOOODQ O|T 0
réwnanie nr 8 - wezetnr 8 -wnerze |0 O 0 0 0 0 0 00O 0O O O O O O OO O O O O T, 0
réwnanie nr 9 - wezetnr9-wnetrze [0 0 0 0 0 0 O O O O OO O O O O O OO O Of|T, 0
réwnanie nr 10 - wezet nr 10 - wretrze 0O 000O0OOOOOOOOOOOOOCOOOODO Tlo 0
rownanie nr 11 - vezetnr 11 -wnetrze |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O 00 O|IT, |=|0
réwnanie nr 12 - wezetnr12-brzeg {0 0 O 0 O 0 0 0 O O 0O O O O O O O O O O (0T, 0
réwnanie nr 13 - wezetnr13-brzeg ([0 O O 0 O 0 O 0 O O O O O O O O O O O O (0T, 0
réwnanie nr 14 - wezetnr 14 -wrerze |0 0 O 0 O 0 00O 0 O 0 OO O O O O O O O0O||T, 0
réwnanie nr 15 - wezetnr15-brzeg |0 O 0 O O 0 0 O O O O O O O O O O O O O |0OT, 0
réwnanie nr 16 - wezetnr16-brzeg |0 0 0 0 O 0O O 0 O O O O O O O O O O O O |0T, 0
réwnanie nr 17 - wezetnr17-brzeg |10 0 0 0 0 0 0 0 O O O O OO O O O OO O Of|T, 0
rownanie nr 18 - wezet nr 18 - brzeg 0 0OO0O0O0OO0O0OOOOOOOOOOOOOTO OO OQPT 0
rownanie nr 19 - wezet nr 19 - brzeg 0 0O0OO0OOOOOOOOOOOOOOOO0O 0|T, 0
rownanie nr 20 - wezet nr 20 - brzeg 000O0OOOOOOOOOOOOOUOOO 0(QT, 0
rownanie nr 21 - wezet nr 21 - brzeg 000O0O0OOOOOOOOOOOOOOOO0I|0T, _0_
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Krzywoliniowy brzeg

MRS klasyczna MRS dla siatek
nieregularnych
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Bilans MRS | MES

MRS:

zalety:

Najstarsza metoda komputerowa
tatwos¢ implementacii

Istnienie wersji lokalnej

t atwa generacja siatki
Dydaktyczny charakter

MES:

zalety:

Najbardziej powszechna

metoda komputerowa
Podstawa programéw komputerowych
Szerokie pole zastosowa
Ogromna biblioteka

elementéw skaczonych
Duza doktadné¢ rozwigzania

wady:

Trudnasci przy krzywoliniowym brzegu

Nie mazna przeprowadziadaptacii

Nie mazna lokalnie zagszcz& siatki
(naraza, obcazenia skupione, ...)

Trudna do automatyzacji

wady:

Ktopotliwa generacja siatki dla obszaréw
o skomplikowanej geometrii

Mato efektywna przy czste] przebudowie siatki

Uwzglednianie nieliniowaci geometrycznych
(duze przemieszczenia, ...)

Trudnasci w analizie ruchomego brzegu, rozwoju
szczeliny

Zjawisko blokady
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Bezsiatkowa metoda
roznic skonczonych
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Siatki nieregularne

a) SIATKA REGULARNA W PODOBSZARACH

b) SIATKA NIEREGULARNA, RZUTOWANA Z
SIATKI REGULARNEJ

c) DOWOLNIE NIEREGULARNA SIATKA

SIATKI O ROZNYM STOPNIU NIEREGULARNGCI
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Bezsiatkowa (Uogolniona) Metoda Réznic Skonczonych

BMRS
« DOWOLNIE NIEREGULARNE CHMURY W EZtOW Cecha
(WEZLY NIE POWIAZANE ZE SOBA ZADNA STRUKTURA metod bezsiatkowych MB

TYPU SIATKA REGULARNA CZY ELEMENT )

« KAZDY WEZEt MOZE BYC USUNIETY, DODANY, PRZESUNIETY
(ADAPTACJA TYPU h, OBCAZENIE SKUPIONE, SZCZELINA, VEDRUJACY BRZEG, ...)

« ZAMIANA OPERATOROW ROZNICZKOWYCH NA ROZNICOWE  Cecha metod dnicowych MRS

« APROKSYMACJA LOKALNA JEST OPARTA NA GRUPIEVEZLOW , DOKONYWANA
METOD A NAJMNIEJSZYCH WA ZONYCH KROCZ ACYCH KWADRATOW

Cecha metody BMRS
METODA
ELEMENTOW

.
GEONETRIA ZROANA + DYSRRETYZAGIA MES ([ELEMENTY = 371, WEZLY = 254)) BURS S K O N C ZO N Y C
" Y ] H

BEZSIATKOWA

% - METODA
i (np. BMRS)

VI VI v.u-j}

Dyskretyzacja przekroju szyny kolejowej za pomocg MES Dyskretyzacja przekroju szyny kolejowej za pomoca BMRS
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Generacja wezléw Topologia - wielokaty Topologla trOJk?lty
Vs \ / AT Y /-

ATIEIE \/‘/f”/,‘\ .(\ V -—L b 4’ /ik‘ \

- ’i, T “*T\— //K\\*/’\ '\:—\l

T/l/”\(.

Generacja gwiazd Generacja wzorow

A N AR roznicowych (MWLS)
_’

j/ _ L

Uwzglednienie warunkow Generacja Rozwigzanie uktadu
brzegowych réwnan réznicowych RéWnan
+

R - kolokacja Postprocessing

- minimum funkcjonatu ~—
- rbwnanie wariacyjne
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Generacja WQZJféW . Kryterium generaciji: ,O_1 — pr;zx =P

P - funkcja okreslajgca zgdang gestosc siatki
o [ ° o [ e [
. ° o . . e e . e e o
[ o ® [ e [
° ° ° o * : ° * °
[
[ [
[ ] ® ° o
[ [
] ° e e ] e
[
[ [ @ [
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Podziat obszaru

S E PR
PP nizga

Tessalacja Voronoi




Potgczenia
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Determinacja topologii

i
a o' uﬂ
l’@ Q tA

D

Sgsiedztwa wztowe
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Optymalna selekcja gwiazd roznicowych

e Kryteria selekg;i
— sgsiadow Voronoi

— ,Kkrzyza”
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Aproksymacja MWLS —idea 1D

«——— aproksymacja
globalna

™~ ruchoma

2 u(x %) lokalna aproksymacja

Aproksymacja lokalna 1D — zapisadycyjny (wielomianowy)
p

u(xx)=a+a(x x)+ a(x Y +.+ a,( x ¥ =

p+1 _ .- matematyczne
— Z a (X— )%)'—1 stopnie swobody
i=1

Aproksymacja lokalna 1D — zapiszsiatkowy(rozwiniecie w szereg Taylora

u(x, x) = +%
)ER T 2R

oy

h=Xx-X% _
dx

- fizyczne (mechaniczne)

o stopnie swobody
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aproksymacja
lokalna

wazona
funkcja bkdu

minimalizacja
btedu

Aproksymacja MWLS

' )
) {ug} |
. B _fuy | {up} - wystpuje, gdy
u(x, %)=p Du p =] U= dany punkt nie jest
[ p+1x]] hP [p+1x1] weztem
HJ _u(()p)
1=(PDU-Q'WA(PDU=9 g =[uu]
p'(h) |
. w(X=X%) .. 0
GNP
=] oW
() 0 e WX—X,)

0J =P'W?(PDu-¢)=0 - Du=(PW Fj_l P W q=Mc

oDu

q

[p+1xn]

M = (PTWZ2P)" PTW?

Macierz wzoréw roznicowych
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Aproksymacja MWLS

FUNKCJEWAGOWE
w(x- %)= f(d) d= ” X— >6|| powszechnie stosowane
KLASYFIKACJA
nosnik nieskonczony nosnik skonczony
(wygodne dla oblica@ (wygodne dla matematycznych
dowodow)
BMRS: operatory o{d) = dp1—1+€ , xO(-aa)
_ réznicowe 0 x0(-a,a)
osobliwe a)(d) _ 1 ’ ’
interpolacja T dPtS 4 g BMRS: operatory
roznicowe
2a
BMRS: wygtadzanie EFG, metodygdrowe, hp-clouds
nieosobliwe danych BMRS: wygtadzanie danych
wygtadzanie f\ /‘k
2a
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Aproksymacja MWLS — przyktad obliczeniowy 1D

Zat. p = 2 (aproksymacja lokalna za ponmagearaboli) Szukane: W'3 =7 W"3 =%

W, 2h g h

h w, 2n
o O

rozwiniecie w szereg Tayloravartasci funkcji w weztach ~ funkcjawagowa(dla 1D: d = |n|)
wzgledem wezta (punktu) centralnego

W, =w, —3hw', +%(3h)zw" =W

W, = W, — hN'3+% Pw" , +...= W

o J=(w—w){ : JZ”L(V\&‘V\Q)Z(lTJF

W, =W, + hw', +% w", +...= Wy

_ (1Y 2| 1
w5:w3+3hN'3+%(3h)2w"3+_._=vg +0+(W, - w,) (F) (W - w) { 3]




S.Milewski i P.Plucinski - Metody bezsiatkowe i inne metody komputerowe nde MES

Met.Komp., PK WIL BUD

Aproksymacja MWLS — przyktad obliczeniowy 1D

Zat: p = 2 (aproksymacija lokalna za pomagegaraboli)

Szukane: W', =? , W=7
W, 2h W, h (V% h W, 2h W,
O O O O O
0J 0
.. . . . aWIS
minimalizacja funkcjibjdu min J IO
W'g,W" ) 0J _
=0
ow",
[ 9] 2 ow, 2 ,_ ow,  2,_ oW, 2 oW,
= W — +— (W, - —=+—(W,— W, + - =0
ow', T Wl)aw's o (™ V\é)aw'g o (W “)aw'3 T2or L W’)aN'S
J
0J 2 oW, 2 ,_ oW, 2, _ ow, 2 W
aWn :729,]6 (V\I]._V\é.)alvul +F(VV2_V\Q) : +_(V\41_ 4) .
\ 3 3

A
- =0
" av" 3+729H5( " V\g)a/"

3

(W
(

- w) (-3h)+ 729 W - w) (- B+ 724 W- w) (7w v 3k O

9 _ 1 _ 1 _ 9
W) 729 W - w) S o+ 72 W w)S A (T W) R=

=
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Aproksymacja MWLS — przyktad obliczeniowy 1D

Zat. p = 2 (aproksymacja lokalna za pomagearaboli) Szukane: W'3 =? , W 3—

h w, 2n
O
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Aproksymacja MWLS — przyktad obliczeniowy 1D

Zat. p = 2 (aproksymacja lokalna za pomgearaboli) Szukane; W'3 =? , W "3 =7
VV]_ 2h W2 h W3 h W4 2h W5

49NN, = —w — 243w, + 243w, + W,
90h? ", =w, +81w, — 164w, + 81v, + W

W = —W, — 243w, + 243N, + W
) 492h
W' =M +81w, —164w, + 81w, + W,
’ 90h?
. T T 21T T
np. dla W(X) =sin(x) =0 , == == =£° -7 o X
p X % 3 X > X, 3 X .
J -0.9607- (- }
S = - 0
W = w, +81w, 19601:\]/;@+ 8w, +w, _ _0.9607 e ‘ - ‘ 0.0393= 4%
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Aproksymacja MWLS — przyktad obliczeniowy 1D

Zat: p = 1 (aproksymacja lokalna za pomaddiniowej) Szukane: W, = ? W'3 =7
W1 2h W2 h 3 h W4 2h W5
O O ¥ O O

rozwiniecie w szereg Taylora wasa funkcji w weztach
wzgledem wezta (punktu) centralnego

budowafunkcji bt edu

2
1
- : _ J=(W - 2 + (W
W =w, —3hw'; +..= W (V\é V\{) [(Sh)zJ (V\é
W, =W, —hw'; +...= W, 1V
__ 2 —
X +(W4_W4) [Fj +(Ws_W5)
W, =w, +hw', +..= W,
403 3 4 minimalizacja funkcji bédu
(W, =w, +3hw', +...= W
(0] -0
funkcjawagowa 67 -
1 1 mn J o {7
w(d)_dpﬂ—s_l_g w(h)_|h1+1—o (15, 75) 0(3\;]' =0
3

Z[

1
(3n)°

T
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Aproksymacja MWLS — przyktad obliczeniowy 1D
Zat: p = 1 (aproksymacija lokalna za pomodiniowej)  Szukane: W, = ? Wi = ?
W, W,
le h 3 h W'4
O ¥ O
rozwiniecie w szereg Taylora wasa funkcji w weztach budowafunkcji bt edu
wzgledem wezta (punktu) centralnego
2 2
e 2 1 _ 2( 1
w,=w,—hw',+..=w, , s=0 J=(W - w) (Fj +H(Wym W) (ﬁj *
N /
wW,=w,—-m,+.=W, , s=1 12 1)2
__ 2 — 2
< a (@5 (e (5]

minimalizacja funkcji b¢du

w,=w,+hp,+..=w, , s=1
& ’ N
(0] 0
funkcjawagowa 67 -
1 1 min J -y 6J3
wld)=—— o5 wlh)=——— W3, W' oJ _
( ) dp+1—s+£ ( ) |h1+1—s aW'3 —O
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Aproksymacja MWLS - idea 2D

funkcjawagowa
O
© Cl)(d) = dp+1il-s+ = 1 pt+l-s
u. h & ( /h2+k2) iy
_________ | o
© :
i O
o— TNy T .
O
Aproksymacja lokalna 2D
u(x, v, %, )= L&)"‘% hpﬂ'l k+1i ﬁ+£’l hk.ii k+ .
2 dx|, d 2 dX dxd 2 d
p=0 0 0 0 0
p=1

h=x-% , k=y-y p=2
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Aproksymacja MWLS — przyktad 2D

2 4+ Dane: W, W,, W, W,, W,
i Zatk: p = 1 (aproksymacija lokalna za pomga@aszczyzny
\  Szukane: W' . =7 W'y5: 7
' 5 3
! a
O 3 U/ @ R »>
a
O 1Y 1Y
4 Iy 2 — 2
. , J=(W - w) (—2) +( M- w) (—2) +
W=w, —aw',  +.. =W a a
_ /AT : , _ _ 1Y o 1)
W, =W, —acos - W +asin = |w .+ .= W +(W-w) = +( W, - w,) ~ +0
W, =W +aw  F.L= W, BN 0
W, =W.—aw', . +..= W _ ow's
v y:o * min J Lo
W5:V\é (WSXWSy) a\] :O
| ow's
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Catkowanie w BMRS

a) CALKOWANIE DOOKOtA W EZtA — PO WIELOKATACH VORONOI
(NAJLEPSZE DLA PARZYSTYCH OPERATOROW) — TAK JAK W KLBYCZNEJ MRS

b) CALKOWANIE POMIEDZY WEZtAMI — PO TROJKWTACH DELAUNAY (2D)
(NAJLEPSZE DLA NIEPARZYSTYCH OPERATOROW) — TAK JAK WIES

c) CALKOWANIE POSIATCE TLA —
NIEZALE ZNEJ OD WEZLOW — TAK JAK W METODACH BEZSIATKOWYCH

d) CALKOWANIE POSTREFACH WPLYWU
FUNKCJI WAGOWYCH APROKSYMACJI MWLS - TAK JAK W MET. BEZSIATK.

»»»»»»»»»»

X punkt Gaussa
o wezet
@® punkt centralny

a) catkowanie po wielajcie Voronoi b) catkowanie po trgikie Delaunay c) catkowanie po niezalej siatce d) catkowanie podmiku funkcji wagowej

l |
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Warunki brzegowe w BMRS
(x.4)

e uzycie jedyniewewretrznych weztow — staba jakéé

m
u = Z a (U
=1

* uzycie weztow wewretrznychz warunkiem brzegowynrownaniem z obszaru
zapisanym na brzegu

Lu =f, Gy=g, PU0Q
e uzycie weztow wewretrznychi uogoélnionych stopni swobod
m m
4=>am+> pog
. podej@éi_é wielopur:lztlowe
m m
J_Z_llaj L =Jth? U

* uzycie wewretrznychi dodatkowyctrewrtrznych wztow

my m f’uf
TEDRNE WL 4

» kombinacje powyszych sposobdéw
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Rozwigzanie q

zadania 1D

adania 2h h h 2h h=L

zapomocg 1 2 3 hy o 6
BMRS

sformutowanie lokalne
2
d w_ F(x) = - M( X

L o AW =17, + 224y — 6y~ w

? 30Ch
L L A10w — 1056y + 464y + 150,+ 14 dx’ El
, :_W1_243/V2+2431\I‘1+V\!; M(X):lql_x_l.q)gz_lq)( L_))
: 492h 2 2 2
LW+ 81w, ~164w + 81w+ w
’ 90h®
w, =0
419, - 1056y, + 464u+ 15@,+ 1d 5 qL? W =0 ) _ B i
= L qL
L/ 72 El =0.00860— 3 " =-0.06941
1500(g) W El W, = o.ousz% W El
_ 2 4 2
v+ 81w, - 164w + Bl tw,_ _1gL - Jw=o00104 . Jwi=o ~ dwr,=-0.1250C
9oL 8 El El . El
(%) gL’ w', =-0.01629= qL?
W, = W, w, =0.0086— 4 El w", = _()_0694E
w, =0 w, =0 B -
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Rozwigzanie q
zadania 1D o ) ) o .
Za pomoca 1 ¢ 2 3 2 > =5

BMRS D

sformutowanie wariacyjne

—JL' w'v'dx= JL. fCv dx
0 0

w(0)=w(L)=0 9 0 )
_ _ W, =W \,— V W, —W, \,— V. 1( .~ 1
V(O)_V(L)_O -2 ZZhW— 22h 12h+ 3 23 h 2h = 2[—2£ f1V1+ fzvzj 2h+_2( 1:2V2+ fs\é) %
W, W, W, w, w)_ (1 1 j (1 j
V,| ——=+—=—-—= |+ | —=-— | =V, = ,2h+= f,h|+ vy = fh ,O
2( h h hj 3( h hj 2(2 225 BT S 6T e
_ w=w=0
3W2+%:§f2h 1 ° L4
2h h 27y =w, =0.0003=
&_%_1”] El
5 '3 4
h h 2 w3:o.0110%
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ROZWiazanie sformutowanie lokalne sformutowanie wariacyjne
zadania 2D pu Lpe Sty -[FLVELY, 0= [ (X YV
Za PoOMmocCq =0 nado 0 0

BMRS - F=0 nadQ , v=0 nadQ

sformutowanie lokalne

1
- = 2
2/3 O h O 2/3 ~ D F14

h2
O/ -10/3 \
sformutowanie wariacyjne

L - — F9 + I:4 _ F8+ F3 V9+ V4_ V8+ V3 h2 + I:8+ I:9_ F3+ F4 V8+ V9_ V?:i- V4 h2
2h 2h 2h 2h 2h 2h 2h 2h

P:%( v, + fv+ fov+ fv) K

w




