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W tym ¢wiczeniu omoéwimy zagadnienie statyki i drgah podtuznych preta. Do wykonania
obliczen skorzystamy z oprogramowania Matlab oraz pakietu CALFEM. Przed wykonaniem
¢wiczenia prosze zapozna¢ sie z instrukcjg opisujacg instalacje pakietu CALFEM dla
oprogramowania Matlab Online.

Zadanie jest podzielone na trzy czesci: statyka, drgania swobodne i drgania wymuszone.

Na stronie https:/www.l5.pk.edu.pl/~jpamin/dyd/MK/bar_vibrations.m znajduje sie skrypt,
z ktérego bedziemy korzystac podczas ¢wiczenia.

1. Statyka

Rozwazamy pret z obcigzeniem roztozonym p«(x) oraz zadang sitg skupiong P. Przyjmujemy
staty przekrdj A na catej dtugosci preta.
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Sformutowanie lokalne ma postad:

(EAUY) = —p,
wraz z warunkami brzegowymi:

w0) =0 i BADW(l) =P

Na pierwszym wyktadzie przedstawione jest wyprowadzenie sformutowania globalnego, ktére
jest punktem wyjscia w metodzie elementéw skonczonych, dla przypomnienia zapiszmy wzér:

! !
/ w' EAu'dz = [w EAu.’]f] + [ wp,dr Yw plus podst. w.b.
Jo Jo

Naszym celem jest zbudowanie uktadu réwnan wynikajgcych ze sformutowania metody
elementéw skohczonych, rozwigzanie tego uktadu i wyznaczenie wartosci przemieszczenia oraz
sity podtuznej w dowolnym punkcie preta. Uktad réwnan MES jest nastepujacy:

Kd=f

K - macierz sztywnosci, d - wektor stopni swobody, f - wektor obcigzenia.

W programie Matlab Online utworzymy skrypt, w ktérym zapiszemy instrukcje ilustrujgce
wykorzystanie MES do rozwigzania powyzszego zadania. Wszystkie instrukcje, ktére nalezy
wprowadzi¢ zawarte sg w bloku wyréznionym szarym kolorem. Zaczniemy od wyczyszczenia
ekranu, zamkniecia wszystkich otwartych okien, usuniecia zmiennych zdefiniowanych

w przestrzeni roboczej oraz zdefiniowania zmiennej symbolicznej x:

ele

close all
clear
sSyms Xx;


https://www.l5.pk.edu.pl/~jpamin/dyd/MK/bar_vibrations.m
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Nastepnie definiujemy modut Younga, pole przekroju poprzecznego, gestos¢ i dtugosc preta:
E = 210e+9; A = 25e-4; rho = 7800; L=1;

Zaktadamy obcigzenie ciggte zalezne od x oraz Sciskajacg site skupiong na konhcu preta:
px=4.0e6*x; P=-1e6;

Teraz dokonujemy dyskretyzacji - dzielimy obszar na Nel elementéw, w wyniku otrzymamy

Nel+1 weztéw. W kazdym weZle mamy jeden stopien swobody - przemieszczenie w kierunku

X. Ponizszy rysunek przedstawia dyskretyzacje obszaru na dwa elementy wraz z numeracjg
elementéw, weztéw (kolor czerwony) i stopni swobody (kolor niebieski).
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W programie zapiszemy liczbe elementéw (Nel), liczbe stopni swobody (Ndof)
oraz wspétrzedne weztéw (coord):

Nel = 20; Ndof = Nel+l; coord=linspace (0,L,Ndof);

Mamy rozwigzac ponizszy uktad rownan:

Kd=f

W pierwszej kolejnosci przygotujemy globalng macierz sztywnosci KG i globalny wektor
obcigzenia £G. Wymiar macierzy sztywnosci i wektora obcigzenia zalezny jest od liczby stopni
swobody w uktadzie:

KG=zeros (Ndof, Ndof) ;
fG=zeros (Ndof, 1) ;

Nastepnie uwzgledniamy site skupiong zadang na kohcu preta - stopieft swobody w ostatnim
weZle bedzie miat numer Ndof, dlatego wpisujemy instrukcje:

fG (Ndof) = P;

Mozemy teraz przejs¢ do gtéwnego algorytmu MES, ktéry sktada sie z nastepujgcych krokéw:
e w kazdym elemencie wyznaczyc¢:
o wspoétrzedne weztdéw elementu,
o funkcje ksztattu dla elementu,
o macierz sztywnosci elementu, ktérg nastepnie nalezy zagregowa¢ do macierzy
globalnej,
o wektor obcigzenia elementu, ktéry nastepnie nalezy zagregowac¢ do globalnego
wektora obcigzenia.
e uwzgledni¢ warunki brzegowe i rozwigza¢ uktad rownan wyznaczajgc wartosci
przemieszczen i reakcji w weztach,
e w kazdym elemencie wyznaczy¢ wartosci sity podtuznej.
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W pierwszym kroku konieczne jest wykonanie obliczeh w kazdym elemencie, dlatego
zastosujemy petle for z licznikiem iel oznaczajacym numer elementu:

for iel = 1:Nel

end
Jasnoniebieski prostokat oznacza instrukcje, ktére wpiszemy w petli for.

Wyznaczamy wspétrzedne weztéw, element o numerze iel ma poczatek w wezZle iel,
a koniec w wezle iel+1, dlatego wspétrzedne zapisujemy:

X1l=coord(iel); x2=coord(iel+l);

W kazdym elemencie mamy zdefiniowane dwie liniowe funkcje ksztattu:

Ny T — s
T1 — o

i\,"2 r—
AT / b b J
M A'\Q (?1.) = » .
Ty — X1
N' = [Ny, Vo)

Wprowadzamy odpowiednie wzory w skrypcie, zapisujemy dwie funkcje ksztattu w formie
wektora oraz obliczamy wektor pochodnych funkcji ksztattu B:

Nl=(x-x2)/(x1-x2); N2=(x-x1)/ (x2-x1);
N=[N1 N2]; B=diff (N);

Wektor pochodnych funkcji ksztattu potrzebny jest do obliczenia macierzy sztywnosci w danym
elemencie:

K= / BTEABCdz®

wykorzystujgc obliczenia symboliczne i funkcje pozwalajgcg na catkowanie w zadanym
przedziale (int) obliczamy macierz sztywnosci elementu:

Kel=int (B'*E*A*B, x1,x2) ;
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Wektor obcigzenia dla elementu obliczamy korzystajgc ze wzoru:

fe _/ _ Neprd:L.e

T

W skrypcie zapisujemy:

Fel=int (N'*px, x1,x2);

Po obliczeniu elementowej macierzy sztywnosci i wektora obcigzenia powinnismy dokonad
agregacji, czyli do globalnej macierzy sztywnosci doda¢ w odpowiednie miejsca wartosci
z macierzy elementowej, podobnie postepujemy dla wektora obcigzenia. Proces agregacji

ilustruje ponizszy rysunek:

=0

W celu dokonania agregacji skorzystamy z pakietu CALFEM, ktéry zawiera instrukcje assem
odpowiedzialng za agregowanie macierzy i wektora prawej strony. Konieczne jest zdefiniowanie
wektora edof, ktéry opisuje element - podajemy numer elementu oraz numery stopni

swobody dla tego elementu:

edof=[iel, iel, i1el+1];

Nastepnie korzystamy z procedury assem:

[KG, fG]=assem (edof, KG, Kel, £G,Fel) ;
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Na tym kohczymy pierwszy etap algorytmu MES, przechodzimy do uwzglednienia warunkéw
brzegowych i rozwigzania uktadu réwnan. W tym celu skorzystamy z funkcji solveq pakietu
CALFEM. Zapisujemy warunek brzegowy podajgc numer stopnia swobody i zadang wartos¢,
w tym przypadku z lewej strony preta mamy zablokowane przemieszczenie, czyli pierwszy
stopien swobody ma zadang wartos¢ 0:

bc =[1,0];
Rozwigzujemy uktad réwnah - wyznaczamy przemieszczenia:
u=solveq (KG, £G, bc) ;

Nastepnie rysujemy rozwigzanie:
figure (1) % displacement
title('displacement function')
plot (coord,u, 'linewidth', 2)
grid on, xlabel('x'), ylabel('u')

Po wyznaczeniu rozwigzania przechodzimy do ostatniego kroku algorytmu MES, czyli
wyznaczenia wartosci sity podtuznej w elementach. Ponownie skorzystamy z petli for, ktéra
bedzie odpowiedzialna za iteracje po poszczegdlnych elementach:

for iel = 1:Nel

end

Site podtuzng wyznaczamy na podstawie wzoru:

N — EAU.-‘E: u!f: - Bf:de

zatem w petli musimy obliczy¢ pochodne funkcji ksztattu oraz wyznaczy¢ wektor
przemieszczen dla elementu. Wartosci sity podtuznej obliczymy w punktach posrednich danego
elementu. Wyznaczamy wspétrzedne weztéw elementu:

xl=coord(iel); x2=coord(iel+1l);

Odczytujemy przemieszczenia w weztach elementu - czyli wybieramy sktadowe wektora u
onumerach ieliiel+1:

| ul=u(iel); u2=u(iel+l); |

Definiujemy punkty posrednie w przedziale [x1,x.]:

| xi=linspace (x1,x2,10); |
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Zapisujemy wzory na pochodne funkcji ksztattu w elemencie:

dN1=1/ (x1-x2) ;
dN2=1/ (x2-x1) ;

i obliczamy site podtuzna:

Shxi=A*E* (ul*dN1+u2*dN2) ;

nastepnie rysujemy wykres sity podtuzne;j:

figure (2), plot(xi,Shxi,'b.'), hold on
title ('normal force function elementwise')
xlabel ('x'"'"), ylabel ('N%e')

grid on,

2. Drgania swobodne
W drugiej czesci ¢wiczenia zmodyfikujemy wczesniej przygotowany skrypt, aby wyznaczy¢

wartosci i postaci drgan podtuznych preta.
Mamy do rozwigzania nastepujacy uogdlniony problem witasny:

KA = w’MA
K- globalna macierz sztywnosci po uwzglednieniu podstawowego w.b.

M - globalna macierz mas po uwzglednieniu podstawowego w.b.

w - czestos¢ drgan witasnych

A - wektor amplitud drgan

W skrypcie przygotowujemy zmienna, ktéra bedzie przechowywata macierz mas:

KG=zeros (Ndof, Ndof) ;
MG = zeros (Ndof, Ndof);

fG=zeros (Ndof, 1) ;
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W petli po elementach dodajemy instrukcje, ktére obliczg elementowa macierz mas i zagreguja
te macierz do globalnej macierzy mas. Aby obliczy¢ elementowg macierz mas korzystamy ze
wzoru:

M= / NT pAN dz®

W pierwszej petli iterujgcej po elementach dodajemy instrukcje:

for i = 1:Nel
xl=coord(iel) ;
x2=coord(iel+1);
Nl=(x-x2)/ (x1-x2); N2=(x—-x1)/(x2-x1);
=[N1 N2]; B=diff (N);
Kel=int (B'*E*A*B, x1, x2);
Fel=int (N'*px, x1, x2) ;

edof=[iel, iel, iel+17];
[KG, £fG]=assem (edof, KG,Kel, £G,Fel) ;

Mel=int (A*rho*N'*N, x1,x2) ;
MG=assem (edof,MG,Mel) ;

end

Po obliczeniu globalnej macierzy mas, rozwigzujemy powyzszy uogdlniony problem wtasny,
korzystamy z instrukcji eigen przybornika CALFEM:

[La,Ev]=eigen (KG,MG,bc(:,1));

Nalezy pamietad, zeby uwzgledni¢ warunki brzegowe, dlatego jako ostatni argument funkcji
eigen podajemy numery stopni swobody, gdzie natozone sg podstawowe warunki brzegowe.
W wyniku otrzymamy wektor wartosci wtasnych La oraz macierz postaci drgan wtasnych Ev.
Wektor La zawiera czestosci drgah podniesione do kwadratu, natomiast kolumny macierzy Ev
reprezentujg formy deformacji odpowiadajgce danej czestosci drgah (pierwsza kolumna
odpowiada pierwszej czestosci drgan, druga kolumna drugiej czestosci itd.).

Wprowadzamy instrukcje, ktéra wyznaczy czestotliwosci drgan:

Freg=sqgrt (La) / (2*pi)
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Po wyznaczeniu czestotliwosci i postaci drgan, rysujemy rozwigzanie - narysujemy
maksymalnie cztery formy drgan wtasnych:

figure (3)
title('basic eigen modes')
color=['r', lgl, lbl, lml];

modes=min ([4,Nel]);

for iev=1:modes
subplot (2,2, iev)
plot (coord,Ev(:,iev),color (iev), 'linewidth', 2),
grid on, axis([0,L,-1,1]), hold on
nm=num2str (iev); forma=strcat ('Eigenform ', nm);
xlabel ('x'), ylabel ('Ev')
title (forma)
plot ([0,L], [0,0],'k")

end

3. Drgania wymuszone

W ostatniej czesci ¢wiczenia zajmiemy sie drganiami wymuszonymi, do zadania wprowadzamy
site wymuszajaca zalezng od czasu

Ma+Kd=f
a- wektor przyspieszen weztéw
f- funkcja obciazenia, zalezna od czasu

W tym zadaniu konieczne jest wprowadzenie catkowania po czasie. Do tego celu wykorzystamy
metode Newmarka, ktérej algorytm zdefiniowany jest nastepujgco:

* przyja¢ dane poczatkowe (dla t = 0)
do, do = vy
wyznaczy¢ poczatkowa wartosé przyspieszenia ze wzoru:
Mag = f[) — Kd{)
« w kolejnych chwilach czasowych wyznaczy¢ wartosci:

o przyspieszenia
M + L(A1)?K | agy1 = fr1 — K(dy, + Atvy)
© przemieszczenia
dyi1 = dg + Atvg + 3Aa,
o predkosci

Vi1 = Vi + Atag
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Naszymi danymi sg globalna macierz mas i macierz sztywnosci oraz poczatkowa wartos¢ sity
wymuszajgcej obliczone na podstawie statyki oraz poczgtkowe przemieszczenia i predkosé.

Zacznijmy od zdefiniowania powyzszych danych. Najpierw uwzgledniamy podstawowy warunek
brzegowy - wusuwamy z macierzy mas i macierzy sztywnosci pierwszy wiersz
i pierwszg kolumne, natomiast z wektora prawej strony usuwamy pierwszy element.
Zmniejszamy liczbe stopni swobody o 1 - znamy rozwigzanie w punkcie x=0 (poczatek preta
z zadang blokadg przemieszczenia):

MG(:LI:):[]I MG(:I:L):[]I
KG(:LI:):[]I KG(:I:L):[]I
fG(1)=1[1;

Ndof_ 1=Ndof-1;

W zadaniu przyjmujemy funkcje obcigzenia wg wzoru:

f(t) = F-sin(w-t)

gdzie w to 1.5 najmniejszej czestosci drgan wtasnych, a F to wektor obcigzenia statycznego.
Okreslamy czestotliwos¢ sity wymuszajacej i na tej podstawie obliczamy czestos¢:

freq _imp=Freq(l)*1.5; om=2*pi*freqg imp;

Podajemy czas poczatkowy i kohcowy - w tym przedziale czasowym bedziemy S$ledzi¢
odpowiedz dynamiczng preta:

time=0; t_end=0.002;

Zapisujemy wzor funkcji wymuszajgce;j:

f=inline('sin(o*t) ") ;

Zapisujemy warunki poczatkowe zadania - liczbe krokéw czasowych, wartos¢ kroku czasowego,
zerujemy wektor przemieszczen i predkosci:

N=200; % time steps
dt=(t_end-time) /N;

uu=zeros (Ndof_1,1); vv=zeros (Ndof_1,1);

Wprowadzamy dwa wektory thist i uhist, w ktérych bedziemy przechowywa¢ odpowiednio
historie zmian czasu oraz historie przemieszczen ostatniego wezta:

thist (1)=time;
uhist (1) =uu (Ndof_1);
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W metodzie Newmarka postugujemy sie nastepujgcym wzorem, aby wyznaczy¢ wartosci
przyspieszenia w wezfach:

- 1 o - -
M + E(ﬁtJZK} Ap41 = fk+1 — K(d;, + Atvk)
aby rozwigza¢ ten ukfad réwnan lewostronnie mnozymy przez odwrotnos¢ cztonu:

{1\71 + L(At)2K

dlatego uzyjemy zmiennej pomocniczej Amat:

Amat=MG+1/2*dt"2*KG;
Amat=inv (Amat) ;

Nastepnie zapisujemy petle po kolejnych krokach czasowych:

for itm=2:N+1
time=time+dt;

aa=Amat* (£G*f (om, time) —-KG* (uu+tdt*vv) ) ;
uu=uut+dt*vv+1l/2*dt"2*aa;
vv=vv+dt *aa; thist (itm)=time;
uhist (itm)=uu (Ndof_ 1) ;
end

Zgodnie z algorytmem metody Newmarka, wyznaczymy wartosci przyspieszenia,
przemieszczenia i predkosci w kolejnych chwilach czasowych.

Na koncu rysujemy wykres historii zmian przemieszczenia ostatniego wezta:

figure (4)
plot (thist,uhist, 'r', 'linewidth',2), grid on, hold on
xlabel ('"t"); ylabel ('u(l,t)");



