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Zakres prezentacji

Stacjonarny przeptyw ciepta w 3D
m Model - sformutowanie mocne
m Model - sformutowanie stabe

m Réwnania MES

Dobér funkcji aproksymacyjnych

m Funkcje ksztattu dla zagadnienia 1D
m Funkcje ksztattu dla zagadnienia 2D
m Funkcje ksztattu dla zagadnienia 3D
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Problem stacjonarnego przeptywu ciepta w 3D

Podstawowa niewiadoma - temperatura 7T’

q n m prawo przewodnictwa cieplnego
T Fouriera

Wm=an q=-DVT

m wektor gestosci strumienia ciepta
a={t gy ¢} W/m?]
m wektor gradientu temperatury

or [T

3% Ox Oy 0z
V= a% m macierz przewodnictwa cieplnego
= D = {ki;} [W/(mK)]
vT Gesto$¢ strumienia wzrasta ze wzrostem gra-
,q\/ dientu temperatury.
R Ciepto ptynie od wyzszej do nizszej temper-
zimno ciepfo atury.

M
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Bilans cieplny dla stacjonarnego przeptywu ciepfa

[lo$¢ ciepta generowanego = ilo$¢ ciepta wyptywajacego

/de:/qndS YV
1% S

f — gestod¢ zrédta ciepta — ilos¢ ciepta dostarczana ciatu
na jednostke objetosci i czasu [J/(m3s)=W/m3]

Wykorzystujac twierdzenie Greena—Gaussa—Ostrogradskiego o catkowaniu

przez czesci

dq, 0 dq.
/QndS:/andS:/ diquV:/ o My | 9=\ gy
s S 1% v | Oz oy 0z

/de:/qudv VV = Viq=f VxeV
14 vV
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Problem stacjonarnego przeptywu ciepta w 3D

Réwnania przeptywu ciepta

Réwnanie przewodnictwa (sformutowanie mocne)
VIDVT)+f=0 vxeV

+ warunki brzegowe
o =9 'n=7g na Sy~ naturalne w.b.(Neumanna)

T=T na St— podstawowe w.b. (Dirichleta)

Dla materiatéw izotropowych macierz D przyjmuje forme D = kI

FPT PT PT f

0 — réwnanie Poissona

Ox? * 0y? * 072 * k

Dla materiatéw izotropowych bez zrédta ciepta
0*T N 0*T N 0*T _ g
ox2  Oy?2 022

— réwnanie Laplace'a

| Rl iwl
N

G2
\/\E

A
auaa!

/]
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Stacjonarny przeptyw ciepta w 3D

Weighted residual method

/ w (VHDVT)+ f)dV =0 Vw #0
\%

/ wVT(DVT)dV + / wfdV =0
174 174

Sformutowanie stabe
=
—/(vw)TDVTdV+/w(DVT) ndS+/ wfdV =0
1% S Vv
dn
—/ (Vw)TDVTdV — / wqtn dS—l—/ wfdV =0
% S} 1%

/(Vw)TDVTdV:—/ wqdS — W Gn dS+/ wfdV  Yw
1% 1%

Sq A ST R
naturalny w.b. niewiadoma wtérna

VY [y KTl
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Problem stacjonarnego przeptywu ciepta w 3D

Sformutowanie mocne
VEDVT)+f=0 VxeV

+ warunki brzegowe
th=qn=7q na Sq

T=T naST

Sformutowanie stabe

/ (Vw)TDVTAV = — / wqdS — / wq,dS + / wfdV  Yw #0
\% Sq St v
+ podstawowy warunek brzegowy

T=T na ST

Y [ KTl
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Problem stacjonarnego przeptywu ciepta w 3D
| Ukfad réwnaiMES |

Uktad réwnan MES

T = NO - aproksymowana funkcja temperatury

N — wektor funkgcji ksztattu (aproksymacja globalna)

® — wektor weztowych wartosci temperatury

VT = BO® - aproksymowana funkcja gradientu temperatury
B = VN - macierz pochodnych funkgji ksztattu

w =wTNT — aproksymacja funkcji wagowej (Vw = Bw)

/ (Vw)"™DVTAV = — / wgdsS — / wq,dS + / wfdV  vYwT
1% Sq St 1%
KO =f, +f

K:/ BTDBAYV, fb:—/ NTgdS— [ NTq,ds, f:/ NTfdv
1% Sq 1%

St

ANy \_\ISle]j
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Dobér funkcji aproksymacyjnych

Podstawowe kroki algorytmu MES

Zbudowanie sformufowania mocnego
Transformacja do sformutowania stabego
Wybér aproksymacji poszukiwanej funkcji

Wybér funkcji wagowej (zazwyczaj podejécie Galerkina)

M
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 1D

1 Zbudowanie sformutowania mocnego

d Ade +f=0
dx dx B

+ warunki brzegowe
& =¢q dlazg (np. zq=0)
T=T dla zp ( np. zp =1)

2 Transformacja do sformutowania stabego

/ldw kL) do = (wA)|  7- (wAg)
Oa ax—w q — \WAGy

z=0
+ podstawowy warunek brzegowy
T=T dla zp ( np. xp =1)

M
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 1D

T

3 Wybér funkeji aproksymujacych Tit-e

Funkcja liniowa \
Tj -k ------

T(z) = o1 + azz = P’ T, 2
= [14], aez[al] |
0%)
T°(z) = Nf (z°)T; + N{(z°)T; = N°©° . Ny ()
e e[ . e/ e e Tz > ¢
N¢ = [Nf(z%) N2(z%)], © :lT'] . "
J
Nje(xe)
dT° _ ege  ge_ ON°_ [dNF AN 1
dee ~ 0 T T dae | de® dae 0° e

Funkcja kwadratowa

T¢(x) = a1 + aox + azz® = Baf i Cx‘j T
a PR
& =[1 z 2%, a®=| a
O(3 1 jNie(xe)
aje
N° = [N;(z°) N;(z°) Ni(z9)], ©° = | T A» 2
Tk 0° x5 I°
. Ni (z°)
dTe dINe dN§g dN§ dNg f 1
dae ’ dae des doedise ~_ 7

M
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — Zagadnienie 2D

1 Zbudowanie sformutowania mocnego

VI(DVT)+f=0 V¥xecA

+ warunki brzegowe
w=q'n=4q na I'y

A~

T=T na ' T

2 Transformacja do sformutowania stabego (h - grubos$¢ konfiguracji)

/A (Vw)"™DhVTAA = — /

whE]\dF—/ whqndF—i—/ whfdA
T, e A

+ podstawowy warunek brzegowy

T=T nal'r

M
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3 Wybér funkcji aproksymujacych
Element tréjweztowy

T¢(x,y) = a1 + ez + azy = Pa’

aq
® =[1z yl, a® = | a
a3
T¢(x,y) = N (2% y°)T; + N5 (2, y°) T+
+ Ng (2%, y°)T, = N°O°

Ne — [Nie(xe,ye) N;(xe’ye) N]S(xe’ye)]’
T‘
o = | T
Tk

~

M
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 2D

5 » . e.g. for Ny(z°,y°)
3 Wybér funkcji aproksymujacych Ni(z8,48) = 1

Element tréjweztowy N;(22,y¢) = 0
\Ygrdy9) —

N® = [N7 (2, y) Nj (2%, y°) Ng(«®y°)] Ni(zf, yr) =0

Ni(xe7ye) Nj(a:e7ye) Nk(xevye)
7
1
k ye ; k Y
xz° , xz° T
J

Wyznaczenie wspétczynnikéw funkgcji ksztattu
N;(z°,y°) = a1; + a2,2° + a3;y°

1

e

TjYk —TkYj

1 xX; Y; Q14 1 &1 = 2Pa
_ L Yi Yk
1 Tj Y a9; = 0 — Qg; = PN
g T —T4

A KThl/
o .| "i;/j-“
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 2D

Trojkat Pascala [— element trojweztowy

97 Y
x2 75 y?
i %y xy® v’
2y 2y oy
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 2D

Kryteria zbieznosci - wymagania dla aproksymacji

m zupetnos¢ — aproksymacja musi by¢ w stanie reprezentowac dowolne
pole state i dowolny staty gradient pola

m zgodno$¢ na granicach miedzylementowych / styku elementéw
(dostosowanie) — aproksymacja musi by¢ ciagta na granicach miedzy
elementami

) (] T
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 2D

3 Wybér funkcji aproksymujacych
Element czteroweztowy

T(z,y) = af + a5z + a5y + ajry = Pa’
®=[1zyzyl, a =

Te(x,y) = Ni'(«°,y°)T; + N5 («°,y°) T3+
+N]§(xe’ye)Tk +Nle(xe;ye)ﬂ — Ne@€

N = [Nf(z€,y°) Nj (2%, y°) Ng(z©y) N (2% y°)]
©° = {T; T; Ty T}

KT
4 "i;/i-“
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 2D

e.g. for N;(z°, y°)
3 Wybér funkcji aproksymujacych Ni(z5,y;) =1
Element czteroweztowy (prostokatny) Ni(z5,y5) =0

© e(.e e ef..e e e(.e e el e e Ni(zk,yx) =0
N :[Nz(x7y)Nj(x7y)Nk(x7y)Nl(x7y )] N@(QZ? yzs):()

Ni(:B,y) :.W Nl(lﬂay) = o) =y

i ab ab

VT® =B°O°
ON€
oxe

B¢ =
ON€©
oy¢
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 2D

Trojkat Pascala [— element czteroweztowy
1

x Y
x? Ty y?
3 :1:2y :I:y2 y3
z By 2%y pd o
1
x Y
z2 Ty y?
3 x2y J;y2 y3
:174 :c3y x2y2 $y3 y4
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 3D

1 Zbudowanie sformutowania mocnego

VIDVT)+f=0 vVxeV

+ warunki brzegowe
mw=q'n=7g na Sq

A~

T=T na St

2 Transformacja do sformutowania stabego

/(Vw)TDVTdV = —/ wqdS — qudS—i—/ wfdV
1% Sq St 1%
+ podstawowy warunek brzegowy

T:f na ST

M

]
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Dobér funkcji aproksymacyjnych — zagadnienie 3D

3 Wybér funkcji aproksymujacych
T*(z,y,2) = of + asz + afy + aj2
Te($7 Y, Z) = Nie(xev ye7 Z6>Ti + Nje(xe7 ye7 Ze)Tj

+ N]S(xea ye’ ze)Tk + Nle(xea ye7 ze)ﬂ
_ Ne@e

Element szescioscienny

T(2,y,2) = af + aga + Sy + af+
+ agzy + agyz + ozxz + agxryz

M
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