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I X OBLICZENIOWE MODELE MATERIALOW:
SPREZYSTOSC, PLASTYCZNOSC, ZARYSOWANIE

Jerzy PAMIN, Andrzej WINNICKI

Wstep

Rozdziat przedstawia przeglad podstawowych modeli materialéw inzynierskich, obejmujacy
og0lne sformutowania tréjwymiarowe, pewne aspekty modeli dla zagadnien dwuwymiarowych
i proste jednoosiowe reprezentacje. Oméwione zostaly sprezystosé, plastycznos¢ i zarysowanie.

Stowa kluczowe: sprezystosc, plastycznosé, zarysowanie, metoda elementéw skonczonych

1. Wprowadzenie

Rozdziat przedstawia przeglad podstawowych modeli materiatéw inzynierskich, ze szczegdl-
nym uwzglednieniem betonu. Skupiono si¢ na ogélnych sformutowaniach tréjwymiarowych,
pewnych aspektach modeli dwuwymiarowych i jednoosiowej reprezentacji modeli. Opracowa-
nie ma stanowi¢ pomoc dla projektantéw dziatajacych w zakresie inzynierii ladowej. Dlatego
tez autorzy starali si¢ przedstawia¢ problemy w sposéb prosty, ktadac raczej nacisk na jasnos$¢
wyktadu niz na precyzj¢ sformutowan. Dla celow dydaktycznych kazdy prezentowany model
przedstawiono w reprezentacji jednowymiarowej. Z bardzo szerokiego zakresu wiedzy doty-
czacego poszczegllnych modeli starano si¢ wybrac elementy przydatne w inzynierii ladowe;. I
tak Swiadomie ograniczono si¢ w catym opracowaniu tylko do sformutowan dla matych od-
ksztatceni, uwazajac, ze sformutowanie dla skonczonych odksztatceri jest niezbedne np. dla
specjalistow od przerdbki plastycznej metali, ale rzadko znajduje zastosowanie w inzynierii
ladowej. Przy omawianiu modeli rys rozmytych starano si¢ doktadniej oméwié sformutowania
dwuwymiarowe, gdyz sa one najczesciej uzywane w praktyce — gléwnie dla ptyt i powtok przy
zastosowaniu warstwowych elementéw skonczonych.

W p. 2 oméwiono najczegsciej stosowany model teorii sprezystosci. W p. 3 przedstawiona
zostata teoria ptynigcia plastycznego, adekwatna w modelowaniu metali i o§rodka gruntowe-
go, a takze, w pewnym zakresie, betonu. W p. 4 podano podstawowe informacje nt. modeli
zarysowania, uzywanych przede wszystkim w symulacjach zachowania si¢ betonu.

Rozdziat stanowi cato$¢ wraz z Rozdzialem X, gdzie oméwione zostang teoria uszkodzenia
1 zwigzany z modelowaniem ostabienia i zniszczenia struktury materiatéw problem lokalizacji
odksztatcen. Ponadto zostang tam przedstawione dwa przyktady nieliniowych analiz konstruk-
cji zelbetowych, przebicia plyty i zarysowania chtodni kominowej, wraz z podsumowaniem obu
rozdzialow.
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Rysunek 2.1. Wykresy zaleznosci naprezenia od odksztalcenia dla sprezystosci

2. Sprezystosé

Najczgsciej stosowanym modelem materiatu jest model sprezysty. W tym opracowaniu ograni-
czymy si¢ do teorii hipersprezystosci, por. [1-5].

Rozpoczniemy od przypomnienia definicji wielkosci potrzebnych do zapisania zwigzkéw
konstytutywnych, charakteryzujacych mechaniczng odpowiedZ materiatu. Sa nimi tensor od-
ksztalcenia € = {¢;;} i tensor naprezenia o = {o;;}. W klasycznej teorii s3 to tensory syme-
tryczne. W jednowymiarowej reprezentacji zwiazkow dla zagadnienia rozciagania preta bedzie-
my korzysta¢ z odksztalcenia liniowego (wydtuzenia wzglednego) € i naprezenia rozciagajacego
o.

OdpowiedzZ materiatu jest definiowana jako sprezysta jesli naprezenie jest funkcjq jedynie
odksztalcenia

o =o€ (2.1)

i nie zalezy od historii deformacji, ktérej nie towarzyszy dyssypacja energii. Oznacza to, ze
na rys. 2.1(a), przedstawiajacym jednowymiarowa zalezno$¢ naprezenia od odksztalcenia i re-
prezentujacym nieliniowa sprezystos¢, material zachowuje si¢ tak samo przy obciazeniu i przy
odciazeniu.

Rys. 2.1(b) pokazuje szczegdlny, ale najczgsSciej wykorzystywany przypadek liniowej spre-
zystosci czyli prawo Hooke’a.

Budujac ogdlna teori¢ hipersprezystosci postulujemy istnienie potencjatu energii odksztat-
cenia W(e) i obliczamy naprgzenie jako pochodna tego potencjatu

oW (e)

o= 2.2)

Ograniczajac si¢ do teorii liniowej przedstawiamy prawo Hooke’a w postaci

o=D°:¢€ (2.3)

w ktérym D¢ = {ij 41} jest tensorem czwartego rzgdu opisujacym sztywnoS$¢ sprezysta mate-
riatu 1 spetniajacym warunki symetrii. W artykule stosujemy notacj¢ tensorowq i dwukropek :
oznacza skrécenie po dwoch wskaznikach, tzn. réwn. (2.3) w zapisie wskaZznikowym ma postac
0ij = Djjpi€x1, W Ktorej sumowanie jest wykonywane po wskaznikach % i [ zgodnie z konwen-
cja sumacyjna Einsteina. Jesli material odksztalca si¢ inaczej w réznych kierunkach poddany
takiemu samemu obcigzeniu, nazywany jest anizotropowym i wéwczas D° = D°(a) (a ozna-
cza wektor kierunku).
Przyjmujac energi¢ odksztatcenia w postaci

W:%GSDeIG 2.4)
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réown. (2.2) prowadzi do zwiazku fizycznego (2.3). Jesli ograniczymy rozwazania przez zaloze-
nie izotropii materiatu, energia odksztalcenia jest funkcja 3 niezmiennikéw tensora odksztalce-
nia, por. [4], a tensory naprezenia i odksztalcenia maja te same kierunki giéwne. Dla izotropo-
wej liniowej sprezystosci mozna wyprowadzi¢ prawo Hooke’a w postaci

o = eyl + 2Ge 2.5)

gdzie \ i GG to stale sprezystosci (Lamego), €, = €11 + €22 + €33 0znacza czg¢$¢ objetosciowa
tensora odksztalcenia (dylatacje), a I to tensor jednostkowy drugiego rzedu.

Powyzszy zwiazek mozna przedstawi¢ w postaci dwoch zaleznoSci obowiazujacych dla
czgSci dewiatorowych i objetoSciowych tensoréw naprezenia i odksztalcenia. Przypominamy

definicj¢ dewiatora odksztatcenia

1
€dev — € — gevolI (26)

i oznaczamy analogicznie obliczony dewiator napre¢zenia przez o 4.,. Prawo Hooke’a mozna
zapisaé jako 2 réwnania
Odev = 2G’edev ) Ovol = 3K€v01 (27)

przy czym K oznacza modut sprezystosci objetoSciowej. W rodwnaniach liniowej teorii spre-
zystosci dla materiatu izotropowego wystepuja zawsze 2 statle Lamego. Mozna stata A\, modut
Kirchhoffa GG i stata K wyrazi¢ przez modut Younga F i wsp6tczynnik Poissona v

vE E E
A:(1+y)(1—2u)’ G:2(1+u)’ K =s0-w) 28)

W przypadku jednowymiarowym prawo Hooke’a wyraza si¢ zaleznoScia przedstawiong na
rys. 2.1(b)
o= Fe 2.9)

gdzie E to modul Younga. Zwracamy jeszcze uwage na szczegllny przypadek wazny z punktu
widzenia dalszej analizy: dla materiatéw niesciSliwych €., = 0 modut Poissona zmierza do 0.5
v — 0.5, a modul SciSliwosSci do nieskonczonosci K — oo.

Jesli zalozymy, ze zachowanie sprezyste materiatu zalezy od temperatury (temperaturg ab-
solutng bedziemy oznaczaé przez T'), nalezaloby uwzgledni¢ zalezno$¢ od niej parametréw
materiatu (np. modutu Younga) i rozszerzalnos¢ cieplna. Przy zalozeniu izotropii otrzymujemy
zwiazek termosprezystoSci w postaci:

o=DT): (e-¢€"), € =aAT (2.10)

gdzie « jest wspotczynnikiem rozszerzalnosci cieplnej, a AT jest przyrostem temperatury po-
nad temperatur¢ w stanie poczatkowym, charakteryzujacym si¢ zerowymi odksztalceniami i
naprezeniami.

3. Plastycznos¢

Przedstawiona w tym punkcie tematyke mozna znaleZ¢ migdzy innymi w pracach [3, 6-10].
Szczegétowe omdwienie zagadnien algorytmicznych wraz z rozszerzeniem na przypadek du-
zych odksztalcen zawieraja np. prace [4, 11]. Zagadnienia lepkoplastycznosci prezentowane sg
migdzy innymi w pracach [8, 11,12].
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Rysunek 3.1. Proces czynny i bierny w teorii plastycznosci

Podstawowym zatozeniem przyjmowanym w sprezysto-plastycznym opisie materiatu przy
zatozeniu matych odksztalcen jest addytywne rozbicie predkosci odksztalcen na czgs$¢ sprezysta
i plastycznag

eE=¢€"+¢€ (3.1)

W powyzszym zapisie kropka oznacza rézniczkowanie po czasie € = %. W przypadku opisu
sprezysto-plastycznego bez elementdw lepkich czas ma charakter wylacznie umowny i stuzy do
jednoznacznego zdefiniowania programu obciazenia. Otrzymane wyniki nie sa zalezne od czasu
i koficowa relacja o = o (€) otrzymana w wyniku scatkowania oméwionych ponizej réwnan
predkosciowych nie bedzie zalezata od czasu fizycznego.
Podstawowy zwiazek fizyczny dla czgsci sprezystej predkosci odksztalcen pozostaje taki
sam jak dla opisu sprezystego
o=D°:¢ (3.2)

Cala teoria plastycznoSci sprowadza si¢ w zasadzie do sformutowania odpowiednich zwiagzkéw
definiujacych czegs¢ plastyczna predkosci odksztatcenia €”. W tym celu wprowadzamy pojecie
potencjatu plastycznego g(o) sformutowanego w przestrzeni naprezen jako funkcja wypukta
i postulujemy, ze czgs$¢ plastyczna predkosci odksztalcenia musi by¢ w przestrzeni naprezen
prostopadta do powierzchni potencjatu plastycznego

o M e
Nalezy zauwazy¢, ze gradient powierzchni potencjatu plastycznego jest obliczany dla aktu-
alnego stanu naprezenia, czyli, ze punkt reprezentujacy aktualny stan naprgzenia w przestrze-
ni naprezen musi naleze¢ do powierzchni potencjatu plastycznego. Stad wynika, ze potencjat
plastyczny jest zdefiniowany z doktadnoScia do stalej i nie mozna sformutowaé zaleznoSci
g(o) = 0. Réwnanie (3.3) okresla wytacznie kierunek czes¢ plastycznej predkosci odksztatce-
nia. Jej warto$¢ wynika z postulatu, ze w trakcie procesu plastycznego aktualny stan naprgzenia
powinien znajdowac si¢ na powierzchni plastycznosci — rys. 3.1.
W sposéb najbardziej ogblny powierzchnig plastyczno$ci mozna zdefiniowaé jako wypukia
funkcje skalarng stanu naprezenia zalezng od wektora zmiennych wewnetrznych x opisujacych
ewolucje powierzchni. Dla procesu plastycznego jej warto$S¢ rdwna si¢ zero

e —32909) _ 0 %(0) (3.3)

Flo,k)=0 (3.4)

Sformutowanie powierzchni plastycznosci wedlug réwn. (3.4) jest ogdlne. Czgsto wystarczaja-
ce jest wprowadzenie tylko jednego parametru wzmocnienia/ostabienia x 1 powierzchnia pla-
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stycznosci z izotropowym wzmocnieniem/ostabieniem ma formg

F(o,k) = f(o) — f,6(k) =0 (3.5)

gdzie f, jest poczatkowa granica plastycznosci przy jednoosiowym Sciskaniu i/lub rozciaga-
niu, §(k) jest bezwymiarowa funkcja wzmocnienia/ostabienia rosnaca lub malejaca wraz ze
wzrostem k. Poczatkowa warto$¢ funkcji wzmocnienia/ostabienia wynosi §(0) = 1. Przypadek
tzw. wzmocnienia kinematycznego, kiedy to powierzchnia plastycznoSci przesuwa si¢ ruchem
sztywnym w przestrzeni napr¢zen bez zmiany wymiarow jest opisywany wzorem

Flo,k) = f(oc —0o¢(k) — f,=0 (3.6)

gdzie tensor naprgzenn wstecznych oo(k) opisuje przesunigcie powierzchni. Wigkszos$¢ po-
wierzchni plastycznosci formutowanych dla materiatéw quasi-kruchych (w szczegdélnosci dla
betonu), dla ktérych charakterystyczne sa wyrazne rézne poczatkowe wartosci wytrzymato-
Sci na $ciskanie f. i rozciaganie f;, a takze rézna jest ich ewolucja w procesie wzmocnie-
nia/ostabienia materialu ma postac

F(O‘, K) = f (0-7 fcéc(’f)v ftat(’i)) -1=0 (37)

Wprowadzone w réwn. (3.7) dwie niezalezne funkcje wzmocnienia/ostabienia 6. i d; pozwa-
laja opisa¢ w niezalezny sposob rozny charakter wzmocnienia/ostabienia przy odpowiednio
Sciskaniu i rozciaganiu. Nalezy podkresli¢, ze nazwa wzmocnienie izotropowe odnosi si¢ wy-
facznie do ewolucji powierzchni plastycznosSci i nie ma nic wspdlnego z izotropia materiatu.
Uzycie teorii plastyczno$ci zawsze prowadzi do naprezeniowo indukowanej anizotropii mate-
riatu. Jezeli material nie ma wyréznionych kierunkéw i jest poczatkowo izotropowy, to funkcja
plastycznosci F'(o, k) nie moze w sposéb dowolny zaleze¢ od tensora naprezenia, tylko musi
si¢ da¢ wyrazi¢ poprzez niezmienniki tensora naprezenia lub naprezenia gléwne. Przeciwnie,
w przypadku opisu materialu o wyréznionych kierunkach materialnych funkcja plastycznosci
moze w arbitralny sposéb zaleze¢ od poszczegdlnych sktadowych stanu naprgzenia podanych
w ustalonym uktadzie odniesienia. Przyktadowo funkcja plastycznosci o formie

F(o,k) =011 — f,0(k) =0 (3.8)

bedzie opisywata material majacy granice plastycznosci f, na Sciskanie i rozciaganie w kie-
runku zdefiniowanym przez wersor o sktadowych (1,0,0) w ustalonym materialnie uktadzie
odniesienia i1 jednocze$nie majacy nieskonczenie wielka wytrzymatos¢ we wszystkich innych
kierunkach.
Ewolucja zmiennych stanu wewngtrznego jest zwiazana z warto$ciag mnoznika plastyczne-
go wedtug wzoru
k= \p(o,K) (3.9)

Calkowite wartosci zmiennych stanu wewnetrznego, wystepujace w definicji powierzchni pla-
stycznosci w rown. (3.4), dla danej chwili czasowej ¢ otrzymujemy droga catkowania po czasie

t
n:/gu (3.10)
0

Dla procesu plastycznego, kiedy to naprgzenia pozostaja na powierzchni plastycznosci przez
pewien czas t; < t < ty (tzn. kiedy w tym przedziale czasu spelniona jest zalezno$¢ (3.4))
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z warunku stacjonarnoS$ci funkcji plastycznosci wynika bezposrednio skalarny tzw. warunek
Prandtla nazywany tez warunkiem konsystentnosci

oF . 9OF . OF . OF -
8—U.a+a—n~n—a—a.a+a—n-p(a,m)/\—0 (3.11)

Wprowadza si¢ pojecie uogdélnionego modutu plastycznego definiowanego jako

OF

Flo,k) =

H=——. 3.12

i jednoczesnie definiuje si¢ gradient do powierzchni plastycznosci w przestrzeni naprezen jako
oF

n-=— (3.13)
do

Wykorzystujac uogdélniony modut plastyczny H mozemy skalarny warunek Prandtla zapi-
sa¢ w formie '
n:oc—H\=0 (3.14)

Jednoczesnie trzy pierwsze rownania dotyczace plastycznosci (3.1-3.3) moga by¢ przedstawio-
ne w formie
o =D°: (¢ —\m) (3.15)

Nalezy zauwazy¢, ze uklad rownan (3.14-3.15) stanowi w formie predkosciowej kompletny
uktad rdwnan konstytutywnych opisu sprezysto-plastycznego. Dla zadanej predkosci odksztat-
cenia € poszukujemy predkosci naprezenia o 1 mnoznika plastycznego A. Mamy wigc 7 niewia-
domych (uwzgledniajac symetri¢ tensora naprgzen) i 7 rGwnan.

W celu wyeliminowania mnoznika plastycznego A i uzyskania wytacznie réwnar taczacych
o z € wygodnie jest odwréci¢ zaleznos¢ (3.15), co prowadzi do wzoru

é=(D°) 6+ Im (3.16)
Rozwiazujac réwn. (3.14) z uwagi na mnoznik plastyczny A podstawiajac wynik do réwn. (3.16)

otrzymujemy predkosciowe réwnanie podatnosci w formie

1
é= (De)’1+ﬁm®n o (3.17)

gdzie ® oznacza iloczyn tensorowy. Zastosowanie wzoru Shermana-Morrisona do odwrdcenia

rOwnania podatnosci prowadzi do wzoru na predkoSciowe réwnanie sztywnosci

(D°:m)® (n:D°)
H+n:D°:m

oc=D®:¢, D?®=D°-— (3.18)

Podane wyzej wzory dotycza ogdélnego przypadku tzw. plastycznosci niestowarzyszonej
gdzie odrebnie definiuje si¢ powierzchnie plastycznosci F'(o, k) = 0 i potencjatu plastycznego
g(o). Przypadek specjalny stanowi tzw. plastyczno$¢ stowarzyszona, gdzie definiuje si¢ wy-
tacznie powierzchnig plastycznosci F'(o, k) = 0, oblicza si¢ jej gradient n = g—g, a nastgpnie
przyjmuje sig, ze kierunek czesci plastycznej predkosci odksztatcerh w przestrzeni naprezen jest
prostopadty do powierzchni plastycznosci co prowadzi do utozsamienia tensora m z gradien-
tem mn, czyli m = n Wdéwczas sprezysto-plastyczny operator styczny dany réwn. (3.18) jest
symetryczny.

Powyzsze wzory sa prawdziwe wylacznie dla procesu czynnego, tzn. takiego w ktérym
w pewnym okresie czasowym zachodzi tozsamos$é F'(o, k) = 0. Dla takiego procesu mnoznik
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Rysunek 3.2. Zalezno$¢ naprezenie-odksztatcenie dla przypadku jednowymiarowego

plastyczny przyjmuje wartosci nieujemne A>0.W przypadku procesu biernego (odciazenie),
gdy F(o,k) < 0, z definicji przyjmuje sig A =0, predkosé odksztalcen plastycznych jest
réwna zero €’ = 0, a zwiazek predkoSciowy naprezenie-odksztalcenie ma charakter czysto
sprezysty

oc=D°:¢ (3.19)
Wymogi stawiane dozwolonym warto$ciom funkcji plastycznosci i mnoznika plastycznego czg-
sto zapisuje si¢ formalnie jako warunki Kuhna-Tuckera

A>0, F(o,k)<0, AF(o,k)=0 (3.20)

W przypadku skalarnego wzmocnienia/ostabienia parametr « jest zwykle definiowany w for-
mie predkoSciowej jako zastepcze odksztatcenie plastyczne (parametr Odqvista) [13]

i = \/2ep : ép:)\\/2m:m (3.21)
3 3

lub jako praca plastyczna .
k=0oc:=Xo:m (3.22)

Réwnania (3.21) 1 (3.22) sa prostymi przyktadami réwnania ewolucji zmiennych stanu we-
wnetrznego (3.9).

Zwiazki sprezysto-plastyczne przybieraja bardzo proste formy dla przypadku jednowymia-
rowego, patrz rys. 3.2. Wéwczas nie ma rozréznienia pomigdzy plastycznos$cia stowarzyszona,
a niestowarzyszong. Najprostsza forma funkcji plastycznosci z liniowym wzmocnieniem ma
postac

F(o,k)=0—(fy,+hr)=0 (3.23)
Odpowiadajaca réwn. (3.23) funkcja wzmocnienia ma postaé
h
5(k) =1+ —K (3.24)
ty

Zaktada si¢ r6wnowazno$¢ parametru « z mnoznikiem plastycznym s = A Gradienty funkcji
plastycznoscei 1 potencjatu plastycznego maja postac m = n = 1, a predkos¢ odksztalcenia
plastycznego wynosi € = \. W efekcie predkosciowy zwiazek podatnosci (3.17) ma postac

€ = [Ll? + ]11] o] (3.25)
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a jego odwrotnos¢ (3.18) to

E-FE
h+ E

E-h
h+E

o= {E— ]é:ETé, Ep = (3.26)
Posta¢ zwiazku sprezysto-plastycznego dla przypadku jednowymiarowego jednoznacznie wska-
zuje, ze element sprezysty z modulem sprezystosci E jest szeregowo polaczony z elementem
plastycznym o module wzmocnienia/ostabienia h. Szeregowos$¢ potaczenia elementéw wynika
W oczywisty sposob z podstawowego zatozenia, ze odksztalcenie jest suma czesci sprezystej
1 plastycznej, por. rown. (3.1).

Zwiazek sprezysto-plastyczny mozna tatwo rozszerzy¢ na przypadek oddziatywania tem-
peratury wprowadzajac podobnie jak w sprezystoSci dodatkowe odksztatcenia swobodne ter-
miczne €”(7T') i dodatkowo zakladajac, ze powierzchnia plastycznosci jest réwniez funkcja tem-
peratury F'(o, k,T'), co umozliwia opis termicznego ostabienia/wzmocnienia materiatu. Otrzy-
mujemy wowczas podstawowy uktad rownan

. . OF .
n:o— HA+5T=0 (3.27)
o =D°: (€ - \m—&(T)) (3.28)

Réwnie tatwo mozna rozszerzy¢ sformutowanie sprezysto-plastyczne na sformutowanie
sprezysto-lepkoplastyczne zaktadajac wprowadzenie dodatkowych zmiennych stanu o charak-
terze lepkim 7, ktérych predkosci zalezne sa od pochodnej po czasie mnoznika plastycznego

i1 = Aq(o, ) (3.29)
Woéwcezas rownanie Prandtla przybiera postac
n:o—H\—S\=0 (3.30)
gdzie uogdlniony modut lepkoplastyczny S ma postac

OF

S =5, alom) (3.31)

Roéwnanie (3.30) jest rOwnaniem rézniczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu na A i musi
zosta¢ odpowiednio scatkowane na danym kroku przyrostowym. Jednoczesnie predkosciowe
rOwnania naprgzenie-odksztatcenie (3.15)

o =D°: (¢ —\m) (3.32)

pozostaja bez zmian — oznacza to, ze czton lepki wptywa na warto$¢ predkosci odksztatcenia
lepkoplastycznego (poprzez warto$¢ )\), ale nie na kierunek, ktory jest standardowo definiowany
poprzez tensor m. Przedstawione tutaj podejScie lepkoplastyczne nosi nazwe lepkoplastyczne-
go modelu konsystentnego (z uwagi na wykorzystanie w nim réwnania Prandtla). Dalsze in-
formacje na jego temat mozna znalez¢ w [8, 14]. Oprécz modelu konsystentnego istnieja dwa
bardzo znane i szeroko uzywane opisy lepkoplastyczne — teoria lepkoplastycznoS$ci Perzyny
i teoria lepkoplastycznosci Duvauta-Lionsa [8, 12].

W niniejszym opracowaniu nie opisujemy szczegétowych algorytméw catkowania nume-
rycznego réwnan predkosciowych sprezysto-plastycznych. Ponizej podajemy tylko w zwarte]
formie standardowy algorytm w przypadku procesu czynnego. Pominigto poczatkowy fragment
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Tablica 3.1. Algorytm catkowania réwnan przyrostowych naprezenie-odksztatcenie

1. Obliczanie residuéw dla naprgzen, zmiennych wewnetrznych i funkcji pla-
stycznos$ci

r, =o't _ gt — D°: (Ae — A)\mHAt)
r, = K/H_At . Iﬁ',t —G—A)\p

rp = F(o,t+At’ K_’t+At)

2. Prowadzenie iteracji Newtona-Raphsona dla kolejnych wartoéci Aa* az do
spetnienia warunkéw r, =~ 0, r, ~0irp ~ 0

rT = (’ro’ T, rF)

a’ = (o,k,F)

Pl =k (%rk) -Aa" =0
a

3. Obliczenie algorytmicznego operatora sztywnosci

(Q’lzDe:m)®(n:Q’1:De)
H+m:Q ':D°:n

D} =Q':D°—

alg

’F
=0 +A\D®*: —
Q * Jo Q o

gdzie I jest tensorem jednostkowym czwartego rzgdu

algorytmu stuzacy do rozréznienia czy dla zadanego skoniczonego przyrostu odksztatcen Ae
proces ma charakter czynny czy bierny. Nalezy zauwazy¢, ze dla uzyskania kwadratowej zbiez-
nosci algorytmu iteracyjnego dla przyrostu obciazenia na poziomie analizy konstrukcji za po-
moca MES globalna macierz sztywnosci powinna by¢ budowana przy uzyciu algorytmicznego
operatora sztywnosci DZIZDQ, a nie stycznego operatora sztywnosci wedtug rown. (3.18).

Ponizej podamy kilka powszechnie stosowanych i przydatnych w praktyce powierzchni
plastyczno$ci. Do opisu metali przydatna jest powierzchnia Hubera-von Misesa przedstawiona

narys. 3.3(a)
3

~Odev - Odev — fy(s("{) =0 (333)
2
i powierzchnia Treski-Guesta (wyrazona w naprezeniach gtdwnych z uporzadkowaniem o3 <
o9 < 01)

oy — o3| — f,0(k) =0 (3.34)

gdzie f, oznacza poczatkowa granice plastycznosci przy jednoosiowym Sciskaniu/rozciaganiu.
W obu przypadkach stosuje si¢ zwykle plastyczno$¢ stowarzyszong. Moze by¢ réwniez celo-
we uzycie potencjatu plastycznego w postaci Hubera-von Misesa dla warunku plastycznosci
Treski-Guesta w celu uniknigcia probleméw numerycznych zwigzanych z wystgpowaniem kra-
wedzi powierzchni plastycznosci powodujacych nieciagtosé gradientu.

Dla opisu gruntéw i materiatéw quasi-kruchych (w szczegdélnosci betonu) bardziej przydat-
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Rysunek 3.3. Powierzchnie: a) Hubera-von Misesa i Treski-Guesta, b) Mohra-Coulomba i Druckera-
Pragera

na jest dwuparametrowa powierzchnia Coulomba-Mohra przedstawiona na rys. 3.3(b)
S ]o1 — o3| + 3(01 + 03)sing — cosgcd (k) =0 (3.35)

W przypadku gruntéw wartos$ci kata tarcia wewnetrznego ¢ i poczatkowej kohezji ¢ sa
zwykle znane z do§wiadczenia. Dla betonu standardowo dane sa wytrzymatosci na jednoosiowe
Sciskanie f. i narozcigganie f;. W takim przypadku mozna postuzy¢ si¢ wzorami

sing = ; J_r f{ c= Y/ .t (3.36)

Powierzchnia Druckera-Pragera jest powierzchnia stozkowa w przestrzeni naprezen (rys. 3.3)

dang wzorem
§a'dev D Odev T+ %ao_vol - 65("’{/) =0 (337)
V2

Dwa parametry « i 3 moga by¢ dobierane na r6zne sposoby. Jesli znamy wartosci kata tarcia
wewngetrznego ¢ i kohezji ¢ to mozna uzy¢ wzoréw

6sing _ 6cosg

C T3 sing’ 7T 3—sing”

(3.38)
W tym przypadku stozek Druckera-Pragera jest zewngtrznie opisany na powierzchni Coulomba-
Mohra, tak jak to przedstawiono na rys. 3.3. Wymusza to zgodno$¢ wytrzymatosci na jedno-
osiowe $ciskanie f,. i dwuosiowe rozciaganie f;; w plaskim stanie napr¢zenia dla obu hipotez.
Jednakze wytrzymatosci na jednoosiowe rozciaganie f; i dwuosiowe $ciskanie f.. w ptaskim
stanie naprgzenia nie leza na wspdlnych krawedziach i ich wartosSci sa r6zne dla obu hipotez.

Dla betonu w ptaskim stanie naprg¢zenia, kiedy znane sa wytrzymatosci na $ciskanie f. i na
rozciaganie f; parametry « i 3 mozna wyznaczy¢ ze Wzorow

o f c f t . f cf t
a=3 , =2
f c T f t f c T f t
Dla tak dobranych parametréw powierzchnia Druckera-Pragera przechodzi doktadnie przez

punkty w przestrzeni naprezen opisujace jednoosiowe wytrzymatosci na $ciskanie f. i narozcia-
ganie f;. W tych punktach przecina si¢ z powierzchnia Mohra-Coulomba o parametrach danych

B (3.39)
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opis sprezysto-plastyczny
(powierzchnia Pragera-Druckera)

Rysunek 3.4. Powierzchnia Druckera-Pragera w plaskim stanie napre¢zenia dopasowana do wytrzyma-
tosci f. i f.. oraz dwa sposoby reprezentacji rozciagania

rown. (3.36). W tym przypadku nie zachodzi zgodnos$¢ wartosci kohezji i kata tarcia wewnetrz-
nego dla hipotez Druckera-Pragera i Mohra-Coulomba. Kazda z powierzchni ma inny wierz-
chotek w przestrzeni naprgzen i obie powierzchnie przecinaja si¢ wzajemnie bez wspdlnych
krawedzi stycznych — rys. 3.3(b) nie oddaje w tym przypadku rzeczywistoSci. Wada hipotezy
Druckera-Pragera z parametrami zdefiniowanymi réwn. (3.39) jest znaczne przeszacowanie no-
$nosci w zakresie dwuosiowego Sciskania w ptaskim stanie naprezenia. W zwiazku z tym jako
rozwigzanie alternatywne proponuje si¢ dopasowanie powierzchni Druckera-Pragera do jedno-
osiowej f. i dwuosiowej f.. wytrzymatoSci na $ciskanie w ptaskim stanie napr¢zenia. Prowadzi

to do wzoréw
a:3fcc_fc ﬁ: fccfc
2fcc_fc’ 2fcc_fc
Poniewaz tak dobrana powierzchnia w sposéb nieakceptowalny przeszacowuje wytrzymato$¢é
na jednoosiowe rozciaganie f; konieczne jest jej uzupelnienie od strony rozciggan hipoteza

Rankine’a

(3.40)

o1 — fibi(K) =0 (3.41)

lub modelem rys rozmytych [15]. Powierzchnia plastycznosci zdefiniowana réwn. (3.37) wraz
z (3.40) 1 (3.41) posiada w przestrzeni napre¢zen 4 platy — jeden powierzchni Druckera-Pragera
1 trzy ptaszczyzny wedtug hipotezy Rankine’a. Istnienie wielu ptatéw powierzchni (taki sam
problem zwiazany jest z powierzchniami Treski-Guesta i Mohra-Coulomba) wymaga zastoso-
wania specjalnego podejscia dla punktéw lezacych na krawedziach. Wtasciwy sposéb postepo-
wania w takim przypadku mozna znalezZ¢ migdzy innymi w [8, 11].

Powierzchnia opisujaca dos¢ dobrze wiasciwosci betonu zaréwno przy Sciskaniu, jak i przy
rozciaganiu, a przy tym gtadka jest powierzchnia Hoffmana (rys. 3.5)

3
~Odey | Odey + 010y — a2 = 0 (3.42)
2

W powyzszym rownaniu wystgpuja dwa parametry a;, ao dobrane tak aby powierzchnia byta
dopasowana do jednoosiowych wytrzymatosci na Sciskanie f. i na rozciaganie f;. Prowadzi to
do wzoréw

a1 = febe(K) — fidi(K), az = fde(k)fidi(k) (3.43)

Zaleta tak sformutowanej powierzchni jest wprowadzenie odrgbnych funkcji wzmocnienia /osta-
bienia dla zachowania sig betonu przy $ciskaniu i rozciaganiu 6.(x) i d; (), co lepiej opisuje rze-
czywisto$¢ niz przyjecie dla betonu pojedynczej powierzchni Druckera-Pragera, gdzie funkcja
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Rysunek 3.5. Powierzchnia Hoffmana

wzmocnienia/ostabienia jest zwiazana wytacznie z parametrem §(x) [14]. To ostatnie podejscie
prowadzi do podobienstwa krzywych wzmocnienia/ostabienia przy Sciskaniu i1 rozciaganiu, co
nie odwzorowuje dobrze rzeczywistych cech betonu. Powierzchnia Hoffmana moze by¢ réw-
niez dopasowana do jednoosiowej f. i dwuosiowej f.. wytrzymatosci na $ciskanie w ptaskim
stanie naprezenia — w tym przypadku konieczne jest jej uzupetnienie o powierzchni¢ Rankine’a,
rown. (3.41), od strony rozciagan. W odréznieniu od powierzchni Druckera-Pragera, ktéra w
przestrzeni naprgzen jest stozkiem o prostych tworzacych, por. rys. 3.3(b), powierzchnia Hoff-
mana ma tworzace paraboliczne, co lepiej opisuje wytrzymatos¢ przy tréjosiowym Sciskaniu.

Nalezy pamigtaé, ze uzywanie powierzchni Mohra-Coulomba, Druckera-Pragera i Hoffma-
na w wersji stowarzyszonej prowadzi dla betonu 1 gruntéw zwykle do znacznego przeszacowa-
nia dylatacji plastycznej. W zwiazku z tym celowe jest ich stosowanie w wersji niestowarzy-
szonej z potencjalem plastycznym danym wzorem

3
g(o) = W + Ao (3.44)

Parametr opisujacy dylatacj¢ @ jest zwiazany z katem dylatacji ) wzorem

6siny

P (3.45)

o =
Wyczerpujaca dyskusje dotyczaca kata dylatacji ¢/ dla gruntéw i betonu zawiera praca [16].
Przeglad modeli plastycznych przydatnych w analizie konstrukcji betonowych i zelbeto-
wych mozna znalez¢ w pracach [10, 17-19]. Szczegblne powodzenie w praktyce zyskal model
betonu oparty na sprzgzonej teorii plastycznosci i uszkodzenia zaimplementowany w pakie-
cie MES ABAQUS, nazwany concrete damaged plasticity (w skrocie CDP), por. [20]. Model
ten skupia si¢ na reprezentacji mechanizméw zniszczenia charakterystycznych dla materialow
quasi-kruchych, opisujac w osobny spos6b wzmocnienie/ostabienie i degradacj¢ sztywnosci
przy rozciaganiu i Sciskaniu. Model uwzglednia ewolucj¢ sztywnosci przy obciazeniu cyklicz-
nym i zalezno$¢ odpowiedzi od predkosci obciazenia. Podstawy teoretyczne modelu pochodza
z prac [21,22]. Parametr uszkodzenia izotropowego (patrz Rozdziat X, punkt po§wigcony teorii
uszkodzenia) jest funkcja naprezenia efektywnego o (wartosci z daszkiem ~ dotycza napre-
zen efektywnych) i dwéch osobno zdefiniowanych parametrow uszkodzenia dla rozciagania
i Sciskania wy (k) 1 we(Ke), co prowadzi do wzoru w = w (6, wy(ky), we(ke)), por. [21]. Uzycie
dwdch niezaleznych parametréw uszkodzenia dla rozciagania i §ciskania pozwala na r6zny opis
degradacji sztywnoSci przy rozciaganiu i $ciskaniu.
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Funkcja plastycznoSci w przestrzeni naprezen efektywnych to uogdlniona powierzchnia

Druckera-Pragera [20]
/3 . A A A
F( ;Jdev * Odevs %Uvola Omaz, Ot Uc) =0 (3.46)

gdzie 7,,,, to maksymalna warto$¢ wilasna tensora naprezen efektywnych. Oczywiscie rézne
funkcje reprezentuja odpowiednio ewoluujaca wytrzymato$¢ materialu przy rozciaganiu i $ci-
skaniu

Oy = ft5t(/ft7 /f't), Oc = fc(sc(/fc, /{c) (3.47)

Pierwsza z tych funkcji wykazje ostabienie, a druga najpierw wzmocnienie, a nastgpnie ostabie-
nie. Niestowarzyszone prawo plynigcia zwiazane z hiperboliczna funkcja potencjatu plastycz-
nego zawiera 3 parametry modelu: kat dylatacji ), tzw. mimosréd (okreslajacy odstepstwo od
linii prostej na ptaszczyznie %&Vol—q/ %&dev : O gev 1 poczatkowa wytrzymatos$¢ na jednoosiowe
rozciaganie f;.

4. Rysy rozmyte

Przedstawiona w tym punkcie tematyka jest opisana migdzy innymi w [8,23]. Modele rys roz-
mytych stanowia alternatywe w stosunku do modeli sprezysto-plastycznych przy opisie mate-
riatéw wykazujacych ostabienie. Podstawowym zatozeniem jest przyjecie, ze w punkcie mate-
rialnym, ktéry ulega zarysowaniu pojawiaja si¢ rysy rozmyte prostopadte do kierunku gtéwnego
odksztalcenia rozciagajacego — rys. 4.1.

Przez rysy rozmyte rozumie si¢ lokalne ostabienie materiatu bez naruszenia ciagtosci prze-
mieszczen. Takie podejscie powoduje, ze pomimo rozmytego zarysowania pozostajemy przy
kontinuum materialnym i nie musimy uzywac podejS¢ znanych z mechaniki pekania [24]. R6z-
nica pomigdzy opisem sprezysto-plastycznym a opisem rys rozmytych jest uzywanie catkowi-
tych wartosci odksztatcen, a nie ich prgdkosci. Powoduje to, ze w przypadku odciazenia (po-
dobnie jak w kontynualnej mechanice uszkodzen) nie pojawiaja si¢ odksztatcenia resztkowe —
rys. 4.2.

Zaktada sig, ze catkowite odksztalcenia sa suma czesci sprezystej € 1 czgsci zarysowane]
€’ (cr jest skrétem od angielskiego stowa crack - rysa)

€=¢€"+€" 4.1)
Dla czgsci sprezystej obowiazuje prawo Hooke’a

4.2)

Rysunek 4.1. Rysy rozmyte
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Rysunek 4.2. Obciazenie i odcigzenie

czg$€ zarysowana

t €y €
Rysunek 4.3. Podzial odksztalcen na czg¢$¢ sprezysta i zarysowanag

Podstawowym problemem w sformulowaniu rys rozmytych jest wtasciwe sformutowanie ma-
cierzy podatnosci C" dla czesci zarysowane;j

e =C": 0o (4.3)

Konicowa posta¢ macierzy podatnosci jest otrzymywana jako suma podatnosci czgsci sprezystej
i czgSci zarysowane]
e=(C°+C"):0=C:0o (4.4)

Zwiazek konstytutywny w formie sztywnosSciowej jest otrzymywany jako odwrotnos¢
oc=(C°+C") "' e=D:e (4.5)

Dekompozycj¢ odksztalcen dla przypadku jednowymiarowego przedstawia rys. 4.3.

Ponizej przedstawimy szczegétowe postacie wzordéw dla przypadku ptaskiego stanu napre-
zenia. W ukladzie wspoirzednych lokalnych zwigzanych z kierunkiem rysy naprezenia 1 od-
ksztalcenia maja nastgpujace sktadowe (w zapisie wektorowym Voigta)

Onn €nn
g = Ot s € = Ett (46)
Tnt Tt

Operator podatnosci sprezystej ma postac (stosujac dalej zapis Voigta)

1 1 —v 0
Ct = o) 2| 0 “4.7)
0 0 2(1+4v)

Dla czgsci zarysowanej bazujac na obserwacjach eksperymentalnych mozna okresli¢ zwiazki
konstytutywne osobno dla sktadowych normalnych i stycznych stanu naprezenia i odksztalcenia
(rys. 4.4). Odpowiednie moduly sieczne sa przedstawione na rys. 4.5.

Omn = D€ T = DM (4.8)

nn’
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Rysunek 4.4. Sktadowe normalne i styczne stanu odksztalcenia w rysie

Onn Tnt
ft
DI DII
> >
cr
Enn

cr
Ynt

Rysunek 4.5. Moduty sieczne normalne i styczne w rysie

Odksztatcenia catkowite w rysie w zapisie Voigta maja tylko dwie niezerowe sktadowe, a ope-
rator podatno$ci ma forme

e 2r 00
e=10 |, C"=|] 0 0 O 4.9
o 0 0 5
Calkowity operator podatnosci jest suma czgsci sprezystej i zarysowane;j
(1 v 0 a7 00
C = | 1 0 +1 0 0 O (4.10)
0 0 2(1+4vw) 0 0 3

W przypadku jednowymiarowym (podobnie jak dla modelu sprgzysto-plastycznego) zalez-
nos$¢ odksztalcenie -naprezenie i jej odwrotno$¢ maja charakter zwiazkéw szeregowych tacza-
cych czg$¢€ sprezysta z czedcig zarysowang

1 1
=(g*p)° D
ED!
- = 4.12
"= Er D 4.12)

Dla ptaskiego stanu naprezenie wygodnie jest wprowadzi¢ modut Scinania (Kirchhoffa),
podany w réwn. (2.8)s, oraz dwa dodatkowe parametry materiatowe p i 3 definiowane jako
DI DII
"=Erpr P arpn
Przy ich wykorzystaniu finalna posta¢ operatora podatnoSci w plaskim stanie naprezenia w
zapisie Voigta ma forme

(4.13)

1—
1 1 —v 0 TE# 0 0
C = o —v 0 + 0 0 O (4.14)
1-8



Odwrotnos$¢ operatora podatnosci czyli operator sztywnosci daje si¢ przedstawi¢ w jawnej po-
staci jako

nE 23 0
. 1—;152 1—gu2
D=C'=| & L. (4.15)
0 0 B¢

Wraz z maleniem sztywnosci normalnej D! przy otwieraniu sie rysy (tzn. zwiekszaniu sie od-
ksztalcenia normalnego w rysie €. ) maleje réwniez warto$¢ parametru p. Zmniejszenie si¢
wartoSci p prowadzi nie tylko do zmniejszenia si¢ sztywnosci normalnej, ale rowniez do osta-
bienia sprze¢zenia pomigdzy kierunkiem normalnym i poprzecznym poprzez zmniejszenie si¢
iloczynu pv w wyrazach poza diagonalg w operatorze sztywnosci.

Nalezy podkresli¢, ze przedstawione powyzej postacie operatorow dotycza lokalnego ukta-
du wspétrzednych definiowanego przez ptaszczyzne rysy 1 wersor normalny do niej. W celu
uzyskania zwigzku napregzenie-odksztatcenie w globalnym uktadzie wspoirzednych nalezy do-
kona¢ standardowej transformacji

ou=(T":D:T):¢ (4.16)

gdzie tensor czwartego rzedu 1" stanowi operator transformacji dla tensoréw napr¢zenia i od-
ksztatcenia przy przejSciu z uktadu globalnego do lokalnego, a o 1 €, 0znaczaja odpowiednio
naprezenia i odksztatcenia w uktadzie globalnym.

Powyzej opisany model jest wlasciwie najprostszym modelem rys rozmytych o tzw. ustalo-
nym kierunku rysy [25]. Jego odpowiednikiem na gruncie teorii plastycznosci jest ortotropowa
funkcja plastycznosci dana réwn. (3.8). W modelu rys o ustalonym kierunku zaktada sig, ze
kierunek normalny do rysy jest niezmienny w przestrzeni i zostaje ustalony za pierwszym ra-
zem, kiedy wartoS¢ najwigkszego odksztalcenia gtdwnego €, przekroczy warto$¢ odksztalcenia
rysujacego ¢, (rys. 4.3). Zatozenie to prowadzi do stosunkowo prostej postaci zwiazku predko-
Sciowego w uktadzie globalnym

g = (T" : Diang : T) : &g (4.17)

gdzie styczny operator sztywnoSci w uktadzie lokalnym wynika po prostu z rézniczkowania
naprezenia wzgledem odksztatcenia

do
Dtang - a (418)

W zapisie Voigta dla ptaskiego stanu naprezenia styczny operator sztywnosSci w uktadzie lokal-

nym ma postac
8Unn 80’nn aa’nn
Oenn, Oett Ovnt

_ | Qou  OQou  Oou
Dtang - O€nn Oett OYnt (4' 1 9)
OTnt OTnt Tt

O€nn Ot Ovnt

Jednoczes$nie jednak zalozenie o niezmiennym w przestrzeni kierunku rys prowadzi do tego,
ze jesli w procesie obciazenia w danym punkcie zmienig si¢ przestrzenne kierunki odksztatcen
gtéwnych to kierunek normalny do rysy przestanie si¢ pokrywaé z kierunkiem najwigkszego
odksztalcenia gtéwnego €,. Wowczas w uktadzie lokalnym rysy pojawia si¢ odksztatcenie i na-
prezenie styczne. Ich wzajemna relacja jest opisana poprzez sieczng sztywnos$¢ GG. Parametr
[ nazywa si¢ czgsto wspdlczynnikiem retencji Scinania (rys. 4.6). Jego poprawny dobdr jest
wazny z uwagi na wyniki obliczei numerycznych. Zbyt duza wartos¢ 5 moze prowadzi¢ do
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sytuacji, kiedy to w rysie wypadkowa warto$¢ naprgzenia bedzie znacznie wigksza od wytrzy-
matosci betonu na rozciaganie f;, co w efekcie moze prowadzi¢ do przeszacowania no§nosci na
szczeblu konstrukcji.

Rozwigzaniem alternatywnym dla modelu rys rozmytych o ustalonym kierunku jest tzw.
model rys obracajacych sig. W tym podejsciu zaktada sig, ze kierunek normalny do ptaszczyzny
rysy nie jest staty w przestrzeni, tylko zawsze jest wspétosiowy z przestrzennym kierunkiem
najwigkszego odksztalcenia gléwnego ¢;. Model ten ograniczony do stanu dwuwymiarowego
jest opisany w [15, 26]. Sformutowanie trojwymiarowe jest przedstawione w [27]. W modelu
rys obracajacych si¢ w rysie nie wystepuja odksztatcenia i naprezenia styczne, lokalne tensory
naprezenia 1 odksztatcenia w rysie maja tylko dwa sktadniki, co w zapisie Voigta przybiera

postac
o= ["““] 6:[6""] (4.20)
Ot €tt
Konsekwentnie operatory podatnosci dla rys obracajacych si¢ maja postacie
1 1 —v A0
e __ er DI
oo L[t ] o] d ] w

Finalny operator podatnosci dla rys obracajacych si¢ bedacy suma czgsci sprezystej i zary-
sowanej ma forme

1 1 —v A0
= — DI
C E[—V 11—1—[0 O] (4.22)
Operator sztywnosci otrzymuje si¢ poprzez odwrdcenie operatora podatnosci co prowadzi do
wzoru
nE uE
D=cCc'= [ 1;%2 1 pu? ] (4.23)
1—pv?2 1—pv?

Przedstawione powyzej formy operatoréw sa prawdziwe dla lokalnego uktadu wspotrzed-
nych definiowanego przez wersor prostopadty do plaszczyzny rysy (tj. wersor wpdtosiowy z
kierunkiem najwigkszego odksztalcenia gléwnego €;). Przejscie do globalnego uktadu wspét-
rzednych dokonuje si¢ analogicznie jak w przypadku rys o ustalonym kierunku — réwn. (4.16).
W tym przypadku jednak operator 7" transformuje 3 sktadowe naprgzenia i odksztalcenia w ukta-
dzie globalnym do 2 sktadowych w uktadzie kierunkéw gtéwnych (brak odksztalcen i naprezen
stycznych).

Zwiazki naprezenie-odksztatcenie w formie predko$ciowej dla modelu rys obracajacych sig
dla uktadu lokalnego maja standardowa forme

0 = Dyyn4€ (4.24)
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gdzie styczny operator sztywnoSci przybiera postac

90nn  Onn
] (4.25)

Diang = [ Cclfaﬂ @

denn dett

Przy wyprowadzeniu zwiazku predkosciowego w globalnym uktadzie odniesienia nalezy pa-

migtaé, ze macierz transformacji nie jest stata w procesie obciazenia tylko zmienia swoje sktad-

niki wraz ze zmiang kierunkéw gtéwnych tensora odksztalcen. Prowadzi to do zwiazku trans-
formacyjnego dla predkosSci odksztatcenia w postaci

€ =Teyu + Téy (4.26)

Okazuje si¢ jednak, ze zwiazek predkosciowy naprgzenie-odksztatcenie mozna zapisaé¢ w ukta-
dzie globalnym dla modelu rys obracajacych si¢ doktadnie w takiej samej formie jak dla modelu
rys o ustalonym kierunku, tzn.

g = T" Dion,Téy (4.27)

pod warunkiem zapisania lokalnego operatora sztywnosci w specjalnej formie, ktéra w zapisie
Voigta przybiera postaé [15,26]

donn donn
Cllfnn gﬁtt O
— Ot aott
Dtang - denn dest O (4'28)

Onn—0tt
O 0 Q(Enn*Ett)
W stycznym operatorze sztywnos$ci danym rown. (4.28) wprowadza si¢ trzecig kolumng i wiersz
mimo, ze wartosci predkosci naprezenia i odksztatcenia sa zadane w uktadzie odksztalcen gtow-
nych, co powoduje, ze sktadowe styczne z definicji s zerowe. Wprowadzenie modutu sztywno-
Sci stycznej wiazacej ze soba sktadowe styczne predkosSci odksztatcenia i naprezenia w formie

o Onn — Ot
Tnt =

emn — Ett)%t (4.29)
zapewnia ogélnie, ze catkowite warto$ci odksztatcenia i naprgzenia maja zawsze te same kie-
runki giéwne (tzn. ze uktady lokalne dla odksztatcen i naprezen giéwnych pokrywaja si¢). Mo-
dut sztywnosci dany réwn. (4.29) moze w zaawansowanych stanach obcigzenia mie¢ wartos¢
ujemna.

W modelu rys obracajacych si¢ wypadkowe naprezenie w rysie nigdy nie przekracza war-
tosci f; co sprawia, ze na szczeblu konstrukcji otrzymuje si¢ zwykle nizsza no$nos¢ niz w przy-
padku zastosowania modelu rys o ustalonym kierunku. Nie mozna w ogdlny sposéb odpowie-
dzieé, ktéry z dwoch przedstawionych powyzej modeli rys (o ustalonym kierunku i obraca-
jacych sie) lepiej odwzorowuje rzeczywiste zachowanie si¢ elementéw z betonu. Jak przed-
stawiono wyzej w modelu rys o ustalonym kierunku moze dojs¢ do przeszacowania wartosci
napregzenia w rysie. Z drugiej strony model rys obracajacych si¢ jest modelem bez pamigci prze-
strzennej, gdzie pierwotny kierunek rysy nie jest pamigtany. Rozwiazaniem kompromisowym
taczacym zalety obu modeli (tzn. pamigé kierunkéw poprzednich zarysowan i rozwéj nowych
kierunkéw rys w procesie obciazenia) jest tzw. model wielokierunkowych, nieortogonalnych
rys rozmytych o ustalonych kierunkach [28]. W cytowanej pracy mozna réwniez znaleZ¢ roz-
szerzenie modelu rys rozmytych na przypadek oddziatywania temperatury.

Jak wspomniano wyzej rysy rozmyte mozna réwniez opisywac uzywajac modeli sprezysto-
plastycznych przyjmujac odpowiedni modut ostabienia. Uzywajac modelu z powierzchnig pla-
styczno$ci Rankine’a — réwn. (3.41), mozna na szczeblu punktu materialnego dla procesu
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czynnego dosta¢ wyniki zbiezne doktadnie z modelem rys obracajacych sig¢. Jak jednak wspo-
mniano na poczatku biezacego punktu modele rys rozmytych r6znig si¢ od modeli sprezysto-
plastycznych w opisie odcigzenia. Powoduje to, ze na szczeblu konstrukcji uzycie modelu pla-
stycznego Rankine’a i modelu rys obracajacych si¢ moze prowadzi¢ do znacznie roznigcych si¢
wynikow.
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