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Nieliniowy problem statyki
Wyktad 4 z MKwlL: Rozwigzywanie zagadnien nieliniowych cz.1

KT dua = r; = ft—i-At o ft—l—At

ext int,?

Réwnowaga (notacja Voigta)
LTo+pb=0 wV
on=t na S;

u=1u na S,

Zasada prac wirtualnych (liniowe zwigzki kinematyczne)
/ setodV = / sutbdV + / sutdS Véu
1% 1% s
Dyskretyzacja przemieszczenia u (du analogicznie, de = Léu)
u(x) = N(x)u
Macierzowe réwnanie réwnowagi modelu w kazdej chwili procesu

fint — lext
SOKI, BIM, 2022

A

2 [

2 [

d
{

d
[l

<J

i

/i

<J

KTl
= 1
Zs)

KTl
NS
Zas)



Nieliniowy problem statyki [1,2]
Jesli model liniowo sprezysty o = D¢e
fint(ﬁ) =Ku = feXt — = K_lfext

Jesdli model fizycznie nieliniowy:
oc=D(e)e, o =Dré
oAt =gt + Ac, Ao 1 =Aoc; +do

Ao - przyrost naprezenia wywotany przyrostem obcigzenia
do - korekta przyrostu w iteracji

Residuum (nieliniowa funkcja 0; zatozono, ze f..; nie zalezy od 1)
I'(ﬁ) = Text — fint(ﬁ) —0
Cze$¢ liniowa rozwiniecia w szereg Taylora (metoda Newtona)
or
r(+da)~r(a)+ —da=0
(i -+ i) ~ x(i) + o
Krdi=r() = di =K' r(it) - do

Kt = —g—; = % - macierz styczna

YY) [n] KTl
SOKI, BIM, 2022 K¢ [<F] <

Liniowy problem dynamiki - powtérzenie [3]
Wyktad 2 z MKwIL: Réwnania MES dla dynamiki o$rodka ciggtego cz.2

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = F(t)
plus kinematyczne warunki brzegowe + warunki poczatkowe
Rozwiazanie w dziedzinie czasu (to, ty,)
Problem drgan wtasnych bez ttumienia
Md(t) + Kd(t) =0 — (K —w?*M)ds =0
Rozwiazanie w dziedzinie czestotliwosci: w;,da;; 1 =1,...,n; n << N
Wyktad prof. C. Felippy nt. dynamiki uktadu o 1 stopniu swobody

Drgania niepodpartej belki - notatka M. Caresty i prezentacja
eksperymentu http://www.youtube.com/watch?v=XkmgMkDKAyU

/Zmiana oznaczen:

d=u,d=v,d=4a,F = f,
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Drgania wtasne powtoki

walcowej (ANSYS, Bugaj [4]

ELEMENTS

MODEL ZBIORNIKA Z WARUNKANI BRZEGOUYMI

AN

BODAL 20LUIION

e
33mQ=s0 374
(avo)

- 137324

o
\015258
PIARISZA TORMA TRGAN

3
076291

Az
- 105308

AN

3
137324

WAL S0LUTTON

ETER-L

5
FEREO-114.206
b s

o

m—
030377 0319853
D446 071442

.o1s488
PIATASSROSTR TORMA DRCHT

. 108419

09293 L 123607

1333a5

Drgania

f1 = 90.8 Hz

f5 = f6 = 114.2 Hz
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wymuszone powtoki walcowej (ANSYS, Bugaj [4]
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Nieliniowy problem dynamiki [1,2]
Réwnowaga (pominiete ttumienie)
S Lo (t) + pb = pii(t) wV
~ 1 o(t)n = t(t) na Sy
u(t) =u(t) na Sy

oy s, u(tp) =ug, u(ty)=vo

Zasada prac wirtualnych

/6quﬁdV+/ 5eTa'dV:/ 5udeV+/<5uTtdS Véu
14 Vv 14 S

Dyskretyzacja MES
u(x,t) = N(x)a“(t), u®=Au
Réwnanie bilansu pedu w kazdej chwili czasu
Ma + fing = fexs

Macierz mas

M=) (A)T / pNTNAV A

e e SOKI, BIM, 2022 K¢ [F]

Nieliniowy problem dynamiki
Algorytm niejawny (implicit) catkowania po czasie
Réwnanie bilansu pedu w chwili ¢t + At

Ma + fing = fext

Wektor sit wewnetrznych
fine = » (AT / B'o!™2dV, B =LN

e
e

Przyrost naprezenia
ot =gt + Ao, Ao =DrBAu
Uktad réwnan dla przyrostu

Mét+At + KT Af]. — ft+At . ft

ext int

Macierz styczna

Kp=>) (AT / BTD1BdV A

SOKI, BIM, 2022 PR¢ [<F] 4]



Nieliniowy problem dynamiki

Algorytm niejawny (implicit) catkowania po czasie

Uktad réwnah dla przyrostu w iteracji 1

Mét-l-At + KtT All = t+At ft

ext int
Algorytm catkowania po czasie (np. Newmark) — &4

ft—i-At t+At Mét+At

KroAu; =1 = f; int,0
Aﬁl = KE&I‘O
W kolejnych iteracjach poprawki da; 1

KTi dﬁi—‘,—l =r; = ft—l—At o f't—i-At - Mét+At

ext int,s
dia; 11 = Kolr;
+1 — T L2
Aﬁﬂ_l = Aﬁz —+ dﬁi+1

lteracje wykonywane do spetnienia kryterium zbieznosci
(rébwnowaga zachowana z doktadnoscia do normy btedu).

AN ‘\KJM/
SOKI, BIM, 2022 poxg [ 7

Rozcigganie preta zelbetowego - model uszkodzenia (2D)

Wptyw procentu zbrojenia

Elongation at point A [mm]
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Historia przemieszczenia p. A

Ewolucja miary odksztatcenia € dla 1%
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Nieliniowy problem dynamiki
Algorytm jawny (explicit) dla matych krokéw At

Réwnanie bilansu pedu w chwili ¢

Ma' =, —f!

ext int

Wektor sit wewnetrznych przeniesiony na prawa strone

fine = Z(Ae)T/ B'o!'dV, B=LN

Podstawi¢ wzér z metody réznic skofczonych, obliczy¢ ttT41
ﬁt—}-At o Qﬁt i ﬁt—At
(At)?

Stosuje sie diagonalng macierz mas skupionych (lumped)

~

a =

N Tt

§ : ~t k
Mkk = Mkla ap = M

=1 kk

Jesli trzeba uwzgledni¢ ttumienie (np. typu Rayleigha C = aM + SK),
korzysta sie tez ze wzoru réznicowego na predko$é v'.

A [ KT
SOKI, BIM, 2022 'ﬂ"‘q -Lj S

Nieliniowy problem dynamiki
Algorytm jawny (explicit) dla matych krokéw At

Warunek stabilnosci Couranta na dtugos¢ kroku czasowego

2
At < Atstab —

wmax
Krytyczna dtugosé kroku mozna oszacowac dla elementu

Be £\ 05
Atgtapr, <min —, c¢= (—)
e C P
Metode charakteryzuje odejscie od Sciezki réwnowagi.

Zastosowanie: procesy szybkie lub trudno zbiezne.
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Zadania i pytania

1. Jaka jest definicja sit niezrbwnowazonych w problemie nieliniowym
mechaniki? Wyprowadzi¢ wzér na operator styczny w metodzie
Newtona-Raphsona.

2. Jak oblicza sie wektor sit wewnetrznych f;,; w elemencie
izoparametrycznym, dla ktérego element macierzysty jest opisany
funkcjami ksztattu Ny (&,n,()?

3. Zapisa¢ macierzowe réwnanie roézniczkowe drgan uktadu
zdyskretyzowanego MES z przyktadowymi warunkami brzegowymi i
poczatkowymi. Objasni¢ wystepujace w nim wielkosci. Jak sie je
rozwigzuje numerycznie?

4. Dla ukfadu o 1 stopniu swobody zapisa¢ rownanie drgania
wywotanego ruchem podtoza.

5. Dla uktadu o 1 stopniu swobody zapisa¢ rownanie drgan wtasnych
ttumionych. Przedstawi¢ mozliwe rozwiazania tego réwnania.

SOKI, BIM, 2022 [pRe &Y
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