
PRZYK�AD WYPROWADZENIA SFORMU�OWANIA WARIACYJNEGO

Sformuªowanie lokalne: Znale¹¢ u(x) ∈ C2
, takie »e



















d2u
dx2 + u = g ∀x ∈ (a, b)

du
dx
(a) = c

u(b) = d

W elu wyprowadzenia sformuªowania sªabego mno»ymy obie strony rów-

nania ró»nizkowego przez funkj� testow¡ v i aªkujemy

b
∫

a

(u′′ + u)v dx =

b
∫

a

gv dx

Caªkujemy przez z�±i

−

b
∫

a

u′v′ dx+ u′v|ba +

b
∫

a

uv dx =

b
∫

a

gv dx

−

b
∫

a

u′v′ dx+ u′(b)v(b) − u′(a)v(a) +

b
∫

a

uv dx =

b
∫

a

gv dx

Po uwzgl�dnieniu warunku brzegowego Neumanna u′(a) = c i przyj�iu
v(b) = 0 otrzymujemy

−

b
∫

a

u′v′ dx+

b
∫

a

uv dx =

b
∫

a

gv dx+ cv(a)

Sformuªowanie sªabe: Znale¹¢ u(x), takie »e u(b) = d i

−

b
∫

a

u′v′ dx+

b
∫

a

uv dx =

b
∫

a

gv dx+ cv(a) ∀ v, v(b) = 0

Wspóªzynniki maierzy i wektora elementu oblizamy ze wzorów:

Kel
ij = −

∫

el

ψ′

iψ
′

j dx+

∫

el

ψiψj dx, f eli =

∫

el

gψi dx+ cψi(a)



OBLICZENIA MES DLA STACJONARNEGO PRZEP�YWU CIEP�A

Zastosowa¢ MES do rozwi¡zania zagadnienia Laplae'a (f=0, k=1W/K/m)

w obszarze zdyskretyzowanym dwoma jednakowymi elementami sko«zo-

nymi ([1], [2]) z w�zªami ponumerowanymi jak na rysunku. Przyj¡¢ na z�±i

brzegu (1-2-3) warunki typu Dirihleta T̂ = 20(x2−y2) [oC℄, a na pozostaªej
warunki typu Neumanna q̂ = 100 W/m

2
. Oblizy¢ temperatur� w punkie

A(3, 0.5) i w ±rodku i�»ko±i elementu [2].

PSfrag replaements
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[2]

x

y

Maierz inydenji

element st. swobody

1 2, 4, 1

2 4, 2, 3

Maierze 'sztywno±i' elementów [1℄ i [2℄:

K1 = K2 =







0.5 −0.5 0
−0.5 1 −0.5

0 −0.5 0.5







Wektory 'obi¡»enia' elementów [1℄ i [2℄ wynikaj¡e z naturalnyh wa-

runków brzegowyh:

f1 =







0
100
100






f2 =







141.4
0

141.1







Globalna maierz i wektor:

K =











0.5 0 0 −0.5
0 1.5 −0.5 −1
0 −0.5 0.5 0

−0.5 −1 0 1.5











f =











100
0

141.4
241.4













Uwzgl�dnienie podstawowyh warunków brzegowyh i rozwi¡zanie ukªadu

równa« algebraiznyh Ku = f










0.5 0 0 −0.5

0 1.5 −0.5 −1

0 −0.5 0.5 0
−0.5 −1 0 1.5





















u1 = −80
u2 = 80
u3 = 320
u4











=











1000

0

141.4
241.4











st¡d wektor stopni swobody:

u =
(

−80 80 320 187.6
)T

[oC]

Funkje ksztaªtu elementu [2℄

φ(1)(x, y) = y/2, φ(2)(x, y) = (x+y−4)/(2+0−4), φ(3)(x, y) = (x−2)/(4−2)

Dla takih funkji zahodzi φ(1)(x, y)+φ(2)(x, y)+φ(3)(x, y) = 1 ∀x, y

Aproksymaja MES temperatury w elemenie [2℄

Th(x, y) = u(1)φ(1)(x, y)+u(2)φ(2)(x, y)+u(3)φ(3)(x, y) = 120x+53.81y−160

Po podobnyh oblizeniah dla elementu [1℄ otrzymujemy aproksymaj�

rozw. jak poni»ej.
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Temperatura w wybranyh punktah

Th(A) = 226.9oC, Th(C) = 195.8oC

Warto zauwa»y¢, »e dla ±rodka i�»ko±i zahodzi

φ(1)(C) = φ(2)(C) = φ(3)(C) = 1/3 ⇒ Th(C) =
u(1) + u(2) + u(3)
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