
OBLICZANIE WEKTORA OBCI��ENIA ELEMENTU - ZAGADNIENIE PSO
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Obszar i dyskretyza
ja

P
(e)
i =

∫

∂e∩∂ΩN

N i · t̂ ds, t̂ =

(

0
5x− 10

)

, x ∈ [0, 2], y = 1
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Element [1℄

Skalarne funk
je ksztaªtu w globalnym ukªadzie wspóªrzedny
h:

φ1 = 1− y, φ2 =
x
2 , φ3 = y − x

2

Wektorowe funk
je ksztaªtu i aproksyma
ja rozwi¡zania:

N 1 =

(

1− y
0

)

N 2 =

(

0
1− y

)

N 3 =

(

x
2
0

)

. . . , uh =
6
∑

i=1

N i(x, y)ui

Wektor ob
i¡»enia:

P
(1)
1 =

∫ 2
0 N 1 · t̂ dx = 0

P
(1)
2 =

∫ 2
0 N 2 · t̂ dx =

∫ 2
0 (1− 1)(5x − 10) dx = 0

P
(1)
3 =

∫ 2
0 N 3 · t̂ dx = 0

P
(1)
4 =

∫ 2
0 N 4 · t̂ dx =

∫ 2
0

x
2 (5x− 10) dx = −31

3 kN/m

P
(1)
5 =

∫ 2
0 N 5 · t̂ dx = 0

P
(1)
6 =

∫ 2
0 N 6 · t̂ dx =

∫ 2
0 (1−

x
2 )(5x− 10) dx = −62

3 kN/m



PRZYK�AD ZASTOSOWANIA MES DO KRATOWNICY
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u1

u2
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EA = 100MN Dyskretyza
ja

numer elementu numery w�zªów st. swobody dªugo±¢ L α s=sinα 
=
osα

1 1, 2 >0 4/5

2 2, 3 -90

o

Ma
ierz sztywno±
i i wektor ob
i¡»enia (dla q=
onst!) elementu:

Ke =
EA

L











c2 cs −c2 −cs
cs s2 −cs −s2

−c2 −cs c2 cs
−cs −s2 cs s2











P e =
qL

2











c
s
c
s











Element 1:

K1 = 100











72 96 −72 −96
96 128 −96 −128

−72 −96 72 96
−96 −128 96 128











P 1 =











0
0
0
0











Element 2:

K2 = 100











0 0 0 0
0 250 0 −250
0 0 0 0
0 −250 0 250











P 2 =











0
−40

0
−40













Globalna ma
ierz sztywno±
i i wektor ob
i¡»enia:

K = 100



















72 96 −72 −96 0 0
96 128 −96 −128 0 0

−72 −96 72 96 0 0
−96 −128 96 378 0 −250

0 0 0 0 0 0
0 0 0 −250 0 250



















P =



















0
0
0

−40
0

−40



















Uwzgl�dnienie warunków kinematy
zny
h i rozwi¡zanie ukªadu równa«

Ku = P +W

100





















72 96 −72 −96 0 0

96 128 −96 −128 0 0
−72 −96 72 96 0 0
−96 −128 96 378 0 −250

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −250 0 250







































u1 = 0
u2 = 0

u3
u4

u5 = 0
u6 = 0



















=





















0

0
0

−40

0

−40





















+





















0

0
10
0

0

0





















st¡d obli
za si� wektor stopni swobody:

u =
(

0 0 0.00423 −0.00213 0 0
)T

[m]

Deforma
ja:
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Obli
zenie siª w�zªowy
h (w tym reak
ji):

W = Ku− P

100



















72 96 −72 −96 0 0
96 128 −96 −128 0 0

−72 −96 72 96 0 0
−96 −128 96 378 0 −250

0 0 0 0 0 0
0 0 0 −250 0 250





































∗


















−



















0
0
0

−40
0

−40



















=



















−10
−13.333

10
0
0

93.333





















Tu nale»y narysowa¢ reak
je oraz sprawdzi¢ 
zy rozwi¡zanie speªnia równa-

nia równowagi oraz 
zy przemiesz
zenia s¡ sensowne.

Siªy na ko«
a
h elementów (przyw�zªowe):

Keluel − P el = Qel

Element 1:

100











72 96 −72 −96
96 128 −96 −128

−72 −96 72 96
−96 −128 96 128





















∗










−











∗










=











−10
−13.333

10
13.333











Element 2:

100











0 0 0 0
0 250 0 −250
0 0 0 0
0 −250 0 250





















∗










−











∗










=











0
−13.333

0
93.333










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Na tej podstawie siªy w pr�ta
h:

N1 = 16.667 kN
N2 = −13.333 − 20Lξ2 [kN ]

Na zako«
zenie nale»y sprawdzi¢ równowag� w w�zªa
h.



PRZYK�AD ZASTOSOWANIA MES DLA BELKI

PSfrag repla
ements

1m

2m

2m

1

3

5

2

4

10kN/m

1m 2m

x

y

20MNm

12MN/m

1

2

3

1
m

2

PSfrag repla
ements

1m

2m

2m

1

3

5

2

4

10kN/m

1m

2m
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20MNm
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11 22 3

1
m

2

u1
u2 u3

u4 u5u6

EI = 400MN Dyskretyza
ja

Ma
ierz sztywno±
i i wektor ob
i¡»enia (dla q=
onst!) elementu:

Ke =
2EI

L3











6 3L −6 3L
3L 2L2 −3L L2

−6 −3L 6 −3L
3L L2 −3L 2L2











P e =























qL
2

qL2

12

qL
2

− qL2

12























Element 1:

K1 = 100











48 24 −48 24
24 16 −24 −8

−48 −24 48 −24
24 8 −24 16











P 1 =











0
0
0
0











Element 2:

K2 = 100











6 6 −6 6
6 8 −6 4

−6 −6 6 −6
6 4 −6 8











P 2 =











12
4
12
−4













Globalna ma
ierz sztywno±
i i wektor ob
i¡»e« prz�sªowy
h:

K = 100



















48 24 −48 24 0 0
24 16 −24 −8 0 0

−48 −24 54 −18 −6 6
24 8 −18 24 −6 4
0 0 −6 −6 6 −6
0 0 6 4 −6 8



















P =



















0
0
12
4
12
−4



















Uwzgl�dnienie warunków kinematy
zny
h i rozwi¡zanie ukªadu równa«

Ku = P +W

100





















48 24 −48 24 0 0

24 16 −24 −8 0 0

−48 −24 54 −18 −6 6
24 8 −18 24 −6 4

0 0 −6 −6 6 −6
0 0 6 4 −6 8







































u1
u2 = 0
u3 = 0

u4
u5 = −0.01

u6



















=





















0

0

12
4

12
−4





















+





















0

0

0
20

0
0





















Z dwó
h równa«, które zostaªy po uwzgl�dnieniu warunków kinematy
z-

ny
h, obli
za si� wektor stopni swobody:

u =
(

−0.0115 0 0 0.0230 −0.0100 −0.0240
)T

[m,−]

0 0.5 1.5 2.5

−10

−5

0

x 10
−3
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Obli
zenie siª w�zªowy
h (w tym reak
ji):

W = Ku− P

100



















48 24 −48 24 0 0
24 16 −24 −8 0 0

−48 −24 54 −18 −6 6
24 8 −18 24 −6 4
0 0 −6 −6 6 −6
0 0 6 4 −6 8





































∗


















−



















0
0
12
4
12
−4



















=



















0
−9.20
−6.60
20.0

−17.4
0



















Tu nale»y narysowa¢ reak
je i sprawdzi¢ 
zy rozwi¡zanie speªnia równania

równowagi oraz 
zy przemiesz
zenia s¡ sensowne.



Siªy na ko«
a
h elementów (przyw�zªowe):

Keluel − P el = Qel

Element 1:

100











48 24 −48 24
24 16 −24 −8

−48 −24 48 −24
24 8 −24 16





















∗










−











∗










=











0
−9.20

0
9.20











Element 2:

100











6 6 −6 6
6 8 −6 4

−6 −6 6 −6
6 4 −6 8





















∗










−











∗










=











−6.60
10.8

−17.4
0











Na tej podstawie wykresy momentu zginaj¡
ego i siªy poprze
znej
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+
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M [MNm] Q[MN ]
20

Na zako«
zenie nale»y sprawdzi¢ równowag� w w�zªa
h.



OBLICZANIE WSKA�NIKA B��DU JAWN� METOD� RESIDUALN�

Zagadnienie brzegowe:



















−AEu′′ = q ∀x ∈ (0, 1)

u(0) = 0

u(1) = 0.01

AE = 1000kN
q = AE(6x− 4)/100

Rozwi¡zanie MES (od
inkowo liniowe)

xi 0 0.5 1

ui 0 0.00375 0.01

Residuum we wn�trza
h elementów R = q +AEu′′h = 60x − 40 [kN/m℄

Wska¹niki bª�du:

η1 = h1

√

∫ 1/2

0
R2 dx = 9.344 kNm

1

2

η2 = h2

√

∫ 1

1/2
R2 dx = 3.536 kNm

1

2

S¡ to du»e warto±
i w porównaniu z l||q||0 = 20 kNm
1

2

Poniewa» (wyj¡tkowo) znane jest rozwi¡zanie dokªadne:

u(x) = x2(2− x)/100

mo»na obli
zy¢ bª¡d e(x) = u(x)− uh(x) [m℄

e(x) =







[x2(2− x)− 3
4x]/100 dla x ∈ [0, 0.5]

[x2(2− x)− 5
4x− 1

4 ]/100 dla x ∈ [0.5, 1]

oraz jego (semi)norm� energety
zn¡ (

√

∫

AE(e′)2 dx) w elementa
h:

||e||E,(0,0.5) = 0.08165 (kNm)

1

2 , ||e||E,(0.5,1) = 0.02041 (kNm)

1

2

PREZENTACJA OBLICZANIA WSKA�NIKA B��DU METOD� WYG�ADZANIA

http://www.l5.pk.edu.pl/~witek/zz.pdf

