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Cwiczenie la: Statyka rozeiganego peta - interpolacja liniowa

Dany jest pgt o dlugaci L, zamocowany na lewym kou, obcizony w sposéb jednorodny
ciggty (obcizenie Q) i skupiony (sitaP na prawym swobodnym kou). Pet wykonany jest
z materiatu sgrzystego (modutE), o prostoktnym przekroju poprzecznym (wymiaby d).
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Zastosowa& MES do znalezienia przemieszaz® i rozktadu sit podtanych peta S

Dyskretyzacja MESn weztow, N elementow, N =n stopni swobody (przemieszczenia
poziome wegztdéw).
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Aproksymacja MES: dwie linowe funkcje ksztaltuN,(x), N,(x), o wiasndciach
N, (x)=1,N,;(x,)=0o0raz N,(x)=0,N,(x,)=1

A
v

Wzér na macierz sztywildoi elementu

Ke® = EDA[j:Z(Be)T Bedx (1)

[2x29]

gdzie B°® - macierz pochodnych funkcji ksztatu
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£a" [dNJX(X) dNJX(X)} @
Wz6r na wektor obgizenia elementu (zaginikdw obcizenia elementowego)
Eo=l(N) atex ©
gdzie N° - macierz funkcji ksztattu elementu

Ne =[N No(x) ()

oraz (- obchzenie cigte (state lub zmienne) wzdhelementu.

Schemat agregacji globalnej macierzy sztyﬁmho[N KN ] i globalnego wektora olgienia

[NF ] (z uwzgkdnieniem obcizenia skupionegd®)
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Uwzglednienie warunkow brzegowycl@, =0

Rozwigzanie uktadu rowna(wyznaczenie przemieszazecziowych)

Q - KIQ=F ()

[Ne]
Wyznaczenie wztowych sit podhinych S dla kadego elementu

S*=K°MQ°-F° 6
$=Km (6)
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Wyznaczenie przemieszczenia i sity paatlej w dowolnym punkcie elementu

u(x) = N, (x) [Q; + N,(x) [Q; (7)
dN, (x dN X

s = o0 e+ P g | ®)

Zadanie

Przyjp¢ dane:L = 1 m,E = 207 GPab =d =5 cm,q = 10e2x kN/m (obcizenie

rozciggajpce, liniowo zmienne),P = - 1le2 KN (sitasciskapca) Wykon& obliczenia

komputerowe w programie Matlab dla dowolnej licadgmentdw. Wwietli¢ wyniki dla N
=10.

Wskazowki
W programie w Matlabie wykorzystagetle for oraz nasipujace funkcje:
- do obliczé symbolicznychsyms, diff, int, subs, eval
- do obliczé macierzowychzeros
- do grafiki:figure, plot, title, axis, xlabel, ylabel, legend, hold
- do obliczé MES (z przybornika Calfemgassem, solveq.

Skfadnia funkcjiassem: [K,F]=assem(edof,K,Ke,F,Fe)
Sktadnia funkcijisolveq: [Q,R]=solveq(K,F,bc)

Schemat programu
— otworzy nowy plik, wyczyci¢ pamic (clear all), okno Command Windowclc) oraz
zamkry¢ okna graficzneqose all),
— zdefiniow& zmienry symboliczn X,
- zdefiniow& dane do zadania (E, A, L, q, P),
— okresli¢ liczbe elementéw (N)
— obliczy: liczbe weztdéw (n), liczke stopni swobody (Nss), diugbelementu (h)
— wygenerowéa wspotrzdne weztow (X)
— wyzerowd globalrg macierz sztywnéi (K)
- wyzerowd globalny wektor obaizen (F)
— wpisa wartas¢ sity skupionej do odpowiedniego elementu wektora F
— uruchomé petle po elementach (i)
o okresli¢ wspohrzdng pierwszego wzta i-tego elementu (x1)
okresli¢ wspotrzdng drugiego wzta i-tego elementu (x2)
zapis& wzoér na pierwsg funkcje ksztattu (N1)
zapisa wzor na drug funkcje ksztattu (N2)
obliczy¢ wektor funkcji ksztattu (Ne) [1x2]
obliczy¢ macierz pochodnych funkcji ksztattu (Be) [1x2]
obliczy¢ macierz sztywngri elementu (Ke) [2x2]
obliczy¢ wektor obcizenia elementu (Fe) [2x1]
okresli¢ wektor [1x3] zawierajcy: numer elementu oraz numery jego ss (edof)
dokona agregaciji
- zamkmny¢ petle po elementach

© OO0 O0OO0OO0OO0O0Oo
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- okre&sli¢ wektor warunkéw brzegowych (bc) [1x2] - numer zddowanego sSs i
wartasé przemieszczenia
- rozwigza uktad rowna MES (wyznacz¥ przemieszczenia i reakcje)
- otworzy pierwsze okno graficzne
- narysowa przemieszczenia
- wstawi tytut wykresu, umigci¢ legend i opisy osi X iy
- przetestowadziatanie programu dla zdej liczby elementow N
- otworzy drugie okno graficzne, atzy¢ funkcje hold
- zdefiniow& liczbe punktow paérednich w elemencie M = 10
- uruchomé petle po elementach
o powtdrzy¢ proces obliczenia macierzy sztywoo elementu (z poprzedniej
petli)
wybranie przemieszcaeneztowych i-tego elementu (Qe)
obliczenie sit przywztowych (Se)
generacja punktéw goednich w elemencie (xe)
obliczenie wartéci sity podtwnej w punktach pgednich
rysunek sity podhanej w elemencie
- zamkmy¢ petle
- wstawi tytut wykresu oraz opisy 0si X i y
- przetestowadziatanie programu

O O O O o

Cwiczenie 1b: Statyka rozciganego peta - interpolacja kwadratowa

Program w obecnej formie (dla statyki) rozszérpyinterpolacj kwadratowy w elemencie
skonczonym za pomechierarchicznych funkcji ksztattil, (x) , N,(x) i N;(x), gdzie N,(x)

i N,(x) - liniowe funkcje ksztaltu z poprzedniego warignt N,(X) - "babelkowa"
kwadratowa funkcja ksztattu:

N3(X)=(X—X1)(X—X2) 9)

i i+1

>
»

A

Aproksymacja w elemencie wygla nasgpujaco (a; - dodatkowy stopieswobody):

U(x) = Ny (X) [Q + N,(X) [QZ + N(x) [ary (10)
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dN(X) dN (x) + INs () mg) (12)

S(X) = EDA[é [@; + o

Zmiany w algorytmie sprowadzggic do wigckszych rozmiaréw macierZ)[$x 3]) i wektoréw
elementowych [((x3] lub [3x1]). Natomiast na poziomie catego uktadu konieczret je

wprowadzenie dodatkowego matematycznego (bez netaigi fizycznej) stopnia swobody
a wérodku kadego z elementdw.

Qoo % 2 & Qe oy Qe

O - O - O O - O

1 2 3 4 5 Nss-2 Nss-1 Nss
Wskazoéwki

Wykona kopie pliku, w ktorym znajduje si poprzednio napisany i poprawnie dziatsj

program dla interpolacji liniowej (za pompdwaoch liniowych funkcji ksztattu). Kopipliku

zapis& pod odpowiednji inng nazwg i dokona& niezlgdnych zmian. Wykonaobliczenia dla
okreslonej liczby elementow N, poréwaaezultaty obliczé dla zadania 1a i 1b.

Cwiczenie 1c: Dynamika rozcaganego peta - drgania swobodne

Pret z poprzedniego zadania poddany jest patfm drganiom swobodnym (bez ofgania
zewrgtrznego). Znal& cztery pierwsze estotliwosci drgan wlkasnych oraz odpowiadgge
im postacie drga Obliczenia wykonadla dwoch wariantow rozkenia masy mita - masy
skupionej oraz roztamnej w sposéb goty.

W analizie MES wykorzystywana jest najéziej konsystentna (petna) macierz mas,
obliczania wedtug wzoru (dla elementu)

°=pAl “(N°)" N (12)

o

gdzie p oznacza ¢staé¢ masy elementu (pra). Macierze mas poszczegolnych elementéw
podlegay agregacji podobnie jak macierze sztyéeio

Oprocz macierzy konsystentnej (czyli posiadaj elementy pozaprzekiowe), mana

stosow@ diagonalne macierze mas, wynd@@ z punktowego rozéenia masy (podobnie jak
w zagadnieniach mechaniki budowli)

11 O
[2x2] =P %{O J (13)

Agregacja macierzy sztywsa i mas prowadzi do uogoélnionego problemu wlasnego
poziomie catego uktadu (g8)
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(K-a’M)Q=0 (14)

gdzie w - czstas¢ drgan whlasnych. Z cestasci drgan wilasnych mana wyliczye
czestotliwos¢ f oraz okres drgawtasnych T

w=271f = 2?” (15)

Zadania

Dla prta z zadania la (interpolacja liniowa) pegyjgestas¢ masy p = 7500k—%. Do

m
istniejgcego programu dopiégrocedury znajdgge pierwsze estotliwosci | postacie drga
witasnych, w oparciu o0 macierze mas MES (petne) skapione. Narysowapostacie drga
dla wynikéw MES.

Wskazowki
Obliczenia dla macierzy mas tma zorganizowa w tej samej gtli, co dla macierzy
sztywndaci - przed ptla nalezy przygotowa (wyzerowa) odpowiednie globalne macierze

Mkons = zeros(
Mdiag = zeros(

a nasgpnie wewntrz petli zbudowa& odpowiednie macierze elementowe na podstawie
wzorow (12), (13) i zagregowge do macierzy globalnych (funkcgssem).

W dalszej czsci programu, oprocz wymienionych poprzednio funkajiykorzystaé do
obliczen MES (z przybornika Calfem) funkgjeigen, rozwigzujaca uogolniony problem
wiasny.

Skfadnia funkcji:[L, Q]=eigen(K,M,bc) (L - wartcci wtasne, Q - wektory wiasne (w
kolumnach), K - globalna macierz sztywon M - globalna macierz mas, bcwektor
zawierajcy numery zablokowanych stopni swobody (czyli pigrev kolumna macierzy bc
dla obliczé statycznych).

Dla macierzy petnej:

[L1,Q1] = eigen(
Czestl =

i dla macierzy diagonalnej

[L2,Q2] = eigen(
Czest2 =

Zmienne Czestl i Czes2 oznaagzegestotliwosci drgar wkasnych, ktore naly wyznaczy ze
wzoru (15).

Schemat ogci programu rysujcej postacie drga

figure(

liczba_postaci = min([4 N]);



Stawomir Milewski

Metody komputerowe - laboratorium - instrukcja wgkniacwiczenia 1

for i= % petla po liczbie postaci drga n
subplot(2,2,i);
title([ T M E S num2str(Czest1(i),3)
“fdiag= num2str(Czest2(i),3)]);
hold on
plot( % wykres postaci drga n wiasnych Q1 dla macierzy Mkons
plot( % wykres postaci drga n wlasnych Q2 dla macierzy Mdiag

legend( ‘'kons' ,'diag’ );
end

Przyktadowe rozwizanie - poréwnanie czterech pierwszych postacirovgasnych

fgs = 2-156+03, T, = 2.15e+03 fgs = 6:516+03, f,, = 6.39e+03
1 1
0.5 0.5 | —@ kons
. diag
—@— kons
oo . o
diag \(“
0.5 \M._. 0.5 \L\/

_1 I , _1 . '
0 0.5 1 0 0.5 1
fugs = 1-1e+04, ;. = 1.05e+04 fugs = 158e+04, fy = 1.43e+04

1 1

0.5 0.5

N
OC\N /—o— kons N —05

1 diag ‘ 1 .| —@— kons |,

0 0.5 1 0 0. diag 1

Cwiczenie 1d: Dynamika rozciganego peta - drgania wymuszone

Prosz przyja¢ obchzenie zalene od czasu i wykorzystanetod Newmarka do wyznaczenia
osiowych przemieszcaew ustalonej chwili czasu. Narysowadnistore przemieszczenia w
punkcie x =L . Obliczenia proszwykona dla wariantu aproksymacji z liniowymi funkcjami
ksztattu.

Réwnanie drgawymuszonych swobodnych (bez ttumienia)
MU+ Ku = f (t) (16)

gdzie
- u=u(x,t) - odpowied uktadu,
- f = f (t) - funkcja obcizenia,
- M - macierz mas,
- K - macierz sztywngi.
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Metoda Newmarka:

dane wielkéci poczitkowe: Uy, V, = Uy, 3, = U, =M ™( f,—Ku,)
wartas¢ przyspieszenia:

-1
a., :(M +%At2KJ (o= K Qu, +AtT,)) (17)

wartas¢ predkosci:
Vk+1 = Vk +At @‘kﬂ (18)

wartcsé przemieszczenia:

U, = U, +AL IV, +%At2ak+l (19)

Prosz przyja¢ nastpujace wielkaci:

czestotliwoi¢ obchzenia f : 0.8 najmniejszej estotliwoici dla drga wilasnych
obliczonej za pomaecMES dla petnej macierzy mas,

czestas¢ obchzenia w wg wzoru (15),

obcizenie dynamiczne wg wzort (t) = A, sin(w[ﬂ) , gdzie amplituda obgtenia
A, =F - wektor obcizenia statycznego,

czas pocgtku procesut, =0,

czas kaca procesut, = 0.1,

liczba krokéw czasowychN, =500,

t -t
dtugas¢ kroku czasowego wg wzorfyt = 1—2

t

Uwaga! W przypadku niestabilnych rezultatow, odpowiednioniejszy czas kacowy lub
zwigkszy liczbe krokOw czasowych.

Schemat ostatniej egci programu:

%% DRGANIA WYMUSZONE - METODA NEWMARKA

% uwzgl ednienie w macierzach mas i sztywno sci kin.war.brzeg.
Mkons(1,:) =]; % usuni ecie z macierzy mas pierwszego wiersza
Mkons( % usuni ecie z macierzy mas pierwszej kolumny

K( % usuni ecie z macierzy sztywno SCi pierwszego wiersza

K( % usuni ecie z macierzy sztywno sci pierwszej kolumny

% definicja obci azenia

Czest obc= % cz estotliwo  $¢ obci azenia

W_obc= %czesto $¢ obci azenia

Amp_obc =F( % elementy wektora obci azenia od 2 do Nss

t 0= % czas pocz atku procesu

{1=

% czas ko nca procesu
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% dyskretyzacja osi czasu
Nt= % liczba krokow czasowych
dt= 9% dlugo s¢ kroku czasowego

% metoda Newmarka

Q = zeros(Nss-1,1); % pocz atkowe przemieszczenia w eztow od 2 do Nss
Qv = zeros( % pocz atkowe pr edko sciw eztdw od 2 do Nss

Qa = zeros( % pocz atkowe przyspieszenia w eztobw od 2 do Nss

Q_hist = zeros( % historia Nt przemieszcze A weztdw od 1 do Nss
g_hist = zeros( % historia Nt przemieszcze Awezlax=L

t_hist = zeros( % historia Nt zmian czasu

t_hist(1) =t 0;

g_hist(1) = Q(Nss-1);
Q_hist(1,:) = [0; QI;

czas =t_0;
for i= % petla po krokach czasowych od 2 do Nt
czas = % czas w nast  epnym kroku
Qa_pop = Qa;
Qv_pop = Qv;
Q_pop =Q;
Qa= % nowa warto $¢ przyspieszenia
Qv = % nowa warto $¢ pr edko sci
Q= % nowa warto $¢ przemieszczenia
t_hist(i) = % zapami etanie aktualnego czasu
q_hist(i) = % zapami etanie przemieszczenia ostatniego w ezta
Q_hist(i,}) = [0;Q]; % zapami etanie przemieszcze A wszystkichw  eztéw
end

%animacja drgaj acego pr eta
figure(4);
title( '
xlabel(
ylabel(
for i= % petla po krokach czasowych od 1 do Nt
plot( % wykres przemieszczenia w ezlowego w kolejnej chwili czasu (na osi
x: X, na osi y: i-ta kolumna macierzy Q
axis([0 L min(min(Q_hist)) max(max(Q_hist))]); % stata skala wykresu
pause(0.001)
end

% wykres historii przemieszczenia ostatniego w ezla
figure(5);

plot( % wykres historii przemieszcze A ostatniego w ezta
hold on

grid on

title( '

legend( '

xlabel(
ylabel(



