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1 Wprowadzenie

Rzeczywiste zjawiska fizyczne, zachodzace w konstrukcjach inzynierskich, mozemy skutecznie ana-
lizowa¢ budujac ich odpowiednie modele. Podstawowym modelem, od ktorego zaczyna sie ten
proces, jest model mechaniczny. Stanowi on zbiér hipotez i zatozen upraszczajacych, co do ma-
teriatu, geometrii, warunkow podparcia czy obcigzenia. Im prostszy model, tym tatwiejsza jego
pdzniejsza analiza, ale tez wiekszy blad (zwany bledem nieuniknionym), jaki popetlniamy juz na
tym wstepnym etapie. Kolejnym modelem jest model matematyczny. Jest to opis modelu me-
chanicznego w formalizmie matematyki, czyli relacje pomiedzy rozmaitymi polami fizycznymi,
wynikajace ze wszystkich powyzszych zatozen modelu mechanicznego. Modelem matematycznym
moze by¢ zaréwno réwnanie wariacyjne, problem minimalizacji funkcjonatu czy tez uktad réw-
nan rézniczkowych czastkowych, wszystkie z odpowiednimi warunkami brzegowymi (tzw. problem
poczatkowo-brzegowy), jak i zadanie optymalizacji nieliniowej w obszarze ograniczonym. Bardzo
rzadko daje si¢ tak postawiony problem rozwiagzaé, stosujac metody i przeksztatcenia analityczne
(jak np. bezposrednie catkowanie réwnan). Jest to mozliwe tylko przy wyjatkowo prostej postaci
samego roOwnania oraz ksztalcie obszaru zadania. Najczesciej takie zadanie musimy rozwigzywac
numerycznie, w sposéb przyblizony. Koncowym rezultatem jest zatem model numeryczny, kto-
ry stanowi dyskretny (skonczony) odpowiednik modelu matematycznego i moze prowadzi¢ do,
przyktadowo, uktadu réwnan algebraicznych (liniowych badz nieliniowych) czy tez uogélnionego
problemu wtasnego. Blad, jaki popelniamy na tym etapie, wiaze si¢ zaréwno z dyskretyzacja ob-
szaru zadania jak i aproksymacja nieznanej funkcji, ukrytej pod znakiem odpowiedniego operatora
rozniczkowego. Mozna go kontrolowa¢ o wiele tatwiej niz btad nieunikniony, polepszajac obydwa
wymienione aspekty modelowania numerycznego (tzn. zageszczajac dyskretyzacje lub/i podno-
szac stopien aproksymacji). W dalszej kolejnosci méwi sie tez czasami o modelu informatycznym,
ktorym jest program komputerowy (wtasny lub komercyjny), potrzebny do uruchomienia obli-
czen, opartych o model numeryczny. Pamietajmy, iz kazdy uzyskany wynik liczbowy musi zostaé
poddany krytycznej analizie, by zminimalizowac¢ ryzyko zZle przyjetych parametrow modeli oraz
zwyktego btedu ludzkiego.

Najstarsza metoda, siegajaca konca XIX wieku i stuzaca do budowy modeli numerycznych
probleméw brzegowych oraz poczatkowo-brzegowych jest metoda réznic skoniczonych (MRS). U
jej podstaw lezy zamiana obszaru zadania na siatke weztow (w klasycznej wersji metody: regular-
na; poézniej uogdlnionej do wersji bezsiatkowej - dla dowolnie nieregularnych chmur weztéw) oraz
zamiana operatorow rézniczkowych na réznicowe. Mimo swojej prostoty, wersja klasyczna MRS
mogta stuzy¢ jedynie do rozwiazywania prostych liniowych problemoéow. Dlatego juz od lat 50-tych
XX wieku byta ona stopniowo wypierana przez rodzaca si¢ wtedy metode elementow skonczonych
(MES), o wiele bardziej ogdlna i dajaca sie tatwiej zautomatyzowaé. Dosé powiedzieé, ze ogromny
wysitek, ktory wltozono w rozwijanie MES, zaowocowal tym, iz metoda ta jest podstawa zde-
cydowanej wigkszosci systemow obliczeniowych inzynierii wszelkiego rodzaju, w tym oczywiscie
inzynierii ladowej. Akademicka definicja MES moéwi, iz w metodzie tej dzielimy obszar na proste
figury geometryczne, zwane elementami skonczonymi. Jest to w zasadzie prawda, chociaz w MES
wazne sa takze nastepne etapy, jak budowa aproksymacji nieznanej funkcji w elemencie, sposoby
rozniczkowania i catkowania tej funkcji oraz budowa uktadu réwnan algebraicznych. Wszystko
to wyroznia MES od innych metod obliczeniowych. Warto nadmienié¢, iz MES ma bardzo dobrze
opracowane podstawy matematyczne, w tym kryteria zbieznosci rozwigzania przyblizonego, ale
takze analize btedow, ktora mozna przeprowadzi¢ bez znajomosci rozwigzania Scistego.

W kolejnych rozdziatach przypomnimy sobie, jak wyglada model matematyczny wyjsciowego
problemu, prawidtowo sformutowany dla MES oraz w jaki sposéb buduje sie jego model nume-
ryczny dla tej metody.
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2 Problemy sprezyste 1D

Jednowymiarowos¢ zadania bedzie oznaczaé, iz wszystkie funkcje: niewiadome (przemieszczen,
naprezen, odksztatcen) i znane (obciazenia, funkcje materiatowe), beda funkcjami jednej zmiennej
niezaleznej x, a réwnania rézniczkowe beda réwnaniami zwyczajnymi. Z kolei problem sprezysty
oznacza, iz relacja pomiedzy naprezeniem i odksztatceniem bedzie w petni odwracalna - to znaczy
w konstrukcji nie powstang odksztalcenia trwate (plastyczne), a po zdjeciu z niej obciazenia -
powrdci ona do stanu sprzed deformacji. Konsekwentnie, nie bedzie ona pamietata kolejnych prob
obcigzenia.

2.1 Analiza statyczna konstrukcji pretowych

Obciazenie statyczne to takie obciazenie, ktére przykltadane jest do konstrukeji natychmiasto-
wo, bez uwzglednienia efektéw czasowych. Analiza konstrukeji pod obcigzeniem statycznym jest
tatwiejsza, gdyz rozwazamy zmiane odpowiednich pél mechanicznych jedynie w przestrzeni. Od-
powiedz konstrukcji na dziatanie obcigzenia statycznego odpowiada zatem ustalonej chwili czasu.

2.1.1 Model rozcigganego preta

Rozwazmy zadanie preta poddanego obciazeniom osiowym (wywolujacym rozciaganie lub/i $ci-
skanie), pokazanego na Rys. . Pret jest zamocowany na lewym koncu (z = 0) i swobodny na
koncu prawym (x = L). Znana jest dtugosé preta (L). Zaktadamy, ze pole przekroju A, a takze mo-
dul sprezysty F sa funkcjami klasy C'! potozenia x lub sg liczbami (niezaleznymi od z). Pret moze
by¢ obciazony réwnomiernie obcigzeniem o intensywnosci ¢ = ¢ (), ktéra jest funkcja klasy C°; a
takze skupiong sita P, przylozona w jego swobodnym prawym koncu (w z = L). Przemieszczenia
poziome u = u (), a takze rozklad sity osiowej N = N (z) sa nieznane. Przedstawiony powyzej
model mechaniczny preta opiera sie na licznych zatozeniach dotyczacych jego geometrii, materiatu,
obciazenia i podparcia. Jednak w celu skutecznej analizy analitycznej i / lub numerycznej nalezy
sformutowaé¢ odpowiedni model matematyczny. W wiekszosci przypadkéw (problemy mechanicz-
ne, termiczne, termomechaniczne) mamy do czynienia z trzema typami réwnan, odnoszacymi sie
do pdl fizycznych znanych (obciazenie ¢, P, przypisane przemieszczenia brzegowe ) i nieznanych
(przemieszczenie poziome - u, sita podtuzna (osiowa) lub sktadowa podtuzna naprezenia - N lub
0. = 0, a takze sktadowa podtuzna odksztalcenia - €,, = ¢), czyli

1. réwnanie réwnowagi, ktére wiaze site/naprezenie z obciazeniem zewnetrznym i opisuje réw-
nowage infinitezymalnego elementu o dtugosci dx

— N(z)+ N(z)+dN +q(z)de =0 (2.1.1)

co prowadzi do problemu poczatkowego w postaci réwnania rézniczkowego zwyczajnego
pierwszego rzedu

dN

doe
Jest ono stuszne pod zalozeniem, ze przemieszczenia konstrukeji sa mate (upya, << L, gdzie
Umax t0 Najwieksze przemieszczenie poziome). Innymi stowy, stan nieodksztatcony i stan po
deformacji moga by¢ nierozrézniane od siebie (zasada zesztywnienia). Z kolei gdy zakladamy
duze przemieszczenia, warunek brzegowy z musi by¢ sformutowany dla stanu opisuja-
cego zdeformowany pret. Wtedy L oznaczatoby dtugosé preta po deformacji, w odréznieniu
od jego dtugosci poczatkowej Lg. Jednakze, w opracowaniu zaktadamy, iz Lo = L,

q(x), N(L)=P (2.1.2)
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Rys. 2.1.1: Model mechaniczny preta rozciaganego a) widok calej konstrukeji, b) réwnowaga sit
na odcinku o nieskonczenie matych wymiarach

2. rownanie geometryczne, ktére wigze odksztalcenie z przemieszczeniem i opisuje stan defor-
macji przy zatozonej funkcji ruchu, z odpowiednim warunkiem poczatkowym

du 1 [(du 2 du
_ - ~ 2 — 2.1.
e(x) T + 5 (dx) I u(0)=0 (2.1.3)

Drugi sktadnik po prawej stronie w ([2.1.3)) moze by¢ pominiety przy zatozeniu matych od-

d
ksztatcen (tj., gdy d—u << 1),
x

3. rownanie fizyczne zwane réwniez konstytutywnym, ktore wigze naprezenie z odksztalceniem
i opisuje zachowanie materiatu (poprzez o) poddanemu zewnetrznemu obciazeniu (w postaci
€)

o(x)=FE(z)e(x) (2.1.4)
Jak juz wspomniano, przyjety zostat material liniowo sprezysty - stad liniowa proporcjo-
nalno$¢ w powyzszym rownaniu, chociaz modut sprezystosci £ moze zmieniaé si¢ wzdtuz
dhugosci preta. Dodatkowo, z definicji naprezenia o, mamy

N
)= A

(2.1.5)

Podstawiajac o z (2.1.5)) do (2.1.4) i wykorzystujac relacje dla € z (2.1.3) w (2.1.2)), otrzymujemy

_ 4 (EAdu> = q(2) (2.1.6)
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Zaktadajac, iz sztywnos$¢ podtuzna jest stala wzdtuz dlugosci preta (EA = const., gdzie E -
modut Younga, a A odpowiada polu powierzchni przekroju poprzecznego pryzmatycznego preta),
otrzymujemy

d*u du

—EAﬁ:q(x), ze(0,L), u(0)=0, EA% (L)y="P (2.1.7)

albo wykorzystujac alternatywny, uproszczony zapis dla pochodnych u po kierunku przestrzennym

()
—EAY =q(z), x€(0,L), uw(0)=0, EAJ(L)=P (2.1.8)

Matematyczne sformutowanie stanowi problem brzegowy w postaci réwnania rozniczkowego
zwyczajnego drugiego rzedu, z warunkami brzegowymi mieszanymi, typu podstawowego (Dirichle-
ta, dla x = 0) oraz naturalnego (Neumanna, dla = = L). Nazywa sie ono lokalne (gdyz réwnanie
rozniczkowane spelnione jest oddzielnie w kazdym punkcie obszaru lub jego brzegu) i mocne
(gdyz potrzebne sg mocne warunki ciagtosci, ktore trzeba natozyé¢ na funkcje u, tj. u € C?, tak,
by jej druga pochodna istniata i byta ciagta). Powyzsze réwnanie mozna tatwo rozwigzac
analitycznie, dwa razy je catkujac i uzgadniajac dwie state catkowania wykorzystujac do tego wa-
runki brzegowe. Takze podejscie numeryczne, bazujace na metodzie réznic skonczonych (MRS)
moze bezposrednio bazowa¢ na sformutowaniu . Jednakze metoda elementéw skonczonych
(MES) wymaga jego dalszych matematycznych przeksztatcen. Przede wszystkim, musimy zapisaé
te rownania w formie globalnej, by méc zastosowaé efektywnie podziat na elementy skonczone
(czyli podobszary), a takze obnizy¢ rzad pochodnej (i co za tym idzie, warunki ciagtosci), by za-
stosowaé aproksymacje mozliwie niskiego stopnia. W tym celu, mnozymy obydwie strony
przez dowolng funkcje testowq (oznaczmy ja v, a od tej chwili funkcja przemieszczenn poziomych
u bedzie nazywana funkcjg probnag)

v(—EBAY) =vq, uweC? Yo (2.1.9)

i catkujemy po calym obszarze (czyli odcinku od 0 do L)
L L
- EA/ vu”dx :/ vgdr, w€ HE, YvelL? (2.1.10)
0 0

Powyzsze réwnanie ma juz charakter globalny (gdyz spelione jest w ”jednym kawaltku” na catym
obszarze, a nie w poszczegélnych punktach), ale weciaz jest sformutowaniem mocnym zagadnienia.
Zatem dalej przeksztalcamy i catkujemy przez czeSci wyrazenie po lewej stronie , oraz
wykorzystujemy naturalny warunek brzegowy z , i dodatkowo zaktadamy, ze v (0) = 0 (co
czyni v funkcja zgodna z wiezami natozonymi na u, czyli tzw. wariacja przemieszczenia)

L
=—-FA ([vu'] & —/ v'u'dx) =
0

=—FA|v(L)u (L) — v\(’(]_)/u’ (0) — /OL Vide | = — FAuW (L)v (L) + EA /OL V' dr =

L — oy
L:—EA/ vu"da::—EA‘ f=v [l=v
0

g/:u/l g:ul

=P
L
=—Pv(L)+ EA/ v'u'dx
0
(2.1.11)
Ostatecznie, szukamy takiego u € Hy (u) ktore spelnia nastepujaca zasade wariacyjna

L L
EA/ Vu'de = / vgdr + Pv (L), Yv € Hy (v) (2.1.12)
0 0

W powyzszym réwnaniu, H} (u) i H} (v) to tzw. przestrzenie Hilberta pierwszego rzedu, czyli
przestrzenie funkcji z pierwsza pochodng (stad jedynka w indeksie gérnym H') calkowalng w ob-
szarze zadania i dodatkowo spehiajacych jednorodny (zerowy) podstawowy warunek brzegowy (to
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oznacza zero w indeksie dolnym Hy). Z kolei wezesniej pojawiajace sie H? to przestrzenn Hilberta
drugiego rzedu, a przestrzen L? = H° to przestrzen funkcji caltkowalnych. Natomiast sama prze-
strzen Hilberta H to specjalny przypadek przestrzeni Banacha, czyli przestrzeni unormowanej,
w ktorej norma jest iloczyn skalarny - jako sposob mierzenia odlegtosci miedzy elementami tej
przestrzeni, czyli funkcjami.

Matematyczne sformutowanie mozna nadal nazywa¢ globalnym, ale réwniez stabym
(poniewaz warunki ciaglosci dla u zostaly ostabione o jeden rzed w poréwnaniu ze sformutowaniem
lokalnym) i wariacyjnym (poniewaz pojawila sie w nim wariacja funkcji przemieszczen - w postaci
funkeji testowej v). I takie wlasnie sformutowanie moze by¢ dopiero bezposrednio wykorzystane
w analizie MES. Mimo iz trzeba sie napracowaé, by je wyprowadzi¢, to od razu wyjasnijmy, ze
jest ono najbardziej ogdlne. Nie zawsze bowiem istnieje odpowiadajaca mu forma lokalna czy tez
alternatywne dla niej sformutowanie zadania poprzez minimalizacje funkcjonatu, np. funkcjonatu
energii sprezystej, co ma miejsce tylko dla zadan liniowych.

a) h h h h

———— «—» «—»

U
jll_]%yf’ Z’.BE‘“ U”_'l_l.]” X
~ | |
i 3 B ue il i+1/ ... n-l n
XX X3 X, Xa X1 Xa

d %

Rys. 2.1.2: Model numeryczny MES preta rozciaganego a) widok calej siatki elementéw, b) wy-
brany element skonczony i jego funkcje ksztattu

2.1.2 Interpolacja liniowa MES

Zalézmy, ze przedzial zadania (odcinek x € [0, L]) jest poddany dyskretyzacji za pomoca N
elementéw skoniczonych - w postaci "pododcinkéw” - Rys. [2.1.2h. Automatycznie generuje nam
to podzial na n = N + 1 wezléw o wspoétrzednych X = {z;}, i = 1,...,n oraz n wezlowych
stopni swobody (weztowych przemieszcezen poziomych U = {U;}, i =1,...,n). Wezly i elementy
sg kolejno numerowane, odpowiednio od 1 do n i od 1 do N. Przyjrzyjmy sie wyjetemu z calej
siatki, pojedynczemu elementowi o numerze e = i, znajdujacemu sie pomiedzy weztami x; = x;_1 i
Ty = x;, 1 posiadajacemu dwa stopnie swobody Uy = U;_y i Uy = U; (Rys. 2.1.2b). Poza globalnym
uktadem wspohzednych (z,u), lokalny uktad wspétrzednych przypisany elementowi (z(9),u), o
poczatku w xy, moze by¢ uzyty. W tym przypadku, element skoniczony moze by¢ okreslony na
podobszarze (¥ = [0, h], gdzie h = x, — x; jest dtugodcia elementu, i 2(®) = z — d, co stanowi
relacje pomiedzy wspotrzednymi globalnego i lokalnego uktadu, gdzie d oznacza odlegtosé x, od
poczatku globalnego uktadu wspotrzednych.
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Najprostsza mozliwa interpolacja w tym elemencie wykorzystuje dwie liniowe funkcje bazowe w
postaci wielomiandéw Lagrange’a pierwszego rzedu, przypisane do dwoch kolejnych stopni swobody
elementu, mianowicie
r — I

x x x
N (z) = —1-Y Ny(z) = —_—
1(7) T1 — Ty h’ 2(7) x9—x1 h

(2.1.13)

Warto zauwazy¢, iz N; (z;) = { i,7 = 1,2. Dlatego tez, te funkcje bazowe mogg

1, i=j5"
by¢ zastosowane zarowno do interpolacji geometrii

xTr = N1 (27) 1+ N2 (.CL') To = N (l’) X(e) (2114)
jak i do interpolacji nieznanej funkcji przemieszczen
w(z) = Ny (z) Uy + Ny (2) Uy = N (2) U@ (2.1.15)

T T
gdzie N (z) = [ Ny (x) Ni(z) ], X = [ T Xo } i Ul = [ Uy U, } . Dlatego tez funkcje
bazowe spelniajace warunki zero-jedynkowe nazywamy funkcjami ksztattu, a taki typ elementu,
dla ktérego zachodza zwigzki oraz , nazywa si¢ elementem izoparametrycznym.
Dodatkowo jest to element klasy C° co wynika z ciggloéci interpolacji na punktach styku z
innymi elementami - funkcyjne stopnie swobody zapewniajg ciggtosé jedynie samego rozwigzania,
podobnie jak to ma miejsce w liniowej interpolacji sklejane;j.
Pierwsza pochodna u moze by¢ wyrazona poprzez
d d d

u' (z) = TN (@) Ui+ =N, (2) U = —-N (2) U®© =B (z) U® (2.1.16)

. 1 1
gdzie B (z) = { -7
nie z najczedciej stosowanym w MES podejsciem typu Bubnova-Galerkina, budujemy schematy

interpolacji dla funkcji testowej v i jej pierwszej pochodnej

to macierz pochodnych funkcji ksztattu. W podobny sposéb, zgod-

v(z)=N(2)V=VIN(2), v (r)=B(z)V=V'B () (2.1.17)

Po podstawieniu (2.1.15), (2.1.16)) i (2.1.17) do (2.1.12)), otrzymujemy réwnanie

h h
EA / VIBTBU®dy = / VINTgdz + PVINT (L), wv?! (2.1.18)
0 0

w ktorym ostatni sktadnik po prawej stronie jest niezerowy tylko dla ostatniego N-tego elemen-
tu i zazwyczaj jest uwzgledniany w koncowym globalnym uktadzie rownan algebraicznych, po
ukonczeniu procesu agregacji wielkosci elementowych. Korzystajac z dowolnosci funkeji testowej,
ostatecznie réwnanie elementowe wyglada nastepujaco

KOU®© = F© (2.1.19)

gdzie K i F(© to, odpowiednio, lokalna (elementowa) macierz sztywnoéci oraz lokalny (elemen-
towy) wektor obciazenia

1
h S S EA[ 1 -1
() — T _ hol |Z2 2 gp = 242
K _EA/OBde_EA/O . [ hh}dx— . [_1 ) 1 (2.1.20)
h

h
F© :/ NTq (z + d) do (2.1.21)
0
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a) 9
C O,
h
x) = ax HE b q2
b) 9, w
X )
O O
d ‘ h

Rys. 2.1.3: Proste przypadki obciazenia ciaglego nad elementem skoniczonym: a) obciazenie o stalej
intensywnosci, b) obciazenie o intensywnosci liniowo zmiennej

Bardziej szczegdtowe postacie wektora obcigzenia zalezg od postaci funkceji intensywnosci obcigze-
nia ¢ (z). W najprostszym przypadku - stalej intensywnosci go nad calym elementem (Rys. [2.1.3h)
- mamy

LT

h h
F© — qg/ RN P N (2.1.22)
0 - 2 1
h
Dla rozkladu liniowego - przyktadowo, zgodnie z funkcja ¢(z) = axz + b (Rys. 2.1.3p), mamy dwie
mozliwosci obliczenia wektora obcigzenia, mianowicie:

- mozemy obliczy¢ wektor zgodnie ze wzorem ([2.1.21])

s

F© = /Oh 2| (a(x + d) +b) da (2.1.23)

- mozemy wykorzysta¢ interpolacje izoparametryczng rowniez dla intensywnosci obcigzenia
q () = Ny () 1+ N2 () g2, bazujac na jego wartosciach weztowych ¢; = ax1+b1i g = axa+b

LT

h h| 2q, +
() — h _z r ) _h 2+ ¢
¥ /0 fL <<1 h> It gz ) dr =g [ 0+ 205 ] (2.1.24)

Elementy wektoréw obciagzenia zwane sg czesto zastepnikami, czyli sitami weztowymi, zastepuja-
cymi obcigzenie ciggle w elemencie, wywotujacymi ten sam efekt kinematyczny.

Kolejnym etapem, po wyznaczeniu elementowych macierzy sztywnosci u wektorow obcigze-
nia, jest proces agregacji, polegajacy na sumowaniu, taczeniu wszystkich wielkosci z elementéw
do jednego globalnego systemu (uktadu réwnan), ale zgodnie z topologia siatki elementéw. Dla
rozwazanego zadania odbywa sie on wedlug schematu pokazanego na Rys. [2.1.4]

Algebraicznym rezultatem procesu agregacji jest globalny uktad réwnan postaci

KU=F (2.1.25)

Globalna macierz sztywnosci K pozostaje osobliwa (det K = 0) tak dlugo, az nie spelnimy
podstawowych warunkéw brzegowych (czyli Uy = 01 V; = 0). Technicznie rzecz biorac, mozna to
zrobi¢ na dwa sposoby:
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1 2 3 n
1 i ko | go i 0 0 1 : FI(I) 1 0
12 1
1 1 1 1
: ey ) F S
1 TR0 I ol
1 b} 227 2) lj *=
25 fp i K2 0 2 |l °
o | B2 | EO
2 22 _ 2 1
K= 310 [ |l ¢ S T R
n| 0 0 0 | K n| E® P

Rys. 2.1.4: Schemat agregacji globalnej macierzy sztywnosci K oraz globalnego wektora obciazenia
F

- przy obliczeniach recznych mozna w prosty sposob wykresli¢ te kolumny, te wiersze (macierz)
oraz te wyrazy (wektor) z , ktére odpowiadaja warunkom zerowym (czyli w naszym
przypadku: pierwszy wiersz i pierwsza kolumna K oraz pierwszy wyraz F - wtedy wymiary
macierzy i wektora zmniejszaja sie, co utatwia rozwigzanie uktadu,

- przy implementacji komputerowej - zamiast wykresla¢, zerujemy te wiersze, kolumny i wy-
razy, a na przekatnej gtownej macierzy, gdzie krzyzuja sie te wyzerowane wiersze i kolumny;,
wstawiamy jedynke - wtedy macierz i wektor nie zmieniajg wymiaréw, co oszczedza pamieé
operacyjna.

W przypadku ogélnym, gdy U; # 0 (ale i tak wtedy Vi = 0), nalezy wczeéniej dokonaé trans-
formacji tego uktadu z wykorzystaniem wzoru F = F — KU, gdzie U jest wektorem wartosci w
znanych stopniach swobody (czyli wartosci znanych przemieszczen weztowych oraz zera dla innych
sktadowych tego wektora), a dopiero pdzniej zrealizowaé jeden z powyzszych podpunktéw.

Po tych przeksztalceniach, macierz K przestaje byé¢ osobliwa (det K # 0), zatem uklad mozna
juz rozwigza¢ i uzyskaé¢ jedno jednoznaczne rozwigzanie, formalnie U = K™'F, czyli weztowe
poziome przemieszczenia (tzw. rozwiazanie pierwotne), a takze reakcje weztowe (R = KU — F,
tzw. rozwiazanie wtorne). Jest jeszcze etap powrotu do elementu, na ktéry sktada si¢ wyznaczenie,
dla kazdego z elementéw z osobna, jego przemieszczen oraz sity podtuznej (osiowej), mianowicie

du(©
dx

gdzie U®) oznacza wektor [2 x 1] przemieszczen weztowych e-tego elementu.

uw® () =N (z—d)U®, NO(z)=FA = FAB(z —d)U® (2.1.26)

2.1.3 Interpolacja hierarchiczna MES

Mimo swojej prostoty, liniowa interpolacja MES prowadzi zazwyczaj do rezultatéw o niskiej ja-
kosci, gdyz aproksymacja rozwigzania jest linig tamana, a aproksymacja jego pochodnej - funkcja
odcinkowo stalg i nieciagta w weztach. Dlatego tez rozwaza sie interpolacje w elemencie funkcja-
mi wielomianowymi wyzszych rzedéw. Taka interpolacje wyzszego rzedu mozna zbudowaé¢ na co
najmniej trzy sposoby, mianowicie:

- przez wprowadzenie dodatkowych weztéw (i stopni swobody typu przemieszczeniowego) we-
wnatrz elementu i zbudowanie funkcji bazowych w postaci wielomianéw Lagrange’a wyzsze-
go rzedu (Rys. 2.1.5p); takze w tym przypadku wszystkie wielkosci w elemencie uleglyby
zmianie, chociaz poprzez odpowiednia kondensacje statyczng wewnetrznych stopni swobody
liczba niewiadomych moze nie ulec zmianie; element pozostaje elementem klasy C?,
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a) Lagrange b) Hermitte ; c) hierarchic

N N(x)

Rys. 2.1.5: Sposoby interpolacji wyzszego rzedu w elemencie skonczonym

- przez wprowadzenie dodatkowych stopni swobody w weztach, przyktadowo majacych inter-
pretacje pierwszych pochodnych rozwiazania; w rozwazanym przyktadzie zwigkszytoby to
liczbe stopni swobody elementu do 4, co pozwolitoby na zbudowanie w elemencie funkcji
ksztaltu w postaci wielomianéw rzedu trzeciego (tzw. wielomiany Hermite’a, Rys. );
jednakze liczba niewiadomych w calym systemie wzrostaby dwukrotnie, a ponadto postacie
macierzy i wektorow elementowych uleglyby zmianie; niewatpliwg zaleta tego podejscia jest
wyzsza klasa elementu C",

- poprzez zachowanie dotychczasowej bazy interpolacyjnej oraz wprowadzenie dodatkowych
funkcji ksztattu wyzszego rzedu, odpowiadajacych dodatkowym matematycznym stopniom
swobody - taka interpolacja nazywa sie interpolacjq hierarchiczng, a funkcje ksztattu - funk-
cjami hierarchicznymi (Rys. M), element pozostaje elementem klasy C°, liczba niewia-
domych wzrasta tylko pozornie (dodatkowe niewiadome sa niezalezne od podstawowych), a
macierz sztywnosci oraz wektor obcigzenia ulegaja tylko niewielkim rozszerzeniom, w sto-
sunku do interpolacji podstawowej typu liniowego.

Qi N

Rys. 2.1.6: Interpolacja hierarchiczna w elemencie skonczonym

W opracowaniu wykorzystamy te ostatnia opcje, ktéra wymaga najmniej dodatkowego wysitku
obliczeniowego. Zbudujemy zatem interpolacje hierarchiczng, w ktoérej sktad wejdg dwie liniowe
funkcje ksztattu, wprowadzone poprzednio, oraz dodatkowa funkcja pseudo-ksztaltu (nie spelnia
ona warunku zero-jedynkowego), czesto nazywana - od swojej postaci (Rys. - funkcjg bgbel-
kowg, mianowicie

N3 (z) = (z —x1) (x —23) =z (x — h) (2.1.27)

Znika ona na koncach elementu (N3 (z1) = N3 (z2) = 0), ale nie jest to funkcja ksztattu w Scistym
sensie tego stowa - przyktadowo nie mozna wykorzysta¢ jej do interpolacji geometrii oraz obcia-
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zenia w elemencie - zatem element skonczony z interpolacja hierarchiczna nie jest juz elementem
izoparametrycznym. W ten sposob prezentuje si¢ wzbogacona interpolacja MES dla nieznanej
funkcji przemieszczen

w(@) = Np () Uy + Ny (2) Uy + N3 (2) ag = { 1-2 2 e —ah } QY =N (2)Q® (2.1.28)
i jej pochodnej
W (@) = N (2) Uy + N} () Us + N (2) g = { _]11 ;L 2% —h } QY =B (x)Q®  (2.1.29)

gdzie wykorzystano dodatkowy matematyczny stopien swobody as, bez zadnego okreslonego poto-

T
zenia w elemencie 1 bez zadnej bezposredniej interpretacji fizycznej. Stad, Q) = [ Uy U, a3 } )
Zmodyfikowana macierz sztywnosci i wektor obciazenia (dla przypadku g = gy = const.) sa naste-
pujace

1 -1 0 1
EA| _ h
KO =221 -1 10 e @t 1 (2.1.30)
L 2
3 3

Zauwazmy, iz w macierzy sztywnosci jedynym nowym niezerowym elementem jest element prze-
katniowy K?Eg), podczas gdy pozostate, poza-przekatniowe rowne sg 0. Wynika to z faktu, iz po-
chodna funkcji babelkowej jest ortogonalna w stosunku do pochodnych liniowych funkcji ksztattu,

h
tj./ N/ ()N} (z)de =0, i=1,2.
0

2.1.4 Przyktady obliczeniowe

Dla rozwazanego w poprzednim podrozdziale preta przyjmiemy L = 2m, obciazenie o statej inten-
sywnosci ¢ = qo = 10kN/m, site skupiona P = 20kN i nieokreslong sztywnosé na rozciaganie EA
(Rys. ) Nalezy wyznaczy¢ funkcje przemieszczenia poziomego oraz site podtuzna, stosujac
dwa elementy skoriczone o jednakowej dtugosci i liniowej interpolacji (Rys. 2.1.7b). Zrealizujemy

qo = 10 KN/m

a)

P =20kN

EA

=

Iy
[

=

| S
(]
To)

Rys. 2.1.7: Tlustracja przyktadu obliczeniowego: a) model mechaniczny preta, b) model dyskretny
MES preta

kolejno wszystkie etapy MES dla tego zadania.
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e wyznaczenie macierzy sztywnosci i wektorow obciazen dla elementéw

KO = K® = EA[ _11 _11 ] ., FO =fF® =5 [ 1 1 kN (2.1.31)

Macierze sztywnosci obydwu elementéw sa identyczne, bo maja one te sama dtugos¢ (h) i
te sama sztywnosé (EA). Z kolei wektory obcigzenia sa identyczne, bo obciazenie ciagle ma
statg intensywnosé qq.

e globalny uktad réwnan z globalng macierza sztywnoéci i wektorem obciazenia

KU =F,
1 -1 0 1 0 5 Uy
K=FA| -1 2 —-1|, F=5|2|kEN+| 0 |EN=|10 |kN, U=| U,
0 -1 1 1 20 25 Us
(2.1.32)
e spehienie warunkéw podstawowych (U} = V; = 0) i rozwiazanie uktadu réwnan
Uy 0
2 -1 Us 10 1
EA[ ] l 1 = [ ]kN — Uy | =—| 35 (2.1.33)
-1 1 Us 25 U, FEA 60
e wyznaczenie reakcji weztowych
1 =1 0 1 0 5 —40
R=KU-F=K=FA| -1 2 -1 A 35 | — | 10 | kN = 0 | kN
0o -1 1 60 25 0
(2.1.34)
e wyznaczenie ciaglej interpolacji pola przemieszczen u dla obydwu elementéw
Ny (z) U —i—N(az)U—ﬁx e=1
1 1 2 2= A" =
35 60 25 10
l—(z—1)— +(z—1 = =2
2l Sl oy Rl oy Ry o7 L
e wyznaczenie nieciaglej sity podtuznej N dla obydwu elementéw
35kN, e=1
N (z) = FAuY (z) = EAB () U = (2.1.36)
25kN, e=2

Przeprowadzmy jeszcze uproszczona analize bledow. Wyjsciowe réwnanie rézniczkowe (2.1.8))
jest bardzo proste, zatem na jego podstawie mozna tatwo uzyska¢ rozwigzanie analityczne tego
zadania w postaci

1 1 1
u(x) = FA <(QOL +P)x — 2Q0$2) = T4 (—5xz* + 40z) ,
N (z) = EAY () = gqoL + P — gox = —10z 4+ 40

(2.1.37)

Na Rys. pokazano poréwnanie rozwiazania analitycznego oraz rozwiazania MES dla N = 2
(rozwiazany przyktad) oraz dodatkowo dla N = 10, przy zalozeniu niefizycznej wartosci EA = 1.



S.Milewski — Metody komputerowe - konspekt z wyktadow

13

a)

Przemieszczenie poziome (horizontal displacement) u [m]

= == = 0zw. analityczne (analylical sol.)
rozw. MES (FEM sol.)
1 L 1

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X
Sita podiuzna (normal force) N [kN]

= = = ozw. analityczne (analyfical sol.)
rozw. MES (FEM sol.)

35 —_— a|

= TR
= 30 =
25 e} - O

b)

Przemieszczenie poziome (horizontal displacement) u [m]
0 ! ' i ! v : T ! ;

= == = 10zw. analityczne (analylical sol.)
rozw. MES (FEM sol.)
1 L 1

1 L 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2

X
Sita podtuzna (normal force) N [kN]

\:\_ s = = = rozw. analityczne (analylical sol.)
35 - 5 | rozw. MES (FEM sol.)
H
8 30 fo r—_s
-
Ot
25 o0
OO0
20 g

Rys. 2.1.8: Wykres przemieszczenia poziomego oraz sity podluznej dla: a) siatki 2 elementéw
skoficzonych, b) siatki 10 elementéw skonczonych; z liniowa interpolacja

Mozna zauwazy¢, iz wartosci przemieszczenia analitycznego i wg MES zgadzaja sie w weztach, a

poza weztami wystepuje niezerowa roznica pomiedzy nimi. Nie jest to przypadek - taka wlasnosé

wykazuje MES przy zadaniach liniowych 1D. Z kolei aproksymacja MES sity podtuznej jest funkcja

odcinkowo stata, co oznacza nieciggtosé takiego rozwigzania w weztach.

W dalszej kolejnosci, zastosujemy interpolacje hierarchiczna 2-giego rzedu do poprawienia jako-
Sci rozwiazania MES z poprzedniego przyktadu obliczeniowego. Przyjmiemy te same dane mecha-
niczne dla L, gy i P oraz nieokreslone E'A. Zachowany zostanie podzial na 2 elementy skonczone,
ale kazdy z nich bedzie elementem o trzech stopniach swobody. Numeracja weztéw i stopni swobo-
dy pokazana jest na Rys. [2.1.9 Wykorzystujac wezedniej wyprowadzone wzory na lokalna macierz

U]Q
£ 01 S

Rys. 2.1.9: Siatka MES dla zadania obliczeniowego z interpolacja hierarchiczng drugiego rzedu

sztywnosci 1 wektor obcigzenia dla statego obcigzenia, otrzymamy

|

—_

—_
WO O

(2.1.38)
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Po agregacji tych wielkosci otrzymamy globalny uktad rownan

KQ=F,
1 10 0 0] [ 1] 0T g
-1 2 0 -1 0 2 10 Uy
0 L o0 0 ! X ° v
K=FA 3 , F=5 3 kEN+ 1 0 |EN=| "3 | kN, Q=| a3
-1 0 0 1 20 25 Uy
1
0 0 0 0 = 1 0 5 as
L 3 - L 3 h B - 3 ]
(2.1.39)
ktorego rozwiazaniem, po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (U; = Vi = 0), jest wektor
1 T
Q=4 [0 35 —5 60 —5 | (2.1.40)
Na tej podstawie znajdujemy funkcje przemieszczen
35 bt 1
P, —_ 1 = — | — 2 4 = 1
B 0+EA33 EA.CE(.CE ) EA< ba° +40z), e
u(@) =19 35 60 5 1
Pzt (=1 = —(z—1)(z—2) = — (=5z% +4 —2
20— @)+ g (= 1) = 2 (0= 1) (7= 2) = 2 (52 4 402), e

(2.1.41)
i sity w elementach
—10x +40, e=1
N (z) = FAY (z) = { (2.1.42)
—10x +40, e=2
ktére pokrywaja sie ze soba oraz z rozwiazaniem analitycznym (gdyz jest ono opisane wielomianem
tego samego rzedu, co interpolacja MES). Oczywiscie w tym przypadku rozwiazanie analityczne i
MES beda identyczne, niezaleznie od liczby elementéw. Dlatego tez do otrzymania takiego samego
wyniku wystarczytby jeden element skonczony o dtugosci h = 2m z interpolacjg hierarchiczna
rzedu drugiego, co warto samodzielnie sprawdzié.
Rozwiazemy jeszcze problem brzegowy niemajacy interpretacji mechanicznej - réwnanie r6z-
niczkowe drugiego rzedu zawierajace tez wyraz rzedu pierwszego

y'—xy' =2, ze(-1,2), y(-1)=1, y@2)=-1 (2.1.43)
Przyjmiemy dwa elementy skoniczone, pierwszy element e = 1,z € [—1,0] ma przypisana liniowa,

interpolacje, a drugi e = 2,2 € [0,2] interpolacje hierarchiczna drugiego rzedu. Odpowiednie
sformutowanie wariacyjne ma poziomie ciggltym ma postaé

2 2
/ W'y + avy) de = —2/ vdr, y€ Hy+7y, YveH, (2.1.44)

—1 —1

podczas gdy na poziome elementu otrzymujemy

h h
KOQ® = F©, KO — / (BB + (¢ + d)N"B) dz, F =2 / NTdr  (2.1.45)
0 0

Dla pierwszego elementu mamy N = [ l—x «x ], B= [ -1 1 ], d=-11

K(l):/oll—ll —111+(x_1)[“'_1 1_5"]@: s 3 F<1>:—“](2.1.46)

—X T
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Dla drugiego elementu, mamy N = 1—% g ZE(ZE—Q)],B:{—; ; 2x—2},d201
x
1- 2
[ 1 -1 0 3 -
0 o2 2
0 0 (2xz—2) (7 —2)
r1 1 0 ] roo1 1 0 ] o1 1 0 ] 514
2 2 3 3 6 6 (2.1.47)
T T O (S A A A N - N
2 3 3 3 6 6 3 8
8 2 2 8 2 2 32 3
0o 0 = - - —— - - —
L 31 L 3 3 15 4 L 3 15
Po agregacji
- 4 4 -
- — 0 0
3 3
1 1
v 51 g 3
K|.?|=F K= ., F=—1| o (2.1.48)
Yy o - T 4 8
Qg 6 6 3 3
2 2 32
o = _Z ==
L 3 3 15 -
Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (znane Y; = 11 Ys = —1, a takze V; = V3 =0)
C T _ _
3 1
1 7 1 071y 7 " T
0 2 —— Y5 3
Fbc =F-K = 3 , 2 392 = 3 — =
-1 5 2 75 | L 2 ¥ -1
_° 3 15
0 5 g 5
2 L 3
(2.1.49)
Interpolacja rozwigzania w elementach
10 7
(1—(m+1))Y1—|—(x+1)Y2:—§x—§, e=1,
<1—2>Y2—|—2}/;3+93(x—2)a4:3x2—3x—3, e=2
Interpolacja pochodnej rozwigzania w elementach
10
_37 €= 17
—T—=, e=2
3 3

2.2 Analiza dynamiczna konstrukcji pretowych

Wiéréd oddziatywan dynamicznych konstrukeji mozemy rozrozni¢ drgania wtasne oraz drgania
wymuszone. Problem wyznaczenia drgan wlasnych (normalnych) konstrukeji jest zwiazany z wy-
znaczeniem ich naturalnych czestosci, ktére moga by¢ traktowane jako predkosci tych drgan. W
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tej analizie nie interesuje nas przyczyna, ktora wywotata drgania, dlatego tez nie jesteSmy w stanie
wyznaczy¢ jednoznacznie postaci takich drgan, dla dowolnej chwili czasowej. W czasie drgan, na
konstrukcje dziatajg juz tylko dwie sity, ktorych wzajemnie oddziatywanie wybija konstrukcje z
trwatego stanu réwnowagi, mianowicie sita sprezystosci, zwiazana z wtasnosciami materiatu, oraz
sita bezwladnosci, zwiazana z ziemskim polem grawitacyjnym. Z drugiej strony wykazemy, iz para-
metry drgan wtasnych (tj. czestotliwo$é f mierzona w Hercach (1Hz = 1/s) oraz czesto$é kotowa

w = 2m f (zwana réwniez katowa lub pulsacja), mierzona w rad/s z okresem T = ? mierzonym w

sekundach), zaleza od parametréw geometrycznych i materiatowych konstrukeji. Wyznacza sie je
w fazie projektowej po to, zeby projektowana konstrukcja, narazona na oddzialywania dynamiczne
(przyktadowo most, ktadka, kabel, maszt, narazone na dziatanie wiatru), nie podlegata zjawiskom
niekorzystnym zaréwno dla niej samej, jak i dla znajdujacych sie w jej obrebie istot zywych. Te
niekorzystne zjawiska, ktore pojawiaja sie juz w trakcie oddzialywan dynamicznych wymuszonych
(tzn., iz przyczyna drgan jest brana pod uwage), to miedzy innymi rezonans i dudnienie. Re-
zonans polega na gwaltownym wzroscie amplitud drgan wymuszonych i pojawia si¢ wtedy, gdy
czestos$é obciazenia wymuszajacego (np. wiatru) jest taka sama lub bardzo bliska czestosci drgan
wtasnych, co powoduje naktadanie sie drgan na siebie. Z kolei dudnienie to naktadanie sie drgan o
tych samych lub bardzo bliskich sobie czestosciach (przy stabym ttumieniu), wystepujace wtedy,
gdy liczba czynnikow wymuszajacych jest wicksza niz jeden.

2.2.1 Podluzne drgania wtasne

Rozwazmy te sama konstrukcje pretowa, co poprzednio (Rys. ), o dhugosci L, module Younga
E i polu przekroju poprzecznego A (staltych wzdtuz dlugosci), a takze gestosci masy p. Pret jest
podparty na lewym koncu, a jego prawy koniec jest swobodny. Na precie nie ma zadnego obcigze-
nia statycznego i dynamicznego. Wywotujac drgania (jednakze ich przyczyna nie jest brana pod
uwage), przykltadamy do konstrukeji przyspieszenie, i tym samym pojawia sie sita bezwladnosci,
jak w kazdym fizycznym ukltadzie nieinercjalnym. Lokalne sformutowanie problemu drgan moze
by¢ wyrazone w nastepujacy sposob: znalezé taka funkcje przemieszezen u = u (z,t) € C?, ktéra
spelnia rownanie

— EAU" + Apii =0, wu(0,t)=0, (L, t)=0 (2.2.1)
0? 0?
W tym réwnaniu, v’ = a—g U= a—tg Funkcja u jest zatem funkcja dwéch zmiennych niezalez-
x

nych: przestrzennej x oraz czasu t. Mnozac obydwie strony réwnania przez funkcje testowa
v i catkujac je po calym obszarze, a takze catkujac przez czesci catke z pochodng przestrzenna (po
lewej stronie réwnania) i uwzgledniajac naturalne warunki brzegowe, otrzymujemy réwnowazne
sformutowanie wariacyjne

L L
EA/ V'u'dr + Ap/ vide =0, w€ Hy, Vv€ H, (2.2.2)
0 0

Na poziomie elementu skonczonego, dokonujemy rozdzialu funkcji u na cze$¢ przestrzenna (x) i
czasowa (t), otrzymujac w ten sposéb iloczyn dwdch funkeji jednej zmiennej. Funkcje ksztattu
odpowiadaja za zmiany wzdhuz dtugosci elementu, natomiast stopnie swobody elementu U(®) sg
funkcjami czasu. Dodatkowo zaktadamy, iz odpowiedZ preta na drgania ma charakter harmoniczny

u(x,t) =N (z) U® (t) = N (2) U sin (wt + ¢) (2.2.3)

z predkoscia katowa w i opcjonalnym przesunieciem fazowym ¢. W podobny sposob, przedstawia-
my pochodne u po przestrzeni i po czasie

u' (z,t) = B (z) U (t) = B (z) U sin (wt + ¢)

B
U (l‘, t) = —w?N (ZL’) U(e) sin (wt + gb) (224)
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Schematy interpolacyjne MES dla funkcji testowej v i jej pochodnej po = pozostaja bez zmian,
zgodnie z (2.1.17). Po podstawieniu wszystkich schematéw aproksymacyjnych MES do (£2.2.2)),

otrzymujemy nastepujace réwnanie algebraiczne na poziomie elementu skonczonego
h h
EA/ VIBTBU" sin (wt 4 ¢) dz — w2Ap/ VINTNU® sin (wt + ¢)dz = 0 (2.2.5)
0 0
Korzystajac z tego, ze V' sin (wt + ¢) jest dowolng niezerowa funkcja t, otrzymamy

(K — M) U@ =0 (2.2.6)

W powyzszym rownaniu pojawita si¢ nowa macierz na poziomie elementu skonczonego, zwana
konsystentna macierza mas, dana wzorem M(©),

h
M© = Ap / NTNdz (2.2.7)
0

Konsystentna (petna) macierz mas odpowiada ciagltemu rozktadowi masy wzdtuz dtugosci elemen-
tu. Dla liniowej interpolacji w elemencie (dwie liniowe funkcje ksztattu), otrzymamy

iy = 2PN [ 21 1 (2.2.8)

x

. h|l 1—— T T

M():Ap/o ol {l_h h 6 |1 2
h

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ macierz mas dla interpolacji kwadratowej typu hierar-
chicznego. Poza macierza mas konsystentna, mozna zastosowaé¢ uproszczone podejscie, typowe
dla mechaniki budowli, w ktérym pojawia sie diagonalna (skupiona) macierz mas, wynikajaca z
dyskretnego (punktowego) rozktadu mas w weztach elementu, mianowicie

(e) . Aph 1 0
My" ==~ [0 ) (2.2.9)

Macierz diagonalna nie ma swojego odpowiednika dla interpolacji hierarchicznej. Wyznaczenie
macierzy mas i sztywnosci w , dla wszystkich elementéw skonczonych rozpoczyna proces
agregacji, a nastepnie uwzglednienia jednorodnych warunkéw brzegowych typu podstawowego.
Uktad na poziomie globalnym

(K- w’M)U=0 (2.2.10)

stanowi uogo6lniony problem wtasny dla globalnej macierzy sztywnosci K. Aby go rozwigzaé, nalezy
dokona¢ odpowiedniej transformacji tego problemu do problemu standardowego poprzez

(MK o T)U=0 (2.2.11)

gdzie I jest macierza jednostkowa. Zaniedbujac rozwigzanie trywialne w postaci wektora zerowych
przemieszczen (U = 0, co odpowiada sytuacji réwnowagi trwalej - brak drgan), powyzszy problem
wlasny moze mie¢ rozwigzanie niezerowe, przy zatozeniu

det (M™'K — w’T) =0 (2.2.12)

W takim przypadku, niezerowe wektory przemieszczen U nazywane sg wektorami wtasnymi, pod-
czas gdy niezerowe i nieujemne w? nazywane sg warto$ciami wlasnymi. Dla kazdej czestodci w,
mozna wyznaczy¢ posta¢ drgan wtasnych U, jednakze jej amplituda i zwrot sa niejednoznaczne.
Pamietajmy, iz wektor wtasny jest jednoznaczny tylko co do kierunku, nigdy co do diugosci i
zwrotu.
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Poszczegblne postacie drgan wlasnych (zwane czesto modami) mozna wyznaczy¢ jako rozwia-
zania uktadu (2.2.11)), dla kazdej warto$ci wtasnej w? z osobna

(M—lK - wfI) U,=0, i=12,.. N (2.2.13)

Liczba mozliwych do wyznaczenia modéw jest rowna liczbie swobodnych stopni swobody, czyli
w tym przypadku N = n — 1. Poniewaz powyzszy uklad réwnan jest uktadem zaleznym (o nie-
skoniczenie wielu rozwiazaniach), na tym etapie wprowadza sie dodatkowe zaltozenia, co do postaci

i

drgan U;, przyktadowo wymusza sie jednostkowa diugos$c¢ tego wektora, tj. U; = AT Warto
podkresdli¢, iz postacie drgan sg ortogonalne, mianowicie
U/KU; =0, U'MU,;=0, i#j, 4j=12.,N (2.2.14)

2.2.2 Podluzne drgania wymuszone

Roéwnanie rézniczkowe drgan wlasnych mozna wzbogaci¢ dodajac niezerowa prawg stro-
ne w postaci funkcji ¢ zmiennych z i ¢. Jezeli tak uczynimy, dodamy wymuszenie zewnetrzne,
ktorego intensywnosé opisuje funkcja g. Jezeli dodatkowo zatozymy brak ttumienia o charakterze
wiskotycznym (czyli zaleznego od predkosci drgan), otrzymamy nastepujacy problem hiperbolicz-
ny: znalezé taka funkcje przemieszczenn poziomych v = u (z,t), gdzie u € C? Ze spetione jest
roOwnanie

— FAU" + Apii = q(z,t) (2.2.15)
z warunkami brzegowymi
uw(0,t) =0, FAu' (L,t)= P (t) (2.2.16)
i poczatkowymi
u(x,tg=0)=wuo(z), u(x,tog=0)=uv () (2.2.17)

Odpowiednie sformutowanie wariacyjne wyprowadzamy podobnie, jak w przypadku statyki i dy-
namiki drgan wlasnych, pamietajac o niezerowej prawej stronie i niejednorodnym warunku brze-
gowym typu naturalnego

L L L
EA/ v'u'dr + Ap/ vidr = / vgdr + P (t)v(L), we€ Hy, Yv€ H, (2.2.18)
0 0 0

Dokonujac dyskretyzacji przestrzennej, wzdtuz kierunku poziomego, oraz aproksymujac funkcje
przemieszczen ze wzgledu na zmienng x, otrzymamy na tej podstawie rownanie w elemencie skon-
czonym, ktére bedzie funkcja czasu (nie zakladamy bowiem harmonicznej odpowiedni uktadu)

KU (1) + MOTE (1) = F© (1) (2.2.19)
gdzie
h
FE (1) z/ NTq (1) dz (2.2.20)
0

podczas gdy macierze sztywnosci i mas maja identyczng postac, jak dla zagadnienia drgan wta-
snych. Po agregacji wielkosci lokalnych do globalnego uktadu réwnan MES, otrzymamy

KU (t)+ MU (t) = F (t) (2.2.21)

z warunkami poczatkowymi

.

U(ty=0)=U,, Ulty=0)=V, (2.2.22)
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i wektorem prawej strony obciazenia dynamicznego F () ktéry zawiera zagregowane wektory obcia-
zef z elementéw skoniczonych F(©) (t), ale tez obcigzenie skupione P (t), przytozone do swobodnego
prawego konca. W ogdlnym przypadku,

F(t)=f(X,0+[0 0 .. 0 P@t)] (2.2.23)

gdzie f (z,t) jest okreslong funkcja globalnego obciazenia dynamicznego. Podkreslmy raz jeszcze,
iz mimo iz problem ([2.2.18)) ulegt dyskretyzacji przestrzennej (wzdtuz dtugosci preta), jest wciaz
problemem ciggltym ze wzgledu na czas. Dlatego tez, musi by¢ wykonane odpowiednie catkowanie
réwnania po czasie, z wykorzystaniem metod numerycznej analizy probleméw poczatko-
wych, takich jak metoda Eulera, metody Rungego-Kutty, metody jedno- lub wielokrokowe, otwarte
badz zamknigte. W ramach przedmiotu Matematyka w inzynierii lgdowej, wykorzystywalismy do
analizy zagadnien parabolicznych i hiperbolicznych metode réznic skonczonych (MRS) - do dys-
kretyzacji i aproksymacji po przestrzeni, oraz jawny i niejawny schemat Eulera - do catkowania
rownan po czasie. W tym opracowaniu, MES pracuje na poziomie przestrzennym, a po kierunku
czasowym catkowanie zostanie wykonane za pomoca metody Newmarka.

Kierunek pionowy (czas) podlega zatem dyskretyzacji ze skokiem At, zazwyczaj na pietra
czasowe rowno oddalone od siebie, z taka sama liczbg elementéw na kazdym z nich. W metodzie
Newmarka, biezace przemieszczenie i predkosé weztowa (na (k + 1)-szym poziomie czasowym) sg
uzyskiwane za pomocg niejawnych schematéw Eulera, mianowicie

Vi = Vi + AtU

1 . 2.2.24
Uit = Uy + AtV + 3 (A)? Uppn ( )

Spetniajac réwnanie ruchu ([2.2.21)) na nieznanym, (k + 1)-szym poziomie czasowym i wstawiajac
formuly na przemieszczenie i predkos¢ z ([2.2.24)), otrzymujemy

K (Uk + AV + o (A1) Uk+1> + MU,y = Fryy (2.2.25)

a po przeksztalceniach, stuzacych obliczeniu aktualnych przyspieszen weztowych
.. 1 -1
s = (M (A1) K) (Fri — K (U + ALV,) (2.2.26)

Najbardziej ktopotliwg cze$¢ algorytmu Newmarka stanowi obliczenie odwrotnosci macierzy. Za-
uwazmy jednak, iz wyrazenie pod operacja odwrotnosci jest niezalezne od aktualnego czasu (ma-
cierze M i K nie zaleza od czasu, a At jest stale dla calego procesu), zatem macierz odwracamy
tylko raz, dla catego procesu.

2.2.3 Przyktady obliczeniowe

Wyznaczymy charakterystyki dynamiczne dla preta z poprzedniego zadania, czyli utwierdzonego
na lewym koncu, swobodnego na prawym koncu, o dtugosci L = 2m oraz nieokreslonych F,
Ai p. Uzyjemy siatki MES sktadajacej sie z dwoch elementéow o réwnych dltugosciach, liniowej
interpolacji oraz konsystentnych macierzy mas. Kolejne kroki analizy MES drgan wtasnych tego
preta sa nastepujace

- budowa uogdélnionego problemu wtasnego na poziomie globalnym

1 -1 0 A, [210 U, 0
EA| -1 2 -1 —QP% 141 U, | =10 (2.2.27)
0 -1 1 01 2 Us 0
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- spelnienie warunkow brzegowych (U; = V; = 0)
2 —1 QAp 4 1 U2 - 0
(a2 71w ]2]-[)] o

- transformacja do problemu wlasnego standardowego
-1
4 1 11 2 -1
I 029
1] 2 -1 2 -1 JAp 10 Uy | |0
(EA7l—1 4 H—1 1 ]_“’6 01 Us | |0 (2:2:30)
Tw?p

(5]l -[] e

- réwnanie charakterystyczne i jego rozwiazanie

gdzie A =

5-X -3
det[ _6 5_)\]—0 —  (5=X) f-18=0 —
6M2E  [E [ 0.8057
- _ _ hd
— NM-10A+7=0 — X2=5F3V2 — F pl28147]

(2.2.32)

|E
Dla pierwszej, najmniejszej i dominujacej czestosci w = wy; = 0.8057,/ — wyznaczymy postac
P

6(5-3v2)E
7p

dwa réwnania sa zalezne (tego dotyczyl wlasnie warunek zerowania si¢ wyznacznika macierzy

wspolezynnikéw), bierzemy jedno z nich, np. drugie i dopeliamy warunkiem jednostkowej dtugosci

wektora wlasnego

drgan wtasnych. Jej kwadrat w? = postawiamy do réwnania ([2.2.28). Poniewaz

6(5—3\/§)EAP
p 6
Ui + U3 =1

EA(-Usy 4+ Us) —

(U2 +2Us) =0 (2.2.33)

Po uporzadkowaniu wyrazow otrzymujemy prosty nieliniowy uktad rownan i jego rozwiazanie

1
{U2(ﬂ—4)+U3(2\/§—1):o Up = = = 05774
V2

5 (2.2.34)
2 = \/; — 0.8165

Zatem U; = { 0 0.5774 0.8165 }T. W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ posta¢ drgan Us, dla
drugiej czestosci ws.

Poréwnanie rozwiazan (cztery pierwsze - najmniejsze - czestosci drgan wlasnych oraz odpo-
wiadajadce im postacie drgan), dla N = 10 elementéw i dwoch réznych macierzy mas pokazano na
Rys. 2 Do obliczen przyjeto, procz poprzedniej dtugosci L = 2m, takze ustalone E = 10°N/m,
A= 10 m? i p = 103kg/m3. Wektory wtasne zostaly unormowane (maja dtugosé Jednostkowq).

U22—|—U32:1 Us = U



S.Milewski — Metody komputerowe - konspekt z wyktadow 21

Im wyzsza czestosé drgan, tym wigksza réznica pomiedzy wynikiem dla macierzy petnej i skupio-
nej - a zatem najdoktadniej obliczone sa najnizsze czestosci. Warto zauwazy¢, iz dla pierwszej i
drugiej czestosci wykresy dla macierzy pelniej skupionej sie (prawie) pokrywaja, ale dla trzeciej
i czwartej czestosci, postacie drgan majg przeciwne zwroty. Jakkolwiek dziwnie to wyglada, jest
to poprawne z punktu widzenia algebry. Wektory wtasne bowiem - jak to juz nadmieniono - sg
jednoznaczne tylko co do kierunku.

i=1, w =79, w =7.8 i=2, w =24, w =23
c d c d
0 0.5
——cons M
— 0 —diag M
0.2
= = o
= =]
0.4
= cons M
= 0 —diagM
0.6 0.5
1] 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
X X
i=3, w =40, v =38 i=4, «v =58, w =52
c d c d
0.5
A
o D
! L1
= —O— cons M|*
c = diag M
L P\T/ \
0.5 v L
1] 0.5 1 1.5 2
X x

Rys. 2.2.1: Cztery pierwsze postacie i czestosci drgan wtasnych dla zadania preta, dla N = 10
elementow skonczonych i dwoch macierzy mas: konsystentnej i diagonalnej

W dalszej kolejnosci rozaptrzymy drgania wymuszone preta: wyznaczymy przemieszczenia i
predkosci dla dwdch kolejnych nieznanych krokéw czasowych. Do obliczen przyjmiemy te same da-
ne, co powyzej. Zatozymy krok czasowy At = 0.1s, zerowe poczatkowe przemieszczenie i predkosé,
a takze harmoniczng funkcje obciazenia dynamicznego f (x,t) = xsin (10t), P = 0. Sprawdzmy, ze
przyjeta czestos¢ obcigzenia wymuszajacego, czyli wy = 10, jest wigksza niz pierwsza, dominujgca
czestos¢ drgan wilasnych, wynoszaca dla przyjetych danych w; = 8.05. Nie ma zatem bezposred-
niego niebezpieczenstwa pojawienia sie zjawiska rezonansu (cho¢ takich sytuacji nalezy w praktyce
unikad), o ile obliczenia dla gestszej siatki MES potwierdza, iz wynik ten jest poprawny. Bowiem
w dalszym ciggu stosujemy dwa elementy skonczone o réwnej dlugosci, liniows interpolacje oraz
konsystentne macierze sztywnosci. Dla tak rzadkiej siatki MES nie mozna mie¢ pewnosci, co do
doktadnosci wynikow. Rzadka siatka MES jest przyjeta tylko ze wzgledow praktycznych - by
przeprowadzi¢ obliczenia reczne. Przesledzmy zatem kolejne etapy obliczeniowe

- algorytm Newmarka dla przyspieszenia, dla uktadu réwnan MES z wymuszonym warunkiem
brzegowym typu podstawowego (U; = V; = 0)

. Apf4a 1] 1 2 -1\
Uk+1:<6’)l1 2]+2(0.1)2EA[_1 : D :
2 -1

. (l ; ] sin (10-0.1- (k+ 1)) — EA{ 2 - ] (Uk+0.1vk)> (2.2.35)
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- algorytm Newmarka dla przyspieszenia po podstawieniu wartosci liczbowych dla E, A i p

ﬂk-ﬁ-l:(é[i% _;D_ ([Hsm(1o-o.1-(k+1))—10?[_21 _11](Uk+0.1vk)>=

3[5 2 17 T2
:23l2 10]<l2]sm(10-0.1-(/£—|-1))—10 l_l ) ](Uk+0.1vk)
(2.2.36)

- obliczenia dla pierwszego nieznanego poziomu czasowego (k =0, t = 0.1s)

=3[ 3] (3ol 2] ) [222)2

0 0.9878 0.0988 | m
Vi= [ 0 ] +0.1 [ 2.4147 ] = [ 0.2415 ] " (2.2.38)
_ 10 0 1 2| 0.9878 | | 0.0049
U, = l 0 1 401 l 0 1 +5(0.1) [ 2'4147] - [ 00191 ] m (2.2.39)

- obliczenia dla drugiego nieznanego poziomu czasowego (k = 1, t = 0.2s)

. 35 27([1]. [ 2 =17 ([ 00049 0.0988
U2:23l2 10]([21&“(2)_10 [—1 1 ]([0.01211*0'1[0.24151»

[ 0938 ]m
~ | —0.0106 | &2
(2.2.40)
0.0988 0.9386 0.1926 ] m
Vo= [ 0.2415 ] 0 l ~0.0106 ] - [ 0.2404 ] s (2:2.41)

1
U, [ 0.0049 ] o1 [ 0.0988 ] 0.9386 ] _ [ 0.0195

2
0.0121 02415 | T3 (O [—0.0106 0.0362]7” (2.2.42)



S.Milewski — Metody komputerowe - konspekt z wyktadow 23

3 Sformulowanie dla problemu sprezystego 3D

W poprzednim rozdziale poznalismy sformutowanie problemu jednowymiarowego oraz odpowiada-
jacy mu algorytm MES. Dzieki zatozeniu jednowymiarowosci, mogliSmy znacznie uprosci¢ model
rzeczywistej konstrukcji pretowej, sprowadzajac ja do jej osi obojetnej, gdzie wszystkie zmienne
zalezne (obciazenie, przemieszczenie, naprezenie (sita), odksztalcenie) miaty charakter skalarny
i byly funkcjg tylko jednej zmiennej niezaleznej. W konsekwencji, wszystkie relacje pomiedzy
zmiennymi byty bardzo proste i sprowadzaly sie do jednego réwnania z kazdej grupy réwnan. Jed-
nakze w przypadku ogdlnym trojwymiarowym (3D) juz takich utatwien nie bedzie, gdyz musimy
operowa¢ tréjka zmiennych niezaleznych (zq, x9, x3 lub x, y, z) oraz wielkosciami wektorowymi
(przemieszczenie, obciazenie, sita) oraz tensorowymi (naprezenie, odksztalcenie). Rozwazmy na

n
naprezeniowe warunki
brzegowe (naturalne, Neumanna)

brzeg  OQ t=0 \ 4

1 Y

4

aQ, ) t#0
N : 4 —
\\ sity masowe
N3 b .
: /// a
”
e obszar Q) A4
_ - t=0
u //
Sfassanl .

przemieszczeniowe warunki
brzegowe (podstawowe, Dirichleta)

Rys. 3.0.1: Sformutowanie 3D zadania liniowej sprezystosci - model mechaniczny

poczatek komplet rownan rézniczkowych dla ustalonego problemu liniowej sprezystosci. Zatdézmy,
iz trojwymiarowy obszar (objetos¢ ) jest poddany dziataniu sit masowych b, podczas gdy na
brzegu 052, znany jest wektor przemieszczenia u (na czesci 0€2,), lub wektor naprezen t (na czesci
09Q,, w kierunku normalnym na zewnatrz obszaru). Zauwazmy, iz 0€2, U 02, = 0f2.

7, drugiej strony, pojawia sie nastepujace nieznane pola mechaniczne, mianowicie przemiesz-
czenia (wektor u), naprezenia (tensor o) i odksztalcenia (tensor €). Podobnie jak w przypadku
1D, te pola pozostaja w relacji ze sobg i ze znanymi wielko$ciami za pomoca trzech typéw row-
nan, mianowicie réwnan réownowagi, geometrycznych i fizycznych (konstytutywnych. Réwnania te
wiaza ze sobg znane (b, @, t) i nieznane pola (u, o, €). Réwnania réwnowagi dla statyki (zwane
tez pierwszymi réwnaniami ruchu Cauchy’ego lub réwnaniami Naviera), ktore wynikaja z zasady
zachowania pedu, moga by¢ wyrazone w nastepujacej notacji macierzowej (absolutne;j)

dive +b=0 VreQ, on=t Vred, (3.0.1)
lub notacji indeksowej
Oijj + b,=0 Vze Q, OiiNj = t; Vx e 890 (302)

przy zatozeniu matych przemieszczen. W powyzszym wyrazeniu, n jest wersorem normalnym do
brzegu 0f),, skierowanym na zewnatrz. Dodatkowo, z zasady zachowania momentu pedu, wynika



24 S.Milewski — Metody komputerowe - konspekt z wyktadow

symetria tensora naprezen (drugie réwnania ruchu Cauchy’ego)
g —= O’T7 Oi5 = 0y (303)

Przy zatozeniu krotkozasiegowosci sit, predkosci nierelatywistycznych oraz braku proceséw ter-
micznych, pozostate zasady zachowania: masy i energii, pozostaja spetnione.

Réwnania geometryczna wynikajg z teorii deformacji i kinematyki ciata odksztatcalnego; wiaza
one odksztalcenia i przemieszczenia. Zaktadajac mate odksztatcenia, moga by¢ one wyrazone albo
W postaci macierzowej

1
e=V,au= 5 (Vu + VuT) , YreQ u=ua, Vred, (3.0.4)
albo w postaci indeksowej
1
Eij = 5 (Ui,j + uj,i) , Vo € Q, U; = U;, Vo € 8Qu (305)

Przez swoja definicje (czes¢ symetryczna gradientu wektora przemieszczen), tensor odksztatcent
jest réwniez symetryczny.
Ostatecznie, rownania fizyczne moga by¢ wyrazone w ogdlnej postaci

oc=D: g, 045 = Dijklgkl (306)

gdzie D jest tensorem stalych materiatowych, 4-tego rzedu o 81 wspotrzednych. Zaktadajac wszyst-
kie znane geometryczne symetrie, mamy 21 niezaleznych sktadowych, ktore stanowig zbior para-
metréw materiatlowych dla materiatu anizotropowego. Dodatkowo, jezeli zalozymy zachowanie
materiatu idealnie liniowo sprezyste izotropowe (te same wtlasno$ci we wszystkich kierunkach),
mozemy zredukowaé liczbe stalych materiatlowych do dwoch, mianowicie do modutu Younga F i
wspotczynnika Poissona v. W takim przypadku, rownania fizyczne mozna wyrazi¢ w nastepujace;
prostszej postaci

Oij = >\5kk5ij + 2pe4 (307)
0,71#7
1,i=j
dwie state Lamego \ i i, powigzane z modutem Younga i wspotczynnikiem Poissona w nastepujacy
sposob

w ktorej pojawia sie Slad tensora odksztatcenl (exx), symbol Kroneckera d;; = { , oraz

Ev E

A= , ==

(1+v)(1-2v) 2(1+v)

Do dalszej pracy, zarowno od strony analitycznej jak i numerycznej, wygodnie jest mie¢ jedno

rownanie, wigzace wszystkie trzy nieznane pola, niz trzy osobne. W podobny sposéb, jak to miato

miejsce w 1D, mozna zbudowa¢ model matematyczny w postaci uktadu co najmniej trzech réwnan

rézniczkowych drugiego rzedu, w ktorym podstawowa niewiadoma bedzie przemieszczenie (row-

nania przemieszczeniowe Lamego) lub naprezenie (réwnania naprezeniowe Beltrami-Mitchel’a).

Jednakze, poniewaz do przysztej analizy MES, potrzebujemy sformutowania wariacyjnego, zosta-

nie ono wyprowadzone bezposrednio na podstawie tych trzech typow rownan, bez przechodzenia

na posrednia forme lokalng mocng. Zatem mnozymy (w sensie skalarnym) obydwie strony réwna-

nia rownowagi przez dowolng wektorowa funkcje testowa v i caltkujemy rownanie stronami
na caltym obszarze €2

(3.0.8)

/v~divadQ:—/v~bdQ (3.0.9)
Q Q
Przez catkowanie przez czedci i wprowadzenie naturalnych warunkéw brzegowych z (3.0.1f), otrzy-
mamy

/Vv;adQ:/v-bdQ+/v-tdaQ, oecl? VveH (3.0.10)
Q Q o0
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Nastepnie, podstawiamy o z réwnan fizycznych (3.0.6)), co prowadzi do

/VV:D:edQ:/v.bdQ+/v.tdag, ecl? VveH] (3.0.11)
Q Q N

Zauwazmy, iz Vv moze zosta¢ poddane dekompozycji na czes¢ symetryczna i antysymetryczna,
mianowicie

Vv=V,v+V,v= ; (VV + VVT> + ; (VV - VVT) (3.0.12)

Skoro € jest tensorem symetrycznym, iloczyn skalarny € i V,v jest rowny zero. Dlatego tez,
Vv oznaczaja odksztatcenia odpowiadajace wariacji przemieszczenia v. Biorac to pod uwage, i
podstawiajac € z réwnan geometrycznych , otrzymamy ostateczne sformutowanie wariacyjne
(globalne, stabe) tréjwymiarowego liniowego zagadnienia teorii sprezystosci

/VSV:D:VsudQ:/V-bdQ+/v-tdaﬂ, ue Hl +a, WveH (3.0.13)
Q Q 0N

gdzie Vu jest obliczane zgodnie z prawa strona roéwnania ((3.0.4)).

Na bazie powyzszego réwnania mozna juz budowaé algorytm MES dla liniowej statyki. Jed-
nakze, w celu jego uproszczenia, zapiszemy go dla probleméw ptaskich, ktére otrzymamy ze sfor-
mutowania ogdlnego problemu 3D, wprowadzajac dodatkowe zatozenia upraszczajace, dotyczace
postaci wektora przemieszczenia (ptaski stan odksztalcenia) oraz naprezenia (ptaski stan napre-
zenia).

W przypadku analizy dynamicznej (drgania wlasne), wszystkie sktadowe pol sa takze funk-
cjami czasu t. Jednakze powaznej zmianie ulega tylko réwnanie réwnowagi (3.0.1) - znikaja sity
masowe b oraz wektor naprezen t, a pojawiaja sie sity bezwladnosci

dive =pii VxeQ, on=0 Vred, t>0 (3.0.14)

Pozostate réwnania nie ulegajg zmianom, jedynie w réwnaniach geometrycznych zaktadamy, iz
i = 0. Zatem koncowe rownanie wariacyjne dla zagadnienia drgan wtasnych 3D jest nastepujace

/VSV:D:VSudQer/v-iidQ:O, ueH!, VveH (3.0.15)
Q Q
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4 Wpybrane problemy liniowej teorii sprezystosci

W tym rozdziale, doktadnie opisane zostang dwa szczegdlne zadania liniowej teorii sprezystosci,
mianowicie ptaski stan odksztatcenia (PSO) oraz plaski stan naprezenia (PSN). Dla nich tez za-
prezentowane zostana najwazniejsze etapy algorytmu budowy modelu numerycznego MES, w tym
interpolacja funkcji przemieszczen w elementach tréjkatnych i prostokatnych. Od chwili obecnej,
zamiast numerowania osi uktadu wspoétrzednych za pomoca liczb naturalnych (1,2, 3), bedziemy

uzywaé symboli z,y, z. Stad, 1 = z,29 = y,x3 = 2, oraz X = [ r Yy 2 } Ponadto, I
x
0
— =, itd.
8y Y
utwierdzenie
a) ($ciana tylna)
i L

utwierdzenie
utwierdzenie Xy =k (spéd)
(4ciana przednia i spéd) i

Rys. 4.0.1: Modele mechaniczne dla ptaskich stanéw a) odksztatcenia (PSO), b) naprezenia (PSN)

4.1 Ptlaski stan odksztalcenia

W przypadku kazdego plaskiego stanu, nalezy wyr6zni¢ ptaszczyzne (tutaj (z,y)) oraz trzecia o$
(z), prostopadta do tej ptaszczyzny, wzdtuz ktérej zeruja sie wszystkie pochodne (czyli g (1) =0).
2z
W inzynierii ladowej, taki model moze by¢ zastosowany do analizy dtugich pryzmatycznych (o
stalym przekroju poprzecznym) konstrukeji, taki jak tamy, waty, mury oporowe, opaski rzeczne,
ktorych dtugosé L jest o wiele wieksza niz wymiar charakterystyczny d przekroju poprzecznego
(Rys.[4.0.1]). Dlatego tez, mozemy wycia¢ reprezentatywna tarcze o grubosci 1 metra (L >> 1m),
a obliczenia sprowadzi¢ do jej ptaszczyzny srodkowej. Dodatkowo, mozemy zatozy¢, iz wektor
przemieszczenia ma nastepujaca postac

(4.1.1)
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Na bazie réwnan geometrycznych (3.0.4)), otrzymujemy wektor niezerowych niezaleznych sktado-
wych odksztatcenia (tzw. notacja Voighta), mianowicie

2
Exx Ug,x v 0 u
e(x) = Eyy = Uy.y = 0 879 [ ux ] =Lu(x) (4.1.2)
22y = Yay Ugy + Uy g o 9 Y
| Oy O |

podczas gdy pozostate skladowe odksztalcenia sa zerowe (e,, = ¢,, = €,, = 0). Podobnie, z
réwnan fizycznych (3.0.7), otrzymujemy niezerowe niezalezne sktadowe naprezenia

O pa A €3z + Eyy) + 210y A+ 2u A 0 €z
o(x)=| 0y | = | ANew +eyy) +2uey, | = A A+2n 0 Eyy | =
Ozy 2Eqy 0 0 H Yy
. 0 i (4.1.3)
B v 1—v 0 - D
C (T+v)(1—2v) 1—2v ey | =Delx)
0 0 5 Vay

podczas gdy pozostate poza-przekatniowe sktadowe sg zerowe o,, = 0y, = 0, ale trzecia sktadowa
normalna

0o = Alesa +0) = (Oa + 0yy) = 1 (0ua + 0 (4.1.4)

2(A+p)
Ta dodatkowa, niezerowa sktadowa o,, moze by¢ traktowana jako naprezenie w przekroju po-
przecznym (lub reakcja Ao, gdzie A - pole tego przekroju), spowodowane odrzuceniem lewej i
prawej czesci konstrukeji, ktore uniemozliwiajg rozwazanemu wycinkowi tarczowemu deformacje
wzdtuz trzeciej osi x3 = z.

Ostatecznie, rownania rownowagi (13.0.1)) muszg by¢ spetnione, mianowicie

Ozz,x + Ozy,y + b:c =0
Oyzz + Oyyy +b, =0 (4.1.5)
Ozz,% + bz =0

Z warunku symetrii wynika, iz 0y, = 04y. Z kolei z ostatniego rownania, skoro o, . = 0, wynika,
iz intensywnos¢ sit masowych w PSO musi mie¢ zerowa trzecia sktadowa b, = 0.

4.2 Ptaski stan naprezenia

W tym przypadku, rozwazamy wyjsciowa konstrukcje tarczowa, ktorej grubos¢ h jest o wiele
mniejsza niz charakterystyczny wymiar d przekroju poprzecznego. Dlatego tez, mozemy zatozy¢,
iz wektor obcigzenia oraz tensor naprezenia maja tylko niezerowe ptaszczyznowe sktadowe, mia-
nowicie

b=|b |, t=|1t, |, o= o0y (4.2.1)
0 0 Oy

Automatycznie, otrzymamy na tej podstawie dwa réwnania rownowagi

{ Ogx,x + Ozyy + bx =0

4.2.2
O‘y,r,gj + Uyy,y + by - 0 ( )
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w ktorych oy, = 04y. Z drugiej strony, kiedy wyrazimy sktadowe naprezenia poprzez sktadowe od-
ksztatcenia, z rownan fizycznych (3.0.6)), otrzymamy trzy niejednorodne i trzy jednorodne zwiazki

Ogx = A (gxm + Eyy + 8zz) + 2,“/5123 0=A <€mr + Eyy + gzz) + 2,ugzz
Oyy = A (Ega +Eyy + €22) + 21y, 0 = 2ue,. (4.2.3)
Opy = 2[UE 4y 0 =2pue,.

Tak jak mozna bylo podejrzewac, €,, = €,. = 0, jednakze ¢, niekoniecznie bedzie zerows sktado-
wa. W rzeczy samej, mamy

A (€zz + Eyy) v

I — e 4.2.4
. e = ey (e ) (424

ktora moze zosta¢ podstawiona do wzoréw dla o, i 0y, co prowadzi do

2u+1+ A A 0
2p A 241+ ) 0 So
70 =5 1 o
0 0 3 (A + 2p) (4.2.5)
1 v 0
E v 1 0 Ca
0 5 Vay

Dodatkowa, niezerowa sktadowa odksztatcenia ¢,, odpowiada deformacji konstrukeji w niebloko-
wanym kierunku z, co jest spowodowane dziataniem ptaszczyznowego obcigzenia. Niezerowemu
odksztatceniu towarzyszy oczywiscie niezerowe przemieszczenie u,, ktore wystepuje w réwnaniach
geometrycznych, mianowicie

aa 0
Exa T |1,
ex)= ey | =] O oy l o ] = Lu(x) (4.2.6)
’me a a Y
| Oy Oz |
a takze
€ro = Uy, — Uy =¢E2+ u, (0) (4.2.7)

Niezaleznie od typu stanu ptaskiego (PSO, PSN), sformutowanie wariacyjne dla statyki (3.0.13))
ma nastepujaca postac

h/(Lv)TDLudQ:/v-bdQ+ /v-tdm, ueH +a, VveH (4.2.8)
Q Q 0N

a dla dynamiki drgan wtasnych

h/(Lv)TDLudQ+p/v-iidQ:O, ueH!, VYveH (4.2.9)
Q Q

Dla PSO, podstawiamy h = 1m. Dodatkowo zaktadamy, iz intensywnosci b it w (4.2.8)) zostaly
przeliczone, odpowiednio, na jednostke powierzchni (N/m?) i jednostke dtugosci (N/m), a gestosé
pw (4.2.9) jest gestoscia powierzchniows (wyrazona w kg/m?).
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4.3 Aproksymacja MES

U

(x y 3 . Y
y 323 3
° \(O’b) (cfz),b)
a) b) m ; ) 5
X X
|1 2
(0.0) (a,0) *
X
1 (;){;)
- 1
(-11) o 36(1,) e ’
J X X y=y(s.1) (-3
: /—\
X X ( )
)
(L) & 2} (1-1) (x.3) 2
X

Rys. 4.3.1: Elementy skonczone dla analizy 2D: a) element tréjkatny we wspoétrzednych global-
nych, b) element prostokatny we wspétrzednych lokalnych, ¢) kwadratowy element wzorcowy oraz
rzeczywisty element czworoboczny

W ptaskich zadaniach teorii sprezystosci obszar, ktéry nalezy poddaé dyskretyzacji, jest plasz-
czyzng. Dlatego tez siatka MES sktada sie z prostych figur geometrycznych, takich jak tréjkaty
i czworoboki, w tym oczywiscie kwadraty, prostokaty, romby i réwnolegtoboki. Ksztalt elemen-
tu powinien by¢ dostosowany do geometrii obszaru - przyktadowo tréjkatne elementy skonczone
tatwiej dopasowac do nieregularnych ksztattow, ale wyzsze rzedy interpolacji mozna wymusi¢ na
elementach czworobocznych. Oczywiscie kazdy element skonczony, niezaleznie od swojego ksztattu
geometrycznego, musi mie¢ przypisane stopnie swobody, w okreslony sposéb zwigzane z nieznang
funkcja (u nas jest to przemieszczenie). Najczesciej stopnie swobody przypisujemy do weztéw ele-
mentu, rzadziej do jego krawedzi. Z kolei weztami sa najczesciej wierzchotki figury geometrycznej,
cho¢ wprowadza sie tez wezty wewnatrz krawedzi oraz wewnatrz samego elementu - sg one po-
trzebne do wygenerowania interpolacji wielomianowych rzedow wyzszych, niz pozwala na to liczba
naturalnych wierzchotkéw elementu.

1
x Y
x? xy e (4.3.1)
23 o2y 2y %
2 23y 22y 2y %

Jednomiany (funkcje bazowe), ktére wchodza w sktad funkeji ksztattu (wielomianéw tego samego
rzedu, interpolujacych weztowe stopnie swobody) dobiera si¢ z trojkata Pascala (4.3.1) w taki
sposob, by ich liczba byta réwna liczbie stopni swobody elementu, oraz, aby wynikowy schemat
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interpolacji byt jednoznaczny i niezmienniczy dla obrotu. Rozwazmy dwa najprostsze elemen-
ty skonczone dla analizy 2D, mianowicie trojweztowy element trojkatny, czteroweztowy element
prostokatny i czteroweztowy element czworoboczny (Rys. |4.3.1]).

4.3.1 Tréjkatny element skonczony

Dla elementu tréjkatnego (Rys. |4.3.1a) bedziemy uzywaé jego rzeczywistych wspétrzednych (x,y)
w celu wyznaczenia wektora jego funkcji ksztattu

N(z,y)=| M (z,y) Na(z,y) Ni(z,y) ] (4.3.2)

a mianowicie trzech liniowych funkcji ksztattu (sktadajacych sie z trzech pierwszych jednomianéw

z (4.3.1), czyli [ 1 vy }), przypisanych kazdemu z wierzchotkéw elementu

Nj(z,y) =ajx+bjy+c;, j=1,2.3 (4.3.3)

Wspotezynniki interpolacji mozna wyznaczy¢ z warunkéw zero-jedynkowych
_ )0 i# g,

co prowadzi do uktadu rownan z trzema prawymi stronami - kazda kolejna prawa strona odpowiada
kolejnej funkcji ksztattu

T oy 1 ap Qg as 1 00
T2 Yo 1 bl b2 b3 = 010 (435)
T3 Ys 1 C1 Co Cs 0 0 1

Na bazie powyzszego uktadu rownan mozna wyprowadzi¢ wzory na wszystkie wspotezynniki, przy-
ktadowo wykorzystujac metode wyznacznikéw (Cramera). Wyznacznik gtéwny uktadu mozna ob-
liczy¢ metoda krzyzowa Sarrusa lub tez stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem trzeciej kolumny

W = @ays + 3y + T1Y2 — T3Y2 — T1Y3 — T2l (4.3.6)

Wyznaczniki niewiadomych sa prostsze do obliczenia, gdyz sktadaja sie z co najmniej dwoch zer.
W rezultacie otrzymujemy wzory na kolejne wspétczynniki funkeji ksztattu

Yjr1 — Yj-1 Tj1— Tjp1 Lj+1Yj—1 — Lj—1Yj+1 :
j = T, bj = T, Cj = W y ] = 1,2,3 (437)
przy czym, w powyzszych wzorach dla j <1 — 7 =3, adlaj >3 — 7 = 1. Wykresem liniowej
funkcji ksztaltu jest oczywiscie ptaszczyzna.

W podobny sposéb mozna zbudowaé¢ gradient V wektora funkcji ksztattu N, analitycznie
rozniczkujac funkcje ksztattu

oN
. ox . a; Qag as
VN = oN _[bl b b (4.3.8)
dy

Do obliczenia macierzy sztywnosci i wektora obcigzen bedzie potrzebne obliczenie catki po ele-
mencie skonczonym

I= /ef(:v,y) dxdy (4.3.9)
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z dowolnej funkeji f = f (z,y). Moze by¢ to zrobione na dwa sposoby, albo poprzez analityczne
catkowanie (zamiana calki powierzchniowej na catke dwukrotna, wyznaczenie funkcji pierwotne;j i
podstawienie granic) lub numeryczne. W przypadku podej$cia numerycznego, mozna wykorzystaé
wzory catkowania Gaussa, w ktérych catke przyblizamy w postaci sumy

Na
I~ JY [ @k, ye)wk (4.3.10)
k=1

w ktorej J oznacza pole trojkata, (zx,yx) to wspolrzedne punktéow Gaussa, a wy to wagi catko-
wania. W jednej z najprostszych konfiguracji Ng = 3 punktow Gaussa w trojkacie, pokazanej na
Rys. 4.3.1p, uzywamy trzech punktéw catkowania, zlokalizowanych na srodkach krawedzi tréjka-

ta, podczas gdy wszystkie wagi catkowania sa rowne —. Warto podkresli¢, iz taka konfiguracja

pozwala na catkowanie $ciste petnego wielomianu rzedu drugiego. Dla wszystkich innych funkcji
otrzymany wynik bedzie przyblizony. Pole tréjkata J mozna wyznaczy¢ na wiele sposobow, ale w
implementacji komputerowej najbardziej uzyteczny jest wzor Herona

J=\pp—a)(p-b)(p—0) (4.3.11)
, : . s a+b+c . .
w ktorym a, b i ¢ to dtugosci krawedzi trojkata, a p = ———— jest potowa jego obwodu.
W dalszej kolejnosci wykorzystamy tak wprowadzong interpolacje MES dla elementu troj-
katnego do budowy interpolacji funkcji przemieszczen dla zadan ptaskich. W zadaniach ptaskich

uy (2, y)
wektora przemieszczenia beda interpolowane z wykorzystaniem tych samych trzech funkcji bazo-

wych, mianowicie

funkcja przemieszczen ma dwie sktadowe niezalezne u (x,y) = l s (2, 9) ] Obydwie sktadowe

a

m

=[50 ] - (NG |-

(4.3.12)

= Nu ($7 y) Q(e)

[0 N 00Ny 0]
N 0 N1 0 N2 0 N3

gdzie U i U@(f) to wektory kolumnowe stopni swobody elementu (odpowiednio, poziome i piono-

T
we przemieszczenia), podczas gdy Q(e) = [ Uey Uya)y Uze) Uye) Uza) Uya } . Obliczenie
odksztatcen wymaga przemnozenia macierzy operatoréw rozniczkowych L oraz wektora przemiesz-
czen, co moze by¢ wyrazone w postaci

Nig 0 Ny, 0 Ny O
e(z,y)=Lu(z,y)=| 0 Ny 0 Ny 0 Ny |Q9=B(z,y) Q¥  (4.3.13)
Nl»y Nl,:v NQ,y N2,:v NB,y N3,x

gdzie B = LN, to macierz pochodnych funkcji ksztattu.

Stosujemy podejscie Bubnova-Galerkina (funkcja testowa v jest interpolowana za pomoca tych
samych funkcji ksztaltu, co funkcja prébna u) oraz zaktadamy harmoniczna postaé¢ odpowiedzi
dynamicznej (dla drgan wtasnych). Nastepnie podstawiamy schematy interpolacyjne MES dla
odksztatcen, obliczonych na wariacji przemieszczen v i przemieszczeniach rzeczywistych u, do
, oraz odksztatcen i przyspieszenia do . Wykorzystujac dowolno$¢ funkeji testowej,

otrzymujemy réwnania MES na poziomie elementu skonczonego, dla statyki

K©Q© = F© (4.3.14)
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i dynamiki drgan wtasnych
(K@ - M) Q¥ =0 (4.3.15)

w ktorych

K© —p / BTDBdady, M — / NTN, dzdy, F© = / N"b dzdy + / NTt ds
€ € € 0eNoN s
(4.3.16)
Podstawiajac w dalszej kolejnosci wyprowadzone wzory dla elementu trojkatnego, otrzymujemy
macierz B w postaci
aq 0 Q9 0 as 0

B=|0 b 0 b 0 b (4.3.17)

bl ay bg a9 bg as

z czego wynika, iz pole odksztalcen w tym elemencie jest interpolowane funkcja stata. Dlatego tez
element tego typu nazywa si¢ elementem statego odksztalcenia i jest oznaczany jako element CST
(z ang. constant strain triangle). Jest to réwniez element klasy C° gdyz w weztach elementu i
wzdtuz jego krawedzi zapewniona jest tylko i wytacznie ciggto$é samego przemieszczenia, na styku
z innymi elementami. W konsekwencji, wyrazenie podcatkowe w macierzy sztywnosci elementu z
jest niezalezne od (x,y), moze zostaé¢ przeniesione przed calke, a catka z 1 po trdjkacie
jest réwna jego polu, zatem K = hJBTDB dla elementu CST.

Innym przyktadem trojkatnego elementu skoniczonego moze by¢ element, ktory procz 3 weztow
wierzchotkowych posiada réwniez wezly na Srodkach kazdej z trzech krawedzi. Zatem element
ma tacznie 6 weztdéw i kazdemu z nich przypisana jest funkcja ksztaltu, sktadajaca sie z szesciu
pierwszych jednomianéw z tréjkata Pascala (4.3.1)), czyli { 1 2 y 2% ay y28] (powierzchnia
drugiego stopnia). Element tego typu jest réwniez elementem klasy C°, ale nosi nazwe elementu
liniowego odksztaltcenia, w skrécie LST (z ang. linear strain triangle), gdyz sktadowe odksztalcenia
(pochodne przemieszczenia) sa interpolowane funkcja liniowa (ptaszczyzna).

4.3.2 Prostokatny element skonczony

Najprostszy element czworoboczny to element prostokatny, o czterech weztach zlokalizowanych
we wierzcholkach prostokata (Rys. [4.3.1p). Do budowy jego funkcji ksztaltu wykorzystamy trzy
jednomiany z elementu CST oraz jeden dodatkowy wyraz. Zgodnie z poprzednio podanymi zasada-
mi, bedzie to wyraz biliniowy xy. Dla odmiany sprobujmy zapisa¢ funkcje ksztattu tego elementu
postugujac si¢ lokalnym uktadem wspoétrzednych, zwigzanym z elementem, o poczatku w jego
lewym dolnym rogu. Wykorzystujac interpolacyjne wtasnosci funkcji ksztattu, mozna utworzy¢
bezposrednie wzory, bez potrzeby rozwigzywania uktadu rownan - odpowiednika uktadu
dla tréjkata. Pomyst polega na mnozeniu wielomianéw Lagrange’a dla kierunku z i y, mianowicie

N(o.y) = [ Mi(ey) Naloy) Nalwy) Niay) |-

(x—a)(y—b) z(y—b) =y (fc—a)y}_

= 4.3.1
ab ab ab ab (4.3.18)

= 1 [ xy—zb—ya+ab br—zy zy ay—xy}
ab

Na tej podstawie obliczamy gradient VN oraz macierze N, i B potrzebne odpowiednio do inter-
polacji pola przemieszczen oraz pola odksztatcen. Roznica polega na tym, iz element ma osiem
stopni swobody, mianowicie cztery przemieszczenia poziome i cztery przemieszczenia pionowe.
Poza tym, pole odksztatcen nie bedzie juz funkcjg staly, tylko funkcja x i y, zatem, nawet dla
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obliczenia lokalnej macierzy sztywnosci, koniecznie bedzie przeprowadzenie catkowania w sposob
analityczny lub numeryczny. Pamigtajmy rowniez o tym, iz w przypadku tego elementu, catko-
wanie odbywa sie w uktadzie lokalnym elementu - zatem, jezeli globalne zmienne D, b lub tez
t sa funkcjami (z,y), nalezy dokonaé¢ odpowiedniej transformacji pomiedzy uktadami lokalnym i
globalnym (podobnie jak w przypadku 1D z uzyciem parametru d).

Dla catki oznaczonej , podejscie analityczne wymaga zastosowania twierdzenia o iteracji
catki podwdjnej, czyli

I = /Oa /Obf (z,y) dydx (4.3.19)

natomiast catkowanie numeryczne, wedtug wzoru (4.3.10)), moze zosta¢ wykonane z wykorzysta-
niem konfiguracji Ng = 4 punktéw catkowania Gaussa, o wspotrzednych stanowigcych wszystkie
mozliwe cztery kombinacje ze zbioru

a 1 b 1
—£t—=+1) z|x—=+1 4.3.20
[ 2 ( V3 ) 2 ( V3 ) ] 4320
oraz jednostkowych wagach wi J = az' Taki wzor catkowania bedzie $cisty dla pelnego wielomianu
drugiego stopnia.
Innym przyktadem prostokatnego elementu skonczonego moze byé¢ element 9-cio weztowy, z
czterema dodatkowymi weztami ulokowanymi w srodkach kazdej krawedzi oraz jeszcze jednym w

srodku ciezkosci prostokata. Na takim elemencie mozna zbudowa¢ interpolacje z wykorzystaniem
jednomianéw | 1 z y 2% zy y* 2%y xzy® 2%y°

4.3.3 Czworoboczny element skonczony

W przypadku dowolnych czworobokéw, wyznaczenie funkeji ksztattu elementu oraz punktéw cal-
kowania w uktadzie wspotrzednych rzeczywistych jest znacznie bardziej ztozone obliczeniowo. Dla-
tego tez jest o wiele wygodniej zbudowac schematy interpolacji na kwadratowym elemencie wzor-
cowym oraz wyprowadzi¢ odpowiednia transformacje pomiedzy wspéhrzednymi (€, ) w ukladzie
wzorcowym, a wspolrzednymi (z,y) w ukladzie rzeczywistym (Rys. [4.3.1k). Transformacja ta ma
postac

z =z (£,n)
{ y— g (4.3.21)

Aby wyznaczy¢ jej sktadowe, nalezy zdefiniowaé cztery funkcje ksztaltu elementu wzorcowego,
ponownie wykorzystujac wielomiany Lagrange’a, mianowicie

N = 1€-Dm-1) —E+D0-1) ;E+D@+1) —E- D@+ | =

= 1[—E-ntEmt1 E—n—Ent1 Etntentl ~E+n—gn+1]

(4.3.22)
Zgodnie z cechg izoparametrycznosci elementu, rzeczywista jego geometria moze by¢ interpolowana

za pomoca tych funkcji, czyli
z(&n) =N (&n) X
{ y(&n) =N(En) YO (4.3.23)

gdzie X i Y(©) sg wektorami rzeczywistych wspétrzednych z i y wezléw elementu. Zbadajmy
teraz male przyrosty tych wspoétrzednych

oz ox

d§+—dn ,
de] _ | ¢ | % ® [ d¢ 1 3 [ d§ ] 1.3.24
[dy] £d£+ay [yé y ] an | =T Ly .

IS~ 3~
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gdzie J jest macierza transformacji (Jacobiego). Obliczenie pochodnej z dowolnej funkcji f =
f (z,y), okreslonej na rzeczywistym elemencie, moze zostaé¢ przedstawione jako

of of o 0f oy of of
o | | 0xo¢ " oyoE | | ve v Or | _ o | 0w (4.3.25)
of | T aror oroy | T g o | T o >
on dxdn Oy dn Jy Ay
Stad
of
1| 0¢
Viy) =Vi@En)yEm)=J"1 o5 (4.3.26)
an
Podobnie, gradient wektora funkcji ksztattu moze by¢ obliczony jako
I I B e
VN (z,y) =J [N; =1 le—1 —1-€ £41 1-¢ (4.3.27)

Ostatecznie, catka okreslona z funkcji f moze by¢ obliczona w nastepujacy sposob

1,1 Ng
1= [Faydedy= [ [ F@(&n).y(&m)detd dgdn et Y f(x (6m) v (€ m)) e

k=1

(4.3.28)
Najczedciej stosowana konfiguracja czterech punktow catkowania Gaussa pokazana na Rys. [4.3.1k,
sktada sie z ich wspétrzednych

(o) (o) (o) (o)) oo

oraz odpowiadajacych im wag, ktore réwne sg 1.

4.4 Przyktady obliczeniowe

Zadanie bedzie dotyczylo trojkatnego elementu skonczonego, pokazanego na Rys. [6.0.3h. Nalezy
wyznaczy¢ gradient jego funkcji ksztattu, a takze obliczy¢, analitycznie i numerycznie, catke okre-
slong z funkcji f (z,y) = = +y, okreslonej na tym tréjkacie. Kolejne etapy obliczen przedstawiono
ponizej, mianowicie

- funkcje ksztaltu elementu

) 61:17

N, (0,0) =1 .
N (2,0)=0, — 200 +¢, =0, — Nl(x,y):—ix—y—l—l
Nl(O,l)zo, 1b1+01:0
N5 (0,0) =0, c2 =0, 1
Ny (2,00=1, — 2a3 +¢; =1, = Np(z,y) =gz
N> (0,1) =0, 1by +co =0 (4.4.1)
N3 (0,0) = 0, C3 = 0,
N3(270):Ov - 2a3—|—03:O, - Ng(ﬂf,y):y
Ng(o,l)zl, 1b3+C3:1

1 1
N (z,y) = [ e Y+l Ty
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- gradient wektora funkcji ksztattu

ON L1
VN = gli |2 2" (4.4.2)
-7 -1 0 1
dy
- calka okreslona z funkcji f (x,y) = = + y wykorzystujac catkowanie analityczne
1 I
2 l-—z 2 1 (1 - 2$>
]:/:L‘—I—ydxdy:/ / 2 :E—I—ydydx:/ :v<1 — m) +~—=2—dr=1 (4.4.3)
e o Jo 0 2 2
- calka okreslona z funkcji f (z,y) = = + y wykorzystujac catkowanie numeryczne
1 1 1 1
I==--2-1--(1 14 = —]=1 4.4.4
2 3 ( * ( * 2) * 2) ( )

W dalszej kolejnosci, dla tego samego trojkata, wyznaczymy jego macierz sztywnosci. Zalozymy
PSN 7z parametrami h = 0.1m, E = 10°k4N/m? i v = 0.1 oraz przyjmiemy metry jako jednostki
dtugosci.

1 01 0 —-05 0 05 0 00
D =1.010-10°]| 0.1 1 0 EN/m*, B=| 0 -1 0 0 0 1] 1/m (44.5)
0 0 0.450 -1 =05 0 05 10
[ —05 0 -1 ]
0 -1 -05

05 0 0 —0.5 -0.1 0.5 0 0 0.1
BTDB = 1.010 - 10° 0 0 05 —0.05 -1 005 O 0 1 | =
' —0.450 —0.225 0 0.225 0.450 O

0o 0 1
0 1 0 |
[ 0.7000  0.2750 —0.2500 —0.2250 —0.4500 —0.0500 T
1.1125  —0.0500 —0.1125 —0.2250 —1.0000
B ; 0.2500 0 0 0.0500 A
= 1.010-10 symetria 0.1125  0.2250 0 kN/m
0.4500 0
i 1.0000 |
(4.4.6)
K©® =0.1m-05-2m-1m-BTDB =
(07000  0.2750 —0.2500 —0.2250 —0.4500 —0.0500 -
1.1125  —0.0500 —0.1125 —0.2250 —1.0000 44)
B . 0.2500 0 0 0.0500 =
= 1.010-10 symetria 0.1125  0.2250 0 kN/m
0.4500 0
i 1.0000 |

Wszystkie powyzsze obliczenia mogliSmy przeprowadza¢ dla tego elementu w oderwaniu od
konstrukeji inzynierskiej, ktorej stanowi on czes¢ po dyskretyzacji MES. Jest to zwiazane z fak-
tem, iz macierz sztywnosci elementu obliczamy tylko na podstawie jego geometrii oraz wtasnosci
materialowych. Jednakze dalsze obliczenia musimy juz wykona¢ dla okreslonego stanu statyczne-
go. Zatem rozwazmy sytuacje dla PSN, jak na Rys. Jest to konstrukcja typu tarczowego,
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1m

¢ QtzU‘u

0,=U, I_Qs:Ua[z}
v b 2
1
=T/,
Ii ) q=10/N/m

2m

Rys. 4.4.1: Tarcza PSN poddana dyskretyzacji jednym elementem skonczonym

ktora poddano dyskretyzacji za pomoca jednego elementu skonczonego typu tréjkatnego. Kon-
strukcja ma takie rozmiary jak pojedynczy element rozwazany powyzej, zatem macierz sztywnosci
tego elementu zostata juz poprawnie obliczona . Na Rys. widzimy globalng numeracje
weztow oraz stopni swobody. Krawedz 1-3 jest zamocowana, a krawedz 1-2 obciazona obcigzeniem
ciagtym o statej intensywnosci ¢ = 10 kN/m, skierowanym w do6t. Jest to obciazenie brzegowe. Na-
szym zadaniem jest wyznaczenie przemieszczen weztéw oraz obliczenie wektoréw przemieszczen,
odksztalcen i naprezen (w notacji Voighta) dla srodka ciezkosci tego elementu (punkt C).

Aby wyznaczy¢ przemieszczenia, musimy rozwiazaé globalny uktad MES. Macierz sztywnosci
juz zostata obliczona, pozostato obliczy¢ wektor obcigzen tego elementu. Postepujemy zgodnie ze
wzorem (4.3.16) na F(©), w ktérym niezerowy jest tylko drugi sktadnik (calka po czeéci brzegu
de N 08, czyli po krawedzi 1-2). Na krawedzi 1-2 wspolrzedna y = 0, a x € [0 2]. Zatem

o ]
]. — ix 0 - ] ] ]
0 1-—-z 0 0
) 5 — 10 —10
2 2
(e _ “u 0 0 :/ 0 _| 0
FO= [T 5 1 l 1 ] de= [T, A=y |RN O @49
0 e 0 0
2
0 0 L 0 L 0
. 0 0 -

Warto podkresli¢, iz wielkosci elementowe (lokalne) stanowia réowniez wielkosci globalne, gdyz z
powodu jednego elementu skoficzonego na cala konstrukcje nie ma agregacji. Zatem K = K(©
oraz F = F© i

KQ=F (4.4.9)

Powyzszy uktad mozemy jednak rozwigza¢ dopiero wtedy, gdy uwzglednimy warunki brzegowe.
Dla rozwazanego zadania sg one nastepujace ()1 = Q2 = )5 = Qg, z czego wynikaja tez zerowe
wartosci stopni swobody wariacji przemieszczen w tych samych weztach. W konsekwencji mozemy
z uktadu skresli¢ pierwszy, drugi, pigty i szésty wiersz oraz pierwsza, druga, pigta i szésta kolumne
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z macierzy K . Po skresleniach pozostanie uktad dwé6ch réwnan z dwiema niewiadomymi

0.2500 0 Q 0
. 5 3 f—
oo [ 050 0 1@ [ 0] i
ktoérego rozwigzaniem jest Q3 = Om i Q4 = —8.8087-10~*m. Zatem globalny wektor przemieszczen
Wynosi
T
Q=[00 0 —88087-107* 0 0] m (4.4.11)

Dla tak wyznaczonego wektora stopni swobody konstrukcji wyznaczymy teraz pola mechanicz-

1 2
ne dla srodka ciezkosci tréjkata (punkt C o wspétrzednych z, = 3 (0+2+0) = 5 Oraz Yo =

1 1
3 (0+0+1) = 5) Do obliczenia wektora przemieszczen korzystamy ze wzoru (4.3.12)):

u x, - =
Y Ny (z,y) -0+ Ny (z,y) - (—8.8087-107%) + N3 (z,y) - 0 —4.4044 - 10~z
(4.4.12)
czyli
0
u. =u(x.,y.) = m 4.4.13
(e, ) { —2.9362 - 1074 ] ( )

Wektor odksztalcenia (w notacji Voighta) otrzymamy z zaleznosci (4.3.13)), ale mozna tez postuzyé
sie uprzednio wyznaczona funkcja przemieszczen u (z,y), mianowicie

Ug 2 0
e(z,y) = Uy y = 0 (4.4.14)
Ugy + Uy s —4.4044 - 10~*

oraz dodatkowa niezerowa e,, = — (€2 +4y) = 4.8938 - 1077, co jest typowe dla PSN.

To oznacza, ze dla tego typu elementu odksztatcenie jest state i wynosi tyle samo dla kazdego
punktu elementu, w tym punktu C. Podobnie bedzie z naprezeniem, ktore wyznaczymy ze zwigzku
fizycznego

1 01 0 0 0
oc=De=1.010-10°] 0.1 1 0 0 — 0 kN/m? (4.4.15)
0 0 0450 | | —4.4044-10~* —200.1800

W praktyce inzynierskiej stosujemy rozmaite miary usredniajace powyzsze wielkosci wektorowe
(przemieszczenie) i tensorowe (odksztalcenie i naprezenie, tu zapisane w postaci wektorowej).
Dzigki temu dana wielko$¢ moze reprezentowaé jedna liczba (skalar), a nie wektor/macierz. W
przypadku przemieszczenia moze to by¢ przyktadowo przemieszczenie wzgledne, ktore w naszym
przypadku dla punktu C wynosi

. = /u? 4+ u2 =2.9362-10"*m (4.4.16)

Dla odksztalcenia, jak dla tensora, mozemy obliczy¢ jego odksztatcenia gtowne (w kierunkach
gtownych), a takze jego niezmienniki, czyli slad (suma elementéw na przekatnej gtéownej tr, =
Epateyytes. = 4.8938:107°), sume dopelnien algebraicznych elementéw na przekatnej gtéwnej oraz
wyznacznik, ktore sa potrzebne do wyznaczenia wspotczynnikéw réwnania charakterystycznego.
Podobnie mozemy postapi¢ dla naprezenia, pamietajac, iz w PSN o,, = 0. W mysl hipotezy wy-
trzymalosciowej Hubera-Misesa-Hencky’ego, element uplastyczni sie (straci wtasnosci sprezyste),
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gdy energia odksztatcenia postaciowego przekroczy ustalona warto$¢ (parametr materiatowy). W
tym celu mozna obliczy¢ tzw. naprezenie zredukowane, ktére dla ogélnego przypadku 3D okresla
wzOr

1
Ored = \/i\/(am — 0yy)’ A+ (0 — 0yy)° + (Ope — 0.2)° + 6 (agy +02, + ng> (4.4.17)

lub w osiach gtéwnych

Ored = \}E\/(O}E — ay)2 + (0, — ay)2 + (0, — JZ)Q (4.4.18)

Dla PSN powyzsze wzory ulegaja uproszczeniu przyjmujac 0., = 0, mianowicie

Ored = \J02, + 02, — Oua0yy + 302, (4.4.19)

lub w osiach gtéwnych

Ored = \/0325 + 07 — 0.0y (4.4.20)

Dla wynikéw uzyskanych w rozwazanym zadaniu otrzymamy o,.q = 346.7218 kN/m? stosujac
pierwsza zaleznosé, a druga zaleznos¢ mozna zastosowaé¢ po wyznaczeniu naprezen gtéwnych z
roOwnania charakterystycznego dla tensora naprezen

det(c —Io)=0 — 0°>—4.0072.0244=0 — 0,0, = =£200.1800 (4.4.21)

stad 0,eq = 346.7218 kN/m?, czyli ta sama wartos¢.
W przypadku, gdy w temacie tego samego zadania zostatby zadany PSO, zamiast PSN, na-
stapity by nastepujace zmiany

e grubos¢ tarczy przyjelibysmy jako A =1 m,

e macierz stalych materiatowych D, potrzebna do wyznaczenia macierzy sztywnosci, ulegtaby
zmianie,

e przy obliczaniu odksztalcen, uzyskalibysmy zerows sktadowa e,, = 0, czyli $lad tensora
policzylibyémy jako sume dwoch elementéw,

e przy obliczaniu naprezen, uzyskaliby$my niezerows sktadowa o,, # 0, zatem wzory na na-
prezenie zredukowane, w osiach zwyktych i gtéwnych, bytyby inne i nalezatoby je uzyskac ze
wzoréw dla przypadku 3D, tj. odpowiednio (4.4.17)) i (4.4.18]). Takze problem wtasny tensora
naprezen nalezatoby sformutowac i rozwiazywac jako problem dla macierzy o wymiarze 3 x 3.

W przypadku, gdy tarcza ma ksztatt prostokata, mozemy podzieli¢ ja na dwa elementy troj-
katne i przeprowadzi¢ analize jak wyzej, z zastrzezeniem, iz potrzebna bytaby agregacja wielkosci
lokalnych do uktadu globalnego. Mozna by tez zastosowaé jeden element prostokatny, ale wyznacze-
nie macierzy sztywnosci bytoby trudniejsze, gdyz macierz pochodnych funkcji ksztalttu B(®) bytaby
macierza funkcyjna (zalezna od z i y). Do tego po otrzymaniu globalnego wektora przemieszczen
i obliczeniu wektoréw przemieszczen, odksztatcen i naprezen dla dowolnego punktu wewnatrz tar-
czy, sktadowe tych wektorow bytyby - w ogélnym przypadku - funkcjami x i y. Zatem ewentualne
uplastycznienie konstrukeji nalezatoby rozpatrywaé¢ w wybranych punktach elementu. Najczesciej
tymi punktami sa punkty catkowania Gaussa.

Wyznaczymy jeszcze wzory transformacyjne dla wspotrzednych, gradient pierwszej funkeji
ksztattu w rzeczywistych wspotrzednych, a takze obliczymy, analitycznie i numerycznie, caltke
oznaczong z funkcji f (x,y) = x — 2y na elemencie czworobocznym, pokazanym na Rys. |6.0.3p.
Wykonujemy kolejne obliczenia
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wzory transformacyjne dla wspotrzednych

3

1 3.1
56(5,77)=0-N1(£,n)+2-N2(€ﬂ7)+4-N3(£,n)+0-N4(§ﬂ7)=§£n+§€+§n+§7

Y(Em) =0 Ny (Em) +0- Ny (6m) +2- Ny (€m) +1- Ne () = 2€n+ 16+ Ju+

4
(4.4.22)
macierz transformacji, jej wyznacznik i odwrotnosc¢
1 3 1 1 1 3 1 1
215 3513 11 o | L U
1+1 1§+3 4> 4 1€+177+1 1g 1 1+3
27Ty 1T 4 4 2> 2 2773
(4.4.23)
gradient pierwszej funkcji ksztattu we wspotrzednych rzeczywistych
15 N 3 1 1
VN, (2,4) = 1 27 T T | -1 L 1 —+2m—1
o 4<1§+1n+1) L N A B Rl et A
1~ 2> 2 2773
(4.4.24)

catka oznaczona z f (z,y) = x — 2y obliczana analitycznie

I:/ea:—2yda:dy:/_11/_ll(£—77) (i§+i”+1>d5d”:i/_ll/_ll (€ — n? + 46 — 4n) dedy =

: 1
=i(/11 (g—n25+2§2—4n5>

caltka oznaczona z / (I, y) =T — 2y obliczana numerycznie

(4.4.25)
(G - Go) ) () - () )
4
.

() 8) - (- 9)
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5 Problemy nieliniowe 1D

W modelach mechanicznych, nieliniowos¢ moze mie¢ dwa zrédta, mianowicie

1. nieliniowo$é geometryczna, w ktérej zaktadamy duze przemieszczenia lub/i obroty lub/i
odksztalcenia (konstrukcje wiotkie, ciggnowe, cienkie) i przy ktorej nalezy zrezygnowaé z
zasady zesztywnienia - to znaczy réwnania réwnowagi musza by¢ budowane w konfiguracji
aktualnej, podazajacej za deformacjg konstruke;ji,

2. nieliniowo$¢ fizyczna (materiatowa), w ktorej zaktadamy nieliniowe prawo fizyczne (przy-
ktadowo, nieliniowa relacja odksztalcenie - naprezenie, odksztalcenia trwate - plastycznosé,
pekanie i zniszczenie, efekty reologiczne), na ogél jest prostsza do analizy numerycznej niz
nieliniowos¢ geometryczna, z tego wzgledu, iz nie trzeba przy niej rezygnowa¢ z zasady
zesztywnienia.

Oczywiscie, obydwa typy nieliniowosci moga wystepowaé¢ razem lub osobno. W kazdym przypad-
ku, zastosowany musi by¢ odpowiedni numeryczny algorytm, mianowicie wyprowadzenie modelu
po linearyzacji (na podstawie oryginalnego modelu nieliniowego), a nastepnie rozwiazanie wyni-
kajacych z niego nieliniowych réwnan algebraicznych za pomoca metody Newtona-Raphsona.

5.1 Duze odksztalcenia rozcigganego preta

Skupmy uwage na duzych odksztalceniach preta rozcigganego, ktérego statyka i dynamika dla mo-
delu w petni liniowego byta tematem pierwszych rozdziatéw. Dodatkowo zatozymy liniowsa sprezy-
stos¢. W przypadku rownan rownowagi, jezeli chcemy efektywnie uwzgledni¢ duze odksztatcenia,
powinnismy takze zatozy¢ duze przemieszczenia (czyli L w warunku brzegowym oznaczaé powinno
dlugosé preta po odksztalceniu), by wieksza zmiana odksztatcenia mogta przeniesé sie na wieksza
zmiane przemieszczenia. Komplet rownan opisujacych zachowanie preta w nowych warunkach jest

nastepujacy

AN
_ N(L)=P

o = (L) =P,
_du du _ (5.1.1)
T dr T3 2 (dx) - u(0)=0,

c=Fs — N=FAe

Zamiast budowaé na tej podstawie nieliniowe réwnanie rézniczkowe (sformutowanie lokalne), wy-
prowadzimy od razu nieliniowe réwnanie wariacyjne (punkt wyjscia dla MES), w podobny sposob,
jak dla zadania 3D liniowej teorii sprezystosci. Zatem gdy pomnozymy réwnanie rownowagi przez
dowolna funkcje testowa v i catkujemy obydwie strony réwnania w przedziale zadania [0, L], otrzy-
mamy

L L
N
- /v—dx = /qux (5.1.2)
0 0

Po przecatkowaniu przez czesci catki po lewej strony rownania, mamy

Ndx —v(L)N (L) +v(0) N (0) = /qua: (5.1.3)

O\h

Podstawiajac N (L) = P i zakladajac v (0) = 0, mamy

[

/ vgda + Po (L) (5.1.4)

& \
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dr 2\ de

réwnan fizycznego i geometrycznego), co prowadzi do wariacyjnego sformutowania zadania

du 1 (du)?
Nastepnie podstawiamy wyrazenie dla sity N = FAe = FA ( “ (u) ) (na podstawie

fdo (du 1 (du\’ L
v [du u
EA/— — 4+ = dx:/vdx—l—PvL, we H, Yue H! 5.1.5
dz (d:B 2 (da:) ) 1 (L) 0 0 ( )
0 0
Mozna zauwazy¢, iz w poréwnaniu do catkowicie liniowego modelu preta, mamy do czynienia
z nowym nieliniowym sktadnikiem, zawierajacym kwadrat pierwszej pochodnej przemieszczenia.
Powstaje pytanie, czy takie zadanie da sie rozwiaza¢ za pomoca MES, wykonujac identyczne
operacje, jak dla zadania liniowego. Budujemy zatem schematy interpolacyjne dla obu funkcji i
ich pochodnych

u(z) =N (@)UY, () =B(2)UY, wv(z)=(VO) N (2), o(z)= (V) B ()
(5.1.6)
Po ich podstawieniu do réwnania wariacyjnego i skorzystaniu z faktu, iz funkcja testowa v jest
dowolna ((a zatem réwniez jej wartosci weztowe V), otrzymamy na poziomie elementu skoniczonego

h h
1
EA / BT (BU@ 5 (BU@)Q) dz = / NTqdz + PNT (L) (5.1.7)
0 0

Zatem lewa strona réwnania jest nieliniowa. Nie jest mozliwe przedstawienie jej w postaci standar-
dowej, czyli K(®U© = F(©) bowiem nie jest mozliwe odseparowanie wspétezynnikéw od niewiado-
mych (wektor U®)). Modelem algebraicznym takiego zadania jest uktad réwnan kwadratowych,
ktorego na ogdt nie da sie rozwigzaé¢ za pomocg metod analitycznych. Dlatego trzeba postapié
inaczej, niz w przypadku zadania liniowego.
Przedstawmy powyzsze nieliniowe réwnanie dla elementu w postaci residualnej R(®) (U(e)) =0,
gdzie wektor residualny (resztkowy) wynosi
h ] h
R (UW) = p4 [BT (BU(‘“’) = (BU<6>)2> dr — [ Ngdz — PN" (1) (5.1.8)
0 2 0
Residuum réwnania jest funkcjg jego rozwigzania. Po jego zbudowaniu dla wszystkich elementow
skoniczonych i dokonaniu agregacji do uktadu globalnego, otrzymujemy uktad nieliniowy postaci
R (I_J) = 0, ktéry mozna poddac linearyzacji, zgodnie z ideg metody Newtona-Raphsona. W tym
celu rozwijamy wartosé residuum R w okolicy nieznanego rozwigzania $cistego U w szereg Taylora
_ R
R (0) =R(U+AU) =R (U) + ;=AU + . R (U) + KrAU (5.1.9)

a w rozwinigciu zachowujemy jedynie wyraz staly i liniowy. Poniewaz residuum dla rozwigzania
Scistego jest zerowe (R (U) = 0), po przeksztalceniu otrzymamy schemat iteracyjny

KPAUF = _R® (5.1.10)

w ktorym Ko oznacza styczng macierz sztywnoéci, a AU®H) = gk+l) _ gk yk+h) =
U® + AU®HD | Na poziomie elementu skoficzonego styczna macierz sztywnosci obliczana jest w
nastepujacy sposob

OR(®)
~ oU®©

h
K (U©) - EA/BTB (1+BUY)da (5.1.11)
0
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dR dR du), R(u)

u 4 A U,

U, + Auél) iy + Au(()z) u, + Aul(l) 1, Aul(z)

Rys. 5.1.1: Schemat graficzny zwyktej metody przyrostowo-iteracyjnej Newtona-Raphsona dla
problemu nieliniowego z jedna zmienng

Schemat nie jest samo-startujacy i nie ma jasno okreslonego konca obliczen. Wyma-

gana jest znajomos$é rozwigzania startowego U (np., odpowiadajacego liniowemu modelowi i

speliajacego oryginalne, podstawowe i naturalne, warunki brzegowe), dopuszczalnego btedu roz-

wigzania oraz maksymalnej liczby iteracji. Iteracje wykonywane sg tak diugo, az e < eqop, gdzie
|AT*HY]|

© e

Dodatkowo nalezy pamietac, iz L ulega zmianie w czasie deformacji preta. Dla rozwigzania
startowego przyjmujemy oczywiscie dtugoéé nieodksztatconego preta (L(®) = L), ale juz dla pierw-
szej iteracji metody Newtona-Raphsona nalezy zmodyfikowaé dtugoéé jako LY = L + U, gdzie
U, oznacza przemieszczenie poziome ostatniego, prawego wezta (czyli korica swobodnego preta).
W konsekwencji, siatka MES ulegnie zmianie, gdyz zmieni sie dtugosé h kazdego elementu (przy
zachowanym podziale na N elementéw o rownej dtugosci). Nie jest to szczegdlnie skomplikowany
proces, ale nalezy o tym pamietaé¢ przy obliczeniach.

Warto jeszcze wspomnieé, iz istnieja rozmaite warianty metody Newtona-Raphsona. W me-
todzie zwyklej styczna macierz sztywnosci jest aktualizowana w kazdej iteracji, co oczywiscie
jest kosztowne obliczeniowo. Jednakze mozna obliczy¢ ja tylko raz, dla rozwigzania startowego, i
wykorzysta¢ przy kazdej nastepnej iteracji - wtedy zmianie ulega jedynie wektor residualny. Ob-
liczeniowo jest to wariant prostszy, ale wymaga na og6t wiecej iteracji niz wariant zwykty, przy
tej samej zatozonej doktadnosci. Taka wersja metody Newtona-Raphsona nazywa si¢ metoda
zmodyfikowana. Czesto tez catkowite obcigzenie, przytozone do konstrukcji, dzielone jest na
przyrosty, "porcje” obcigzenia i przyktada do konstrukcji jeden po drugim - wszystko po to, by
zapewni¢ lepsza zbieznos¢. Dla kazdego kolejnego przyrostu obcigzenia wykonuje sie iteracyjne
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rozwiazanie uktadu rownan MES, az do osiagniecia rownowagi (z zadana dokladnoscia). Metoda
nazywa sie metoda przyrostowo-iteracyjna, jej schemat graficzny zaprezentowano na Rys. [5.1.1]
Jednym z jej wariantow jest metoda poczatkowa Newtona-Raphsona, w ktérej macierz styczna
jest aktualizowana tylko na poczatku kazdego z przyrostow.

Moze sie tak zdarzy¢, ze nieliniowo$¢ rownania rézniczkowego jest tak silna, ze niemozliwe (albo
bardzo zmudne) okaze sie przecalkowanie przez czesci wyrazenia z pochodna najwyzszego rzedu,
po pomnozeniu stron réwnania przez funkcje testowa, w celu ostabienia rzedu tej pochodnej. W
takich przypadkach nalezy stosowa¢ inne, bardziej ogélne podejscie, w ktérym algorytm Newtona-
Raphsona zapisuje si¢ na poziomie ciggltym, w odréznieniu od uproszczonego podejscia, w ktérym
bazuje si¢ na réwnaniach otrzymanych po aproksymacji MES, pokazanego powyzej. Rozwazmy
zatem przypadek rownania catkowego postaci

(r(u),v) =0 (5.1.12)
ktore jest liniowe ze wzgledu na funkcje testowg v, ale nieliniowe ze wzgledu na funkcje u, ukryta
pod operatorem algebraiczno-rézniczkowym r. Po linearyzacji i odrzuceniu wyrazow wyzszego
rzedu niz liniowy, otrzymujemy réwnanie

(or (u, Au) ,v) + (r(u),v) =0 (5.1.13)

Obliczenie wariacji ¢ z wyrazenia catkowego F' (funkcjonal), ktére moze zawieraé wyrazy stale,
pierwszego, ale takze drugiego rzedu, wykonuje sie nastepujaco

du d*u oF OF du oF  d*u
dx?

W réwnaniu , po wstawieniu zaleznosci z ((5.1.14) mamy trzy zmienne funkcyjne, mianowi-
cie funkcje testowa v, funkcje prébna u oraz przyrost rozwiazania Au, ktéry stanowi podstawowa
niewiadoma. W podejéciu standardowym, Bubnowa-Galerkina, wszystkie te funkcje aproksymo-
wane sg w elemencie skonczonym za pomocg tych samych funkcji ksztattu, w tym funkcja Aw,
czyli

Au=NAU®, Ay =BAU® (5.1.15)
Zastosujmy powyzsze podejécie do nieliniowego réwnania wariacyjnego . Funkcjonat F' ma
postaé

1
F(u)=EA <u’ +35 (u')2> (5.1.16)
Zatem, na podstawie ([5.1.14)), otrzymamy
dF

co po podstawieniu do ([5.1.13f), prowadzi do zlinearyzowanego réwnania wariacyjnego na poziomie
ciggtym

EA/ 1+ Aud:c—l—EA/ (u—i—;( ))dw—/qudx—Pv(L):() (5.1.18)

Po przejsciu na poziom elementu skonczonego i podstawieniu aproksymacji dla funkcji v, u i Au,
a takze wykorzystaniu dowolnosci funkcji v, otrzymamy réwnanie postaci

h h
EA / B"B (1 + (BUY)) AU“dz+EA / BT <<BU(5)> +3
0 0

h
1 (BU<6>)2)— / NTgde—PN" (L) = 0
0

(5.1.19)
ktore mozna sprowadzi¢ do postaci przyrostowej ((5.1.10) z takimi samymi postaciami styczne;
macierzy sztywnosci oraz wektora residualnego, jak, odpowiednio, w (5.1.11)) oraz (5.1.8)).
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5.2 Nieliniowa sprezystosé¢ dla rozcigganego preta

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ schemat obliczeniowy dla problemu rozciaganego preta,
ale tym razem przy zalozeniu nieliniowego prawa fizycznego dla materiatu sprezystego. Sformuto-
wanie problemu moze wygladaé¢ nastepujaco

dN
T
du
= 0)=0 5.2.1
€= u (0) , ( )

oc=FsP — N =FAeP

przy czym wyktadnik p # 0. Moze on przyjmowaé¢ wartoéci ujemne, ale przy zatozeniu, iz odksztal-
cenie ¢ > 0 w kazdym punkcie konstrukecji (czyste rozciaganie). Najczesciej, dla rzeczywistych

materiatéw inzynierskich, przyjmuje sie wartosci p = 2 oraz p = 7 W pierwszym przypadku kon-
strukcja bedzie mniej sztywna, a w drugim - bardziej sztywna, niz to wynika z liniowego zwigzku
fizycznego (dla p = 1). Model nieliniowej sprezystosci stanowi o wiele prostszy przypadek niz model
duzych przemieszczen - odksztalcen, gdyz moze obowiazywaé zasada zesztywnienia (L na powrdt

oznacza dtugo$é poczatkowa preta). Zatem siatka MES nie ulega zmianie w czasie wykonywania
iteracji metoda Newtona - Raphsona.

5.3 Przyklady obliczeniowe

Wykorzystujac wyprowadzone w poprzednim podrozdziale wzory MES dla zadania preta, po-
kazanego na Rys. [2.1.7] ale tym razem geometrycznie nieliniowego, przeprowadzimy obliczenia,
postugujac sie rozwiazaniem liniowym (mate odksztalcenia) jako rozwiazaniem startowym. Na
poczatek przyjmijmy te same dane, co dla obliczen statycznych czyli dwa elementy skonczone
o réwnych dtugosciach, z interpolacja liniowa, oraz dlugosé¢ poczatkowa Ly = 2m, P = 20 kN,
go = 10 EN/m i, tym razem okreslone EA = 100kN (taka warto$¢ sztywnosci w pelni uzasadnia
stosowanie modelu geometrycznie nieliniowego). Zatem rozwiazanie startowe dla L = Ly = 2m
oraz h = 1m wynosi

L [0 0
U = =1 | = 1072] 35 | m (5.3.1)
60 60

Stad nowa dlugos¢ preta do dalszych obliczen to L = Ly + 0.6m = 2.6m oraz nowa dlugos¢
kazdego z elementéw h = 1.3m. W dalszej kolejnosci nalezy wyznaczy¢ macierze styczne oraz
wektory residualne dla obydwu elementow. Zaktadajac liniows interpolacje w elementach, mozna
wyznaczy¢ ich postacie dla dowolnego h, mianowicie

1
Wl —= i Ule)
K =pa [ h [_1 1] I 1] dz =
0 1 h h L h h Ue)
7 ] 2 (5.3.2)
1 -1
_FEA (€ | 7r(e)
ﬁ(h—Ul + U3 .
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oraz
) — U ) v\’ )
R(e)_EA/ 1h [‘fll H T3 [‘1 1} dx_q; “]_
J 1 U2(e) h h Uz(e)
h
—1
EA 1 2 1 2 hl1
_ () © L (@Y _ @ L (e _ Do
-2 (hU2 -l + 2 (U) - Uf U2+2(U2)) 1 2[1]
(5.3.3)

W wektorze residualnym pominiety zostat sktadnik z sita skupiong - zostanie on uwzgledniony w
globalnym uktadzie réwnan.

T
Dla pierwszego elementu skonczonego (h = 1.3m, UM =102 { 0 35 } m) otrzymamy

1 -1
(1) _ (1 _ | —37.0473
K5’ =97.6331 o EN/m, R [ 94,0473 kN (5.3.4)
a dla elementu drugiego (h = 1.3m, U® = 102 { 35 60 }Tm)
K = 91.7160 b EN/m, R® = | 2021991,y (5.3.5)
T =" 11 ’ | 14.5799 s
Natomiast po agregacji otrzymamy przyrostowy globalny uktad réwnan
97.6331 —97.6331 0 AU, —37.0473 0 37.0473
—97.6331 189.3491 —91.7160 AUy | = — —3.5325 | — | O = | 3.5325
0 —91.7160 91.7160 AUs 14.5799 20 5.4201
(5.3.6)

Po uwzglednieniu warunku brzegowego (przyrost AU; = 0, niezaleznie od znanej wartosci prze-
mieszczenia Uy, V; = 0), otrzymamy

189.3491 —91.7160 AUy | | 3.5325 AU, | | 0.0917 (5.3.7)
—91.7160  91.7160 AUz | | 5.4201 AUz | | 0.1508 e
Zatem aktualne rozwigzanie wynosi
0 0 0
UD =UY 4+ AU=10"2| 35 | m+ | 0.0917 | m=| 0.4417 | m (5.3.8)
60 0.1508 0.7508

oraz L = 2.7508m i h = 1.3754m. Dalsze postepowanie zalezy od wariantu metody Newtona-
Raphsona. W metodzie zwyktej ponownie obliczamy zaréwno styczne macierze sztywnosci oraz
wektory residualne dla wszystkich elementéw, natomiast w metodzie zmodyfikowanej wykorzystu-
jemy juz raz obliczong macierz styczng sztywnosci z , a obliczamy tylko wektory residualne
dla poszczegdlnych elementéw i agregujemy je do uktadu globalnego. Zaktadajac, iz dopuszczalny

btad obliczei wynosi egop, = 107%, rozwiazanie koncowe postaci U = { 0 0.4998 O.SZBﬂTm
otrzymamy dla metody zwyktej i metody zmodyfikowanej po k = 15 iteracjach. Na Rys. za-
prezentowano graficzne rezultaty obliczen w postaci wykresu przemieszczen (gérny wykres) oraz
odksztalcen (dolny wykres), dla N = 2 i dla N = 10, dla modelu geometrycznie liniowego i
geometrycznie nieliniowego.
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a) b)
Przemieszczenie poziome (horizontal displacement) u [m] Przemieszczenie poziome (horizontal displacement) u [m]
08} g 0.8 — :
06f 0.6 :
= = 5
o4 ¥od g
0.2 mate ¢ (small ¢) 0.2 male ¢ (small ¢)
duze ¢ (large ) s duze ¢ (large )
0« n L L o 1 L 1
0 0.5 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
X X
Odksztatcenie (strain) ¢ Odksztatcenie (strain) e
> O Q=0
047 0.45 oO—0 mate ¢ (small )
0.4 D) duze ¢ (large ¢)
: o—0
0.350——m 0 o—o0 - ;
= mate ¢ (small ¢) < 0.35 o—0 o—>0
- duze ¢ (large ¢) v O_OO—O O—(‘: |
0.3k 0.3 oS O—0
Oo—0 OO
c 0.25 o—0 O—0
0.25 A i L A L " 2 C: O O
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 25
X X

Rys. 5.3.1: Rezultaty obliczen dla zadania geometrycznie nieliniowego preta rozcigganego: po-
réwnanie przemieszczen i odksztatcenn dla modelu liniowego i nieliniowego, przy a) N = 2 i b)

N =10

Podobnie jak to zostalo przedstawione w przyktadzie obliczeniowym dla modelu liniowego,
powyzszy algorytm MES mozna zastosowa¢ dla dowolnego nieliniowego problemu brzegowego.
Rozwigzmy zatem nieliniowe rownanie rézniczkowe postaci

—y'y’ =1, zel-11], Y(-)=1, yO1)=-1 (53.9)

Odpowiednie nieliniowe rownanie wariacyjne jest nastepujace

N——

dr+v (-1

~—

1 1
/ (v'y'y? + 20y () y? (—1) = /'de, uwe H +1u, ve H (5.3.10)
—1 -1

Po zastosowaniu aproksymacji MES na poziomie elementu skonczonego otrzymujemy wzor na
residuum rownania

h h
R = /BT (BY®) (NY©)” +2N" (NY®@) (BY®) dz + N™ (—1) (N (-1) Y)" / NTd
0 0
(5.3.11)

w ktorym drugi sktadnik jest niezerowy tylko dla pierwszego elementu skonczonego. Na tej pod-
stawie wyznaczamy styczna macierz sztywnosci dla elementu

h
K = [ (BTB (NY©)" +2B™N (BY®) (NY®) + (5.3.12)

+2NTN (BY@)2 +4NTB (NY©) (BY@)) de+NT (1) N (=1) (N (1) Y©)

przy czym ostatni jej sktadnik pojawi si¢ tylko w pierwszym elemencie skonczonym. Jako rozwia-
zanie startowe do procedury iteracyjnej mozna przyjaé¢ rozwigzanie - analityczne lub numeryczne
- odpowiadajace réwnaniu liniowemu (np. —y” = 1 z oryginalnymi warunkami brzegowymi), ale
mozna tez przyjaé niezerowe rozwigzanie startowe na podstawie samych warunkéw brzegowych,
mianowicie funkcje liniowa postaci y*) = Az + B, ktérej wspotezynniki A i B nalezy wyznaczy¢
w taki sposob, by spetniata ona oryginalne warunki brzegowe. Zatem w omawianym przypadku
bedzie to funkcja y© =z — 2.
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Przykladowe zadania

. Dla rozciaganego preta przyjmij L = 3m, ¢ = qo = 10kN/m, P = 20kN i nieokreslong
sztywnos¢ na rozcigganie FA. ZnajdZ przemieszczenia i site osiowg uzywajac trzech ele-
mentow skonczonych o jednakowej dtugosci i liniowej interpolacji. Obliczenia powtorz dla
przynajmniej jednego elementu z przypisang interpolacja paraboliczng typu hierarchicznego.

. Wyznacz wektor obciazenia elementu dla parabolicznej intensywnosci obciagzenia pokazanej
na Rys6.0.1] uzywajac liniowej interpolacji ES.

Rys. 6.0.1: Obciazenia paraboliczne

. Dla rozpatrywanej konstrukeji pretowej przyjmij zmienny przekrdj poprzeczny A = A (x) €
C'; sformutuj lokalny i wariacyjny problem brzegowy; okresl ogdlng postaé¢ macierzy sztyw-
nosci elementu.

. Uzyj wyprowadzen / przeksztatcen z poprzedniego problemu w celu okreslenia przemieszczen
i sity osiowej dla konstrukcji pretowej z danymi L = 2m, E, A(z) = 2+ 1, ¢ = 0 i
P = —10kN. Uzyj dwéch elementow skonczonych z liniowa interpolacja.

. Wyznacz wektor obciazenia elementu dla parabolicznej intensywnosci obciagzenia pokazanej
na Rys. zaktadajac hierarchiczna interpolacje ES z dwiema liniowymi i jedna kwadra-
towg funkcjami bazowymi.

. Wyznacz przemieszczenia i sity osiowe dla roznych przypadkéw obcigzenia i siatki elementow
skoficzonych, pokazanych na Rys. [6.0.2l Przyjmij EA = 10kN, L = 1m, P = 10kN,
q = 10kN/m.

qa|¢ | "y gl Dy

L/3 2L/3 L/3 2L/3

% | @] — —— | P

) A N— —
L/3 2L/3 —P—> L/3 2L/3
q 0| | 90 ‘ |
‘% L3 2L/3 ° + L3 Zﬁl °

Rys. 6.0.2: Roézne typy obcigzenia i siatki ES

7. Wyznacz macierz mas dla elementu skonczonego z interpolacja hierarchiczng.

8. Wyznacz czestosci drgan wlasnych dla konstrukeji pretowej z danymi L = 2m, E, A, p.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Rozwazana jest konstrukcja pretowa z danymi L = 2m, E = 10°kN/m? A = 1073m?,
p = 103kg/m?. Wyznacz przemieszczenia i predkodci weztowe dla dwéch nieznanych krokéw
czasowych. Przyjmij At = 0.1s, zerowe przemieszczenia i predkosci poczatkowe oraz obcig-
zenie harmoniczne f (x,t) = xsin (10t), P = 0. Uzyj jednego elementu skonczonego z liniowa
interpolacja i konsystentng macierza mas.

Rozwiaz poprzednie zadanie, ale uzywajac dwoch elementow skonczonych o réznej dtugosci,
liniowej interpolacji MES i konsystentnej macierzy mas.

Rozwiaz poprzednie zadanie uzywajac diagonalnych macierzy mas oraz jednego lub dwéch
elementow skonczonych (o réwnej lub réznej dtugosci), z liniowa interpolacja.

Dla preta i danych z poprzednich zadan, wyznacz postaé¢ drgan wymuszonych (i dla dwéch
przyktadéw obciazenia ¢ (z,t) = 10t i P = 0, a takze ¢ = 01 P (t) = 10t), przy uzyciu
jednego lub dwoch elementow skonczonych z liniowa interpolacja.

Dla preta i danych z poprzednich zadan, wyznacz postaé¢ drgan wymuszonych (dla dwbch
przyktadow obciazenia ¢ (x,t) = 10t i P =0, a takze ¢ = 01 P (t) = 10t), uzywajac jednego
elementu skonczonego z interpolacjg hierarchiczna.

Dla preta i danych z poprzednich zadan, wyznacz posta¢ drgan wymuszonych zaktadajac,
7e q=0, P =0, uy = 2%, vy = 0, przy uzyciu jednego lub dwéch elementéw skonczonych.

Dla preta i danych z poprzednich zadan, wyznacz posta¢ drgan wymuszonych zaktadajac, ze
xm

q=0,P=0,uy=0, vy =sin o Pray uzyciu jednego lub dwéch elementéw skonczonych.

Dane sa nastepujace réwnania rézniczkowe (bez interpretacji fizycznej). Wyprowadz odpo-
wiednie sformulowania stabe/wariacyjne (na poziomie ciagtym i elementu) i rozwiaz je przy
uzyciu MES w celu otrzymania rozwigzania oraz jego pierwszej pochodnej. Uzyj od jednego
(jesli to mozliwe) do trzech elementéw skonczonych z jednorodna / mieszana, liniowa i/lub
hierarchiczna interpolacja.

Sy —ay =2, ze(-1,2), y(-1)=1, y@2)=-1

- —ay'vy=a, we(-2,0), y(-2)=0, y(0)=-2,
Yty ry=a, ze(-1,1), y(-1)=0, y(1)=0,
-y'=2, 2€(0,2), y(0)=3 y@2)=-2

(0,1) b) (1,2}

1 > (0,0) (2,0)

O
(0,0) (2,0

Rys. 6.0.3: Przyktady 2D elementéw skoniczonych : a) element tréjkatny, b) element czworoboczny

17.

Zmajdz funkcje ksztattu, gradient funkcji ksztattu oraz oblicz analitycznie i numerycznie cal-
ke oznaczona z f (z,y) = x+y okreslona na elemencie tréjkatnym pokazanym na Rys.|6.0.3p.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Dla trojkata z poprzedniego zadania znajdz jego macierz sztywnosci. Zatoz ptaski stan napre-
zenia z h = 0.1m, E = 105k N/m?, v = 0.1 oraz metry jako jednostki wszystkich wymiaréw
trojkata.

Dla tréjkata z poprzedniego zadania znajdz sktadowe przemieszczenia, odksztatcenia i na-
prezenia w jego punkcie srodkowym, przyjmujac jego wektor stopni swobody
T
Q:[o 0 01 —02 0 0.2} m.
Zmajdz wzory transformacyjne dla wspotrzednych, gradient pierwszej funkcji ksztattu w rze-

czywistych wspotrzednych oraz oblicz analitycznie i numerycznie catke oznaczona z f (z,y) =
x — 2y dla czworoboku pokazanego na Rys. [6.0.3p.

Dla czworoboku z poprzedniego zadania znajdz macierz pochodnych funkcji ksztattu B w
wzorcowych i rzeczywistych wspotrzednych.

Dla czworoboku z poprzedniego problemu znajdz sktadowe przemieszczenia, odksztatcenia i
naprezenia w punkcie (0.5,0.5), wiedzac, ze weztowe stopnie swobody maja wartosci
Q= [ 0 0 01 —-0.2 —-0.05 =01 0 O }Tm. . Przyjmij ptaski stan naprezenia, £ =
10°kN/m? v =10.1, h = 0.1m.
Wyznacz funkcje ksztaltu, ich pochodne, a takze calki oznaczone z funkcji f (x,y) = 2 +y>
i f(x,y) =sin(x + y), okreslonych na nastepujacych elementach skonczonych:

- trojkat réwnoboczny ze znanym bokiem a,

- trojkat prostokatny z obiema przyprostokatnymi réwnymi a,

- trojkat zadany przez punkty o wspétrzednych (-1,0), (1,-1) i (1,1),

- kwadrat ze znanym bokiem dtugosci a,

- prostokat ze znanymi dtugos$ciami bokdéw a i b,

- romb ze znang dlugodcig boku a,

- réwnoleglobok ze znanymi dlugos$ciami bokéw a i b,

- trapez prostokatny ze znanymi: wysokoscig hh oraz dtugosciami bokow a i b,

- czworobok ze znanymi punktami o wspéhrzednych (-1,0), (1,0), (1.5,1) i (-1.5,1).

W przypadku braku okreslonej lokalizacji wierzchotkéw elementu, przyjmij poczatek uktadu
wspotrzednych w taki sposob, by koncowe wzory byty mozliwie proste.

Wykorzysta¢ MES do numerycznego rozwigzania problemu preta 1D, przyjmujac nieliniowo-
Sci typu geometrycznego (duze odksztatcenia) lub/i fizycznego (nieliniowa relacja odksztatcenie-
naprezenie), z okreslonym typem obciazenia (skupione lub/i réwnomierne) oraz liczba ele-
mentéw (1-2-3, z liniowa lub/i kwadratowsa interpolacja).

Rozwiaza¢ ponizsze problemy nieliniowe 1D, wykorzystujac MES i okreslona liczbe elemen-
téw (1-2-3, z liniowg lub/i kwadratowa interpolacja).

-y () =1, y(=2)=0, y(0)=0

-yt =a, y(0)=0, y(1)=-1

-y +yy =0, y(0)=-1 y(2)=0

-y'y =z, y(=1)=y(1) =0
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