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1 Aproksymacja funkcji

W jezyku codziennym, przez pojecie aproksymacji zazwyczaj rozumiemy przyblizenie, zastapienie
czegos ztozonego, skomplikowanego, czyms prostszym, tatwiejszym do dalszej analizy. W mate-
matyce aproksymacja rozumiana jest podobnie, jako zastapienie przestrzeni nieskonczenie wy-
miarowej prostsza przestrzenia skonczenie wymiarowa. Z kolei aproksymacja funkcji oznacza
przyblizenie jednej funkeji (funkcji aproksymowanej) za pomoca drugiej, zazwyczaj ciagtej, funk-
¢y aproksymujgceej, na ogdl prostszej niz pierwsza i tatwiej poddajacej sie rozmaitym operacjom
algebraicznym i rézniczkowym.

Funkcja aproksymowana moze by¢ dana za pomoca zbioru punktéw (aproksymacja dyskret-
na) lub w postaci ciaglej (aproksymacja ciggla). W przypadku, gdy punktem wyjscia jest funkcja
ciggta, ktérg zamienia sie na zbior punktéw, a potem aproksymuje, mamy do czynienia z aproksy-
macja typu dyskretnego. Funkcja aproksymujaca powinna by¢ na tyle prosta, by umozliwi¢ dalsze
operacje algebraiczne na niej wykonywane, jak i przeksztatcenia typu rozniczkowanie i catkowanie.
Aproksymacja funkcji jest powszechnie stosowana w niemal kazdej metodzie komputerowej ana-
lizy konstrukeji (metoda elementéw skonczonych, metoda réznic skoniczonych, metody residuéw
wazonych, metoda szeregéw Fouriera, metoda elementéw brzegowych), zaréwno na etapie budowy
rownan algebraicznych jak i w koncowej fazie ucigglania i wygtadzania wynikéw numerycznych.
Inne jej zastosowanie mozna znalez¢ przy opracowaniu danych doswiadczalnych, w ktérej punkto-
we pomiary danej relacji fizycznej muszag by¢ ucigglone, co pozwala na obliczanie wartosci funkcji
w calym zakresie pomiarowym, a nawet poza nim. Jednakze w tym przypadku, pod uwage nalezy
wziaé nie tylko same pomiary (wartosci srednie), ale tez odpowiadajace im doktadnosci pomiaro-
we. W opracowaniu ograniczymy sie do aproksymacji funkcji jednej zmiennej. W takim przypadku

a) b) y={(f¢)

’
’

’,/,:p(x)

xX=a x=b

Rys. 1.0.1: Aproksymacja funkcji jednej zmiennej: a) dyskretna, b) ciagla

danymi do zadania sa wezty oraz zbiér wartosci weztowych funkeji (z;, v;), i = 1,2, ..., n (aproksy-
macja dyskretna, Rys.[1.0.1h) lub funkcja dana wzorem y = f (), w przedziale [a, b] (aproksymacja
ciagta, , Rys. ) Natomiast poszukiwana funkcja aproksymujaca (krzywa na plaszczyznie)
ma posta¢ kombinacji liniowe]

p(x) zi@ (x)a; =P (z)a (1.0.1)

i jest ona identyczna dla obydwu typéw aproksymacji. Zmienna m oznacza liczbe parametréw
aproksymacji, a to [m x 1] wektor nieznanych wspétezynnikéw aproksymacji, natomiast ® (z) to
[1 x m| wektor znanych funkcji bazowych. Funkcje bazowe nalezy przyja¢ w taki sposob, by byty
one liniowo niezalezne, tzn. tak, by zadnej z tych funkcji nie dato si¢ przedstawi¢ jako kombinacji
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liniowej funkeji pozostatych. Dobrym (choé nie najlepszym) zbiorem funkcji bazowych sa kolej-
ne jednomiany, funkcje trygonometryczne, lub tez wielomiany o rosnacej potedze zmiennej z, w
tym rozmaite wielomiany specjalne (np. Lagrange’a, Legendre’a, Hermite’a, Bessela, Peano itd.).
Poprawne przyktady zbioru niezaleznych liniowo funkcji bazowych to

@(x):{l r 2?23 ],
S()=[1 2 2°—1 4*=3¢ .|, (1.0.2)
d(z) = [ 1 sin(z) cos(x) sin(2z) .. }

Z kolei niepoprawny zbiér funkcji bazowych, z uwagi na liniowa zalezno$é¢ funkcji trzeciej, to
przyktadowo
S@)=[1 2 20—-1 .| (1.0.3)

Przyjecie takiego zbioru funkcji bazowych poskutkuje osobliwym uktadem réwnan algebraicznym
do wyznaczenia wspotczynnikow a.

Zadanie aproksymacji, bez przyjecia szczegdtowych kryteriéw wyznaczenia jej wspotczynnikoéw
a, jest zadaniem niejednoznacznym. Powszechnie stosowane podejscie zwane najlepszq aproksyma-
cjq zaktada, iz réznica pomiedzy znang funkcja, dang w sposéb dyskretny lub ciggly, oraz funkcja
aproksymujaca p powinna by¢ jak najmniejsza, w sensie wybranej normy. Jezeli ta norma jest
norma Euklidesa czyli norma sredniokwadratowa, to wariant najlepszej aproksymacji nosi nazwe
metody nagmniejszych kwadratow (MNK). W takim ujeciu zaden dany punkt (aproksymacja dys-
kretna) lub fragment przedziatu (aproksymacja ciagta) nie jest wyrdzniony. Jednakze, by méc ste-
rowa¢ dokladnoscia aproksymacji, wprowadza sie pojecie nieujemnej funkcji wagowej w = w (),
ktora reguluje doktadnos$é¢ aproksymacji w taki sposob, ze im wyzsza waga przypisana danemu
punktowi, tym bardziej doktadna aproksymacja w tym punkcie (stad: waga réwna zeru powoduje,
iz dany punkt przestaje sie w ogole liczy¢, waga rowna 1 nie powoduje zadnej zmiany, a waga
- teoretycznie - réwna nieskonczono$¢ (oo) powoduje, iz funkcje aproksymowana i aproksymu-
jaca, pokrywaja sie). W przypadku aproksymacji ciagltej, funkcja wagowa moze tez pelni¢ inna
role, mianowicie upraszcza¢ koncowy model algebraiczny. Wariant metody najmniejszych kwadra-
tow z funkcja wagowa roézna od jednosci nosi nazwe metody wazonych naymniejszych kwadratow
(MWNK).

W dalszej kolejnosci rozwazymy rézne typy aproksymacji, oraz zdefiniowany zostanie blad
aproksymacji, w zaleznosci od jej typu.

1.1 Interpolacja

Interpolacja jest specjalnym przypadkiem aproksymacji dyskretnej. W interpolacji na funkcje
interpolacyjng naktadamy tylko jeden warunek, mianowicie funkcja interpolacyjna p () ma prze-
chodzi¢ przez wszystkie dane punkty, bez wyjatku. Bedzie to mozliwe wtedy, gdy liczba funkcji
bazowych / wspolczynnikéw aproksymacji m bedzie réwna n, niezaleznie od konkretnej postaci
tych funkcji. Zatem na chwile obecng przyjmiemy m = n. Jezeli zdefiniujemy odchytke weztows
g; = p(x;) — y;, to w przypadku interpolacji, w kazdym wezle ¢ = 1,2, ..., n, wszystkie odchytki
musza by¢ rowne 0. Dlatego tez stosowanie wag przy interpolacji nie ma sensu, gdyz mniejszego
btedu weztowego niz btad zerowy nie mozna juz wymusi¢. Warunek interpolacji jest nastepujacy

1Ly

Powyzszy zapis oznacza uktad n rownan (od liczby weztéw) z n niewiadomymi (od liczby funkcji
bazowych). W postaci macierzowej bedzie on mial postaé

Aa=B (1.1.2)
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gdzie A - macierz kwadratowa [n x n], zbudowana z wartosci wszystkich funkcji bazowych we
wszystkich weztach (A4;; = ®; (z;)), a B - wektor [n x 1] zbudowany z wartosci weztowych (B; =
Y;), mianowicie

Oy (w1) Po(x1) P3(21) @, (1) ay (7
Oy (22) Py (w2) P3(22) ... Py (72) az Y2
Dy (z3) Pa(z3) P3(73) Py, (23) as | = | ys (1.1.3)

Oy (x,) Po(zn) P3(zn) ... Po(zhn) . Yn

Uktad powyzszy bedzie mial jedno rozwigzanie (a = A~'B), jezeli wyznacznik det (A) # 0, czyli
gdy funkcje bazowe beda liniowo niezalezne oraz wezty nie beda si¢ pokrywaly (czyli z; # z;, i #
7). Jak wspomniano, jednym z najprostszych i powszechnie wykorzystywanym w aproksymacji
zbiorem funkeji bazowych sg kolejne jednomiany. Dla bazy jednomianowej ®; (z) = 277, j =
1,2,...,n, posta¢ macierzy A (zwanej w tym przypadku macierza Van der Monda) jest nastepujaca

1 oz 22 . a2yt
1 xg 23 .. af!

A=1|1 x3 22 ... a5t (1.1.4)
1 x, 22 ... 2!

a konicowa posta¢ interpolacji p (x) = a; + asx + azz? + ... + a2t = Z aja:j’l. Ten sam wynik
j=1

mozna jednakze uzyska¢ bez rozwiazywania uktadu réwnan (co jest ktopotliwe i czasochtonne, dla

duzych n). Mianowicie mozna tak dobra¢ funkcje bazowe, by spelniaty one warunki zero-jedynkowe

0, @#J,

w weztach, tzn., by @, (z;) = Lo Wtedy macierz A w (|1.1.3)) bedzie miata postaé

1=

jednostkowa, tzn. elementy przekatniowe, w mysl powyzszej wlasnosci, bedg rowne 1, a pozostate,

poza przekatniowe, beda réowne 0. Innymi stowy macierz A bedzie macierza jednostkowa I, a

wtedy rozwigzaniem uktadu Ia = B jest a = B, czyli znane wartosci weztowe sg wspotezynnikami

interpolacji. Warunek zero-jedynkowy spetniajg wielomiany specjalne Lagrange’a, oznaczane litera
L. Wzér na j-ty wielomian Lagrange’a jest nastepujacy

(2) = (z—a) (@ =) o (w— i) (@ —2jpa) o (B —mn) il i
L; (x) (x; —x1) (xj — x2) .. (x; — xj21) (T — Tjg1) o (@) — 20) ﬁ o — 23 (1.1.5)
i=1, i#j

a koncowy interpolacyjny wzor Lagrange’a
p(z) =Ly (z) +yoLlo (z) + ... + ynLn (x) =D _y;L;j (2) (1.1.6)
j=1

Przyktadowo, dla konfiguracji n = 3 weztéw o wspoétrzednych xq, xo, 3, otrzymamy na podstawie
powyzszych ogdélnych wzorow nastepujace formuty dla wielomianéow Lagrange’a

(x —21) (x — 22)
(w5 — 21) (23 — 22)

(x — x1) (& — x3)
(22 — 1) (22 — 73)

(x — z9) (x — x3)
(21 — 22) (x1 — 3)

Ly () = , Ly (z) = , Ly (z) = (1.1.7)
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z ktorych kazdy jest wielomianem rzedu drugiego (parabola) i ktérych wykresy pokazano na

Rys. [[.1.1} oraz

p(x) =y1L1 (x) + y2 Lo () + y3Ls (v) (1.1.8)

Uogolnieniem interpolacji Lagrange’a jest interpolacja Hermite’a, w ktorej, procz weztowych

Wielomiany Lagrange'a

Rys. 1.1.1: Wykresy wielomianow Lagrange’a dla konfiguracji trzech weztow

wartodci funkcji, dane sg tez weztowe wartosdci pierwszej pochodnej tej funkcji - w liczbie n lub
mniejszej. Obydwa sposoby interpolacji sa powszechnie wykorzystywane w metodzie elementow
skonczonych, w ktorej to elementowe funkcje ksztattu to wtasnie sa wielomiany Lagrange’a lub
Hermite’a odpowiedniego rzedu.

Mimo iz uzyskiwany w prosty sposob, interpolacyjny rezultat nie oznacza wcale najlepszego
rozwigzania. Interpolacja wymaga bowiem stosowania takiej samej liczby funkcji bazowych, co we-
ztow, a najczesciej wielomianéw bardzo wysokich rzedéw, co pociaga za soba tzw. efekt Rungego,
czyli niekontrolowane, bardzo duze wartosci bezwzgledne funkcji p pomiedzy weztami, zwtaszcza
w strefach brzegowych, w poréwnaniu do przeciwdziedziny zadania (czyli zbioru wartosci wezto-
wych). Przyktadowe przebiegi wielomianowych krzywych interpolacyjnych przedstawia Rys. m
dla tej samej oryginalnej funkcji zrédtowej, przedziatu, ale coraz wigkszej liczby weztow rozto-
zonych regularnie i, co za tym idzie, coraz wiekszego rzedu wielomianu interpolacyjnego. Efekt
Rungego mozna zredukowac¢ lub tez catkowicie wyeliminowac¢ stosujac kilka rozwigzan, miedzy
innymi

1. zastosowanie nizszego rzedu wielomianu m < n i podejscia aproksymacyjnego,

2. inny niz regularny rozktad wezléw w przedziale aproksymacji, przyktadowo z wykorzysta-
niem wtasnosci wielomianéw Chebysheva,

3. zastosowanie tzw. interpolacji sklejanej, w ktorej zamiast budowac¢ jedng krzywa wielomia-
nowa o wysokim rzedzie, tworzy sie krzywe rzedéw nizszych (parabole, krzywe szescienne)
na kolejnych podprzedziatach weztowych oraz w odpowiedni sposob skleja si¢ je ze soba, by
zapewni¢ okreslony stopien ciggtosci.

1.2 Aproksymacja dyskretna

Zmajac juz wady i zalety podejscia interpolacyjnego, wracamy do przypadku ogélnej aproksymacji
typu dyskretnego, w ktorej liczba funkcji bazowych m jest mniejsza niz liczba weztéw n, czyli
m < n. W takim przypadku nie jest mozliwe wyznaczenie wspétczynnikéw aproksymacji bezpo-
srednio z uktadu réwnan , gdyz jest on nadokreslony, mianowicie liczba rownan jest wigksza
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Interpolacja Lagrange'adlan=4 Interpolacja Lagrange’adlan=8

-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15

Interpolacja Lagrange'a dla n = 12 Interpolacja Lagrange'a dla n = 17

y=f(x)
200 ® (X)Y)
P(x)

150

>100

Rys. 1.1.2: Pogtebiajacy sie efekt Rungego w interpolacji wielomianowej coraz wyzszych rzedéw

niz liczba niewiadomych. Innymi stowy, koncowa krzywa aproksymacyjna, w ogdélnym przypadku,
nie przejdzie przez wszystkie dane punkty. Powstanie niezerowy btad aproksymacji, ktory bedzie-
my oblicza¢ w normie $redniokwadratowej. Taki btad definiowany jest poprzez sume wazonych
kwadratéw odchytek weztowych ¢; - réznic pomiedzy wartoscia aproksymacji a dana wartoscia
weztowa, czyli

_ iy -
€= ni:leiwz—

S|

é(p (i) — yi)zwi = ii (f:l D (i) a; — yz) Wi =

i=1 \j=

(1.2.1)

= \/i (Aa—B)" W (Aa - B)
gdzie w; = w (z;) - weztowe wagi, A - macierz prostokatna [n x m|, zbudowana z wartosci wszyst-
kich funkcji bazowych we wszystkich weztach (A4;; = ®; (x;)), B - wektor [n x 1] zbudowany z
wartosci weztowych (B; = y;) oraz W - diagonalna macierz wagowa [n x n] (W;; = w;), przy czym
1=1,2,...,noraz j =1,2,....m.

Moze sie jednak okazaé, iz btad e, okreslony w ([1.2.1]), jest réwny 0, ale wtedy (i tylko wtedy),
gdy wszystkie odchytki weztowe sg réwniez roéwne 0. Oznacza to, iz koncowa krzywa aproksymacy;j-
na przechodzi Scile przez wszystkie dane punkty i tym samym mamy do czynienia z interpolacja, o
ktorej byta mowa z poprzednim podrozdziale. Warto ponownie nadmieni¢, iz w przypadku interpo-
lacji, stosowanie wag nie ma sensu, gdyz nie mozna wymusi¢ lepszego rozwigzania niz rozwiazanie,
dla ktérego wszystkie ¢; = 0, i = 1,2, ..., n. Jakakolwiek przyjeta wtedy macierz wagowa W, inna
niz jednostkowa, moze co najwyzej popsu¢ uwarunkowanie koncowego uktadu rownan algebra-
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icznych. Aproksymacja, w ktérej m < n, jest czesto rozwigzaniem o wiele lepszym, gdyz mimo
niezerowego btedu (|1.2.1)), koncowa krzywa jest o wiele bardziej gtadka i zachowuje sie podobnie,
jak (znana lub nieznana) wyjsciowa krzywa.

By znalez¢ aproksymacje najlepiej pasujaca do danych punktéw, nalezy zminimalizowaé btad
(1.2.1)) wzgledem nieznanych wspétezynnikéw aproksymacji a. Ze wzgledéw praktycznych tatwiej
jest minimalizowaé jego kwadrat, niz sam btad (wynik minimalizacji jest identyczny, a obliczenia
prostsze). Stosujac notacje macierzowa, otrzymujemy

2
n‘?; — ATW (Aa— B) + (Aa — B)T WA = 2ATW (Aa — B) (1.2.2)
a

Po przyréwnaniu ((1.2.2)) do 0 (warunek konieczny istnienia ekstremum) otrzymujemy

2
naa6 —0 — ATWAa=A"WB (1.2.3)
a
Stad formalnie
-1
a=(ATWA) ATWB (1.2.4)
Alternatywnie wspotczynniki a sa rozwigzaniem kwadratowego uktadu rownan
Ca=D (1.2.5)
w ktorym
C=ATWA, D=A"WB (1.2.6)
Wtedy
a=C'D (1.2.7)

1.3 Aproksymacja ciggta

Blad aproksymacji ciagtej definiuje sie podobnie jak w poprzednim przypadku aproksymacji dys-
kretnej, ale z ta réznica, iz obliczany jest on na calym przedziale [a, b], czyli

f-r=ﬁia/abe%x)w(x)dx:ﬁia/j(p(x)—f<x>>2w<m>das=

(1.3.1)

ST (iq)j(x)aj_f(x)) swir= ;1 [[@@a-r@re@a

J=1

W podobny sposob, poprzez minimalizacje kwadratu btedu aproksymacji i przyrownanie do zera
jej wyniku, uzyskujemy koncowe wzory metody, tj

(b—a) (?;a =2 ab &' (1) (® (v)a— f(2))w(z)de (1.3.2)
0e? b b
(b—a) e 0o — /a &' (2)® (z)w(r)drva= /a & (2) f (z)w(z)da (1.3.3)

Zatem wspoétezynniki a sa rozwiazaniem kwadratowego uktadu réwnan (o m réwnaniach i niewia-
domych)
Aa=B — a=A"'B (1.3.4)
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w ktorym
b b
A= / &7 (2)® (v)w (x)de, B= / & (2) f () w (z) dz (1.3.5)
lub w zapisie indeksowym jako iloczyny skalarne odpowiednich funkcji
b
Aivj = (CI)“ (I)jw> = / P, (l‘) CI)J' (.%)(.d (:C) dr,, i,j=1,2,...m

(1.3.6)
b
B = (@ fw) = [ @) f @)w(@)dz, i=12..m

Przyktadowo, dla czesto stosowanej, najprostszej bazy jednomianowej, gdy i-ta funkcja bazowa
jest jednomianem p-tego rzedu, a j-ta - jednomianem rzedu ¢, otrzymujemy

b b
A j :/ 2Priw (z) dx:/ 2Pt (z) dx (1.3.7)

W najprostszym przypadku, gdy w (x) = 1, otrzymujemy po przecatkowaniu analitycznym

pptatl _ gptatl

Ai’j —
p+qg+1

(1.3.8)

Dla bardziej ztozonych funkcji bazowych (np. wielomianéw specjalnych czy funkcji trygonome-
trycznych), mozna stosowaé¢ baze funkcyjna ortogonalna lub ortonormalna (z waga lub bez) w
przedziale, w ktorym dokonywana jest aproksymacja. Wtedy funkcje bazowe musza spetnia¢ na-
stepujace wtasnosci

(D;, ®;) = { ;%’ Zﬁf‘;’ dla ciggu ortogonalnego (1.3.9)
(D, Pjw) = { ;%’ ‘ fj.’ dla ciggu ortogonalnego z waga w (1.3.10)
(®;,®,) = { i(i’ 22'7_&‘7’, dla ciggu ortonormalnego (1.3.11)
_ ) =0, i#y, :
(P, Pjw) =9 _ i dla ciagu ortonormalnego z waga w (1.3.12)

W takich przypadkach, w macierzy wspotczynnikow A mozna wyzerowa¢ wszystkie elementy
pozadiagonalne, a dodatkowo na przekatnej gtéwnej mozna umiesci¢ jedynki (tylko dla ciagéw
ortonormalnych). Rozwiazanie ukladu réwnan (1.3.4)) z macierza A postaci diagonalnej (lub jed-

nostkowej) jest niezwykle proste, mianowicie a; = dla funkcji bazowych ortogonalnych (z waga
lub bez), oraz a; = B; dla funkcji bazowych ortonorrﬁalnych (z waga lub bez), gdzie i = 1,2, ..., m.

Inaczej wyglada sytuacja z elementami wektora B. Ich obliczenie wymaga catkowania iloczynu
funkcji bazowych przez oryginalng funkcje f i ewentualnie przez funkcje wagowa w. Wtasnie ze
wzgledu na funkcje f (w domyslne: ztozona), te catki moga by¢ uciazliwe do obliczenia lub tez
nieobliczalne analitycznie (tzn. z wykorzystaniem calki nieoznaczonej). Stad czesto potrzeba prze-
prowadzenia numerycznego catkowania. Zatézmy zatem, iz caty przedziat catkowania [a, b] zostat
podzielony na k podprzedziatow o rownych dtugosciach. Wtedy dtugos¢ kazdego z podprzedziatéw
wynosi

(1.3.13)
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Ztozony dwupunktowy wzor catkowania jest nastepujacy

Z i(20) f (1) w (21) + Di (22) f (22) w (2) (1.3.14)

adla®;(z)=aPiw(z)=1
B~ 532 6 () + 31 02) (18.15)
przy czym wezty catkowania x; i x5 zmieniaja sie¢ wraz z podprzedziatem catkowania, mianowicie
ry=a+(j—1)t, za=a+jt (1.3.16)

dla metody trapezow, lub

t 20+ (27 — 1)t t 20+ (25 — 1)t
+ ,  To = +
23 2 23 2

dla metody Gaussa. To, ile ma wynosi¢ liczba podprzedziatéw catkowania k, powinno wynikaé
zaréwno z doktadnosci wzoru numerycznego catkowania, jak i oczekiwanej doktadnosci koncowego
wyniku. Przyjecie zbyt matej liczby moze spowodowac¢ duzy btad obliczen, a zbyt duzej - dtu-
gi czas ich wykonywania. Dlatego zazwyczaj doboru k dokonuje sie w sposéb adaptacyjny, np.
stosujac catkowanie metodg Romberga, w ktorej liczby trapezéw sa kolejnymi potegami liczby 2.
Po obliczeniu catek dla dwoch kolejnych liczb k, poréwnuje sie szacowany btad obliczen z zatozo-
ng doktadnoscig i prowadzi obliczenia tak dtugo, az bedzie on od niej mniejszy. Przy niewielkiej
liczbie calek, ktére wymagaja obliczen numerycznych, mozna stosowa¢ uproszczong metode, tzn.
przyktadowo zalozy¢ k = 100, zanotowa¢ wynik, nastepnie zwiekszy¢ k& dwukrotnie i poréwnac
wynik poprzedni z aktualnym - brak réznicy badz mata réznica swiadcza o tym, iz przyjeta liczba
k jest wystarczajaca. Duza roznica wymaga powtorzenia obliczen dla wiekszego k.

Xr1 = —

(1.3.17)

1.4 Aproksymacja nieliniowa

Nie w kazdym przypadku formuta aproksymacyjna daje sie zapisa¢ jako liniowa kombinacja funkcji
bazowych i wspoétczynnikéw liczbowych . Bywaja przypadki, iz okreslona nieliniowa jej po-
stac jest wymagana, przyktadowo przy opracowaniu wynikéw pomiaréw sita-przemieszczenie, ktore
nalezy dopasowaé do nieliniowego prawa fizycznego typu wyktadniczego postaci o (&) = a16*. W
postaci tej nie da sie wyodrebni¢ wszystkich funkcji bazowych i wspoétezynnikéw w relacji liniowej,
dlatego tez wyprowadzone wzory na wspotczynniki a, zaréwno dla aproksymacji ciggtej jak i dys-
kretnej, traca waznos¢. Zatézmy zatem, iz aproksymacja p jest nieliniowa funkcja wspotczynnikow,
tj. p = p(z,a). Dla typu dyskretnego (dla uproszczenia, bez wag) btad aproksymacji

€= \lli(p(a:i,a) — i)’ (1.4.1)

Nz
i jego minimalizacja wzgledem a prowadza do uktadu nieliniowych réwnan algebraicznych
ira Yi i a :O, ‘:1,2,--., 1.4.2
S (pea) ) 5 (o) <0, m (142)

ktéry mozna rozwiazaé w sposob przyblizony stosujac metode Newtona-Raphsona (w przypadku
wielowymiarowym, gdy m > 1), lub metody Newtona (stycznych), bisekcji, lub siecznych (dla
= 1). Podobnie postepowanie wyglada dla aproksymacji ciagltej. Sredni btad catkowy

5:\/bi&/ab(p(x,a)—y)2da: (1.4.3)
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po minimalizacji prowadzi do uktadu nieliniowych réwnan

dp

b
/ (p(z,a) —y) =— (z,a)de =0, j=1,2,...m (1.4.4)
a 0aj

1.5 Przyklady obliczeniowe
Dana jest funkcja f () = sin (x) okre$lona w przedziale {O, ;T] Zbudujmy kilka typow jej aprok-
symacji w tym przedziale, postugujac sie funkcja aproksymujaca postaci p (x) = a; + asx?, czyli
niepelnym wielomianem drugiego stopnia (m = 2).

W pierwszej kolejnosci zbudujemy aproksymacje dyskretna, wprowadzajac w powyzszym prze-

2
dziale trzy réwno odlegte wezty: (0, 0), %, — | oraz (g, 1). Stad n = 3. Brak informacji o funkcji
wagowej oznacza w = 1 Va. Nastepnie budujemy i obliczamy kolejne macierze i wektory
1 0
2 0 b V242
1 3% V2| | P16 | p 2 15.1
A= , B=| 2= |, = , = 5.
12 2 5m2 17m 2V2+38 (1.5.1)
— — T
1 = 1 16 256 32
4
Wspotezynniki aproksymacji sa rozwiazaniem uktadu rownan
3 3.0843 ap | | 1.7071 L oa 0.2110 (1.5.2)
3.0843 6.4686 as | | 2.9036 | 0.3483 s

Ostateczna posta¢ aproksymacji MNK to p(z) = 0.2110 + 0.348322, a poszczegélne odchytki
weztowe wynoszg €1 = 0.2110, ¢ = —0.2813 1 ¢35 = 0.0703. Z kolei sredni btad aproksymacji
wynosi € = 0.2070. Zgodnie z idea MNK, nie ma innych wspoétczynnikéw a, dla ktérych btad
dyskretny € bytby mniejszy. Natomiast mozna sprobowaé¢ zmniejszy¢ btad lokalnie, w ktéryms z
weztow, jezeli jest to uzasadnione. Przypiszemy wage w; = 10 weztowi pierwszemu, a pozostatym
zostanie przypisana waga we = w3 = 1. Zatem

2
10 0 0 12 517; \/5;2
W=|0 10| cC= . D= 1.5.3
0 01 Sr*  L7m 2V2+8 123
16 256 39

Mimo matych réznic w obliczeniach (tylko jeden element macierzy A ulegl zmianie), nowy zestaw
wspoOtezynnikéw a jest nastepujacy:

gt

0.4343 p(z) = 0.0306 + 0.43432> (1.5.4)

co prowadzi do weztowych odchyltek e; = 0.0306, e9 = —0.4086 i £3 = 0.1021 oraz rzeczywistego
(tj. niewazonego) bledu éredniego ¢ = 0.2438. Zatem blad w wezle pierwszym ulegt zmniejszeniu
(o rzad), kosztem btedu w pozostalych weztach oraz kosztem bledu globalnego.

W dalszej kolejnosci zbudowana zostanie aproksymacja typu ciagltego, z waga w = 1. Macierz
wspotezynnikéw 1 wektor prawej strony sa nastepujace

/Eldx:g /idex:;TZ /Esin(m)dle
=7 0 B = 0 (1.5.5)

s 5 ’
sym /02 vtdr = fﬁ /0 z?sin (z) dv = ...

[ME]
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przy czym obliczenie drugiej catki w wektorze B nie jest trywialne, dlatego rozpiszemy ja ponizej,
wykorzystujac przeksztatcenia analityczne

05+2/5xcos(x)dx:O+2xsin(x)|0% —2/§sin(x)dx:7r—2 (1.5.6)
0 0

.. = — x%cos ()

Z kolei zastosowanie do tej calki trzykrotnie ztozonego (k = 3) wzoru trapezéow daje wartosé
przyblizona réwna 1.2150, ktéra, przy wyniku analitycznym m—2 ~ 1.1416, jest obarczona bledem
6.4%. Ostatecznie, wspotczynniki aproksymacji, obliczone na podstawie rachunkéw analitycznych,
WYnosza

p(r) = 0.3279 + 0.37542> (1.5.7)

0.3279
0.3754

a blad éredni (liczony jako catka) wynosi e = 0.1405.
Ostatnim przypadkiem bedzie zastosowanie aproksymacji ciggtej o tej postaci, co powyzej, ale
z funkcja wagowa w (z) = x, co zmienia postacie macierzy i wektora

LA 1
8 64
A= | B=|, (1.5.8)
T — —6
Sym 33 4
oraz samo rozwigzanie
= l 8‘%32 ] p () = 0.4782 + 0.26942° (1.5.9)

obarczone btedem $rednim € = 0.1576. Wszystkie rozwiazania oraz ich bledy € (z) = ||p (x)—f (x) ||
poréwnano ze soba na Rys. [1.5.1]

14 0.5

12 - f(X)zsin(x)
1 A7 p(x)=02110+0.3483%
08 . A
= —_— 1 p(x)=0.0306+0.4343x°
02 4 p(x)=0.3279+0.3754x’
R O ) 04782 4+0.2694x°
a) b)

Rys. 1.5.1: Poréwnanie zastosowanych aproksymacji w przykladzie obliczeniowym (a) oraz wykres
bledéw aproksymacji (b)

Zbudujemy jeszcze dyskretng aproksymacje nieliniowa postaci p(x) = e*. Na podstawie
(1.4.2)), otrzymujemy nieliniowe réwnanie algebraiczne postaci

2
——c“ — 7T£C + =0 (1.5.10)

w ktérym wprowadzono pomocnicza zmienna ¢ = ei®. Stosujac schemat iteracyjny dla metody
Newtona

T o T 4

oy = cp — —2 8 2 (1.5.11)
RAIPH S + 27c}
27* 78 k
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rozwiazanie startowe ¢y = 1 oraz wykonujac 3 iteracje, otrzymujemy ¢ = 0.9367, a na tej podstawie
a = —0.0832.

1.6 Wielomiany Chebysheva

W poprzednim podrozdziale zostalo wspomniane, iz czesto przy zatozeniu duzej liczby parame-
tréw aproksymacji m i wielomianowych funkcji bazowych, mozna spodziewaé sie pojawienia sie
niekorzystnego efektu, szczegdélnie na brzegach obszaru. Efekt ten polega na osigganiu o wiele
wiekszych (co do modutu) wartosci funkcji aproksymujacej pomiedzy weztami w poréwnaniu z
funkcja oryginalna. Jest to szczegdlnie widoczne w zadaniach interpolacji (gdy m = n) i w za-
daniach aproksymacji, w ktorych m jest niewiele mniejsze niz n. Powodem takiego stanu rzeczy
jest zachowanie sie jednomianow wysokich rzedow. Ilustracja takiego przypadku pokazana jest
na Rys. [1.6.1] Jednoczesnie mozna zaobserwowaé duza wrazliwosé zadania aproksymacji "na sty-
ku” (gdy m jest bliskie lub réwne n) na potozenie weztéw. Od strony algebraicznej takie zadanie
nazwaliby$my Zle uwarunkowanym, tzn. gdy male réznice w danych (w tym przypadku, w poto-
zeniu weztéw xz;, © = 1,2, ...,n) moga prowadzi¢ do duzych r6znic w wyniku (w tym przypadku,
przebiegu krzywej p (z)).

Rys. 1.6.1: Przyktadowy niekorzystny efekt Rungego przy zastosowaniu interpolacji jednomianami
wysokiego stopnia

Jednakze mozna te wrazliwo$é¢ wykorzysta¢ do poprawy samego rozwiazania. Skoro mate zmia-
ny w danych mogg skutkowa¢ w duzych zmianach w rozwigzaniu, nalezy wyznaczy¢ takie potozenia
weztow, by pomniejszy¢ lub wrecz zminimalizowaé¢ btad pomiedzy wyjsciowa funkcja f, a funkcja
aproksymujaca p, przy czym btad ten nalezy liczy¢ w normie maksimum, a nie w normie $red-
niej, aby "zdusi¢” wtasnie te jego najbardziej ekstremalne warto$ci. Stad mamy do czynienia z
zadaniem optymalizacji

o in - max [[p(2) — f(2) | (1.6.1)
Powyzszy problem nazywa si¢ problemem Chebysheva, a jego rozwiazaniem jest zestaw weztow,
bedacych miejscami zerowymi wielomianéw Chebysheva, ktére oznaczamy najczesciej litera T'.
Wielomiany te okreslone sa w przedziale x € [—1,1] i mozna je zdefiniowaé na dwa sposoby,
mianowicie iteracyjnie (tatwiejsze do implementacji komputerowe;j)

T () = cos ((m — 1) arccos (z)), m=1,2,.. (1.6.2)
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lub rekurencyjnie (latwiejsze w obliczeniach recznych)

1, m=1,
T (x) = r, m=2 (1.6.3)
20T () = Th—a (), m >3

Stad T3 (z) = 22% — 1, Ty (v) = 423 — 3z itd. Istnieje tez jawny wzor na miejsca zerowe danego m-
tego wielomianu, zatem by je wyznaczy¢, nie trzeba rozwiazywa¢ rownan wielomianowych. Wzoér
jest nastepujacy

2—1m7
m—12
Zatem wielomian o numerze m-tym (rzedu m-tego) ma miejsc zerowych w liczbie m — 1. Nalezy
jednak pamietaé, iz wszystkie powyzsze wzory obowiazuja jedynie dla = € [—1,1]. Jezeli zatem
przedzial aproksymacji jest inny (a tak jest na ogodl), nalezy dokonaé¢ odpowiedniej bezstratnej,
liniowej transformacji pomiedzy przedziatami: ustalonym = € [—1, 1] i dowolnym z € [a, b], czyli

xizcos( ), i=1,2,....m—1 (1.6.4)

_b—a a+b 22— (b+a)

T+ , x(2)= . (1.6.5)

z () 5 i

Po wyznaczeniu miejsc zerowych odpowiedniego wielomianu, traktujemy je jako wezty, obliczamy
w nich wartosci weztowe i stosujemy odpowiednig technike aproksymacji. Moze by¢ ona catko-
wicie niezalezna od wielomianow Chebysheva, ale réwnie dobrze moze tez ona wykorzystywaé
wielomiany Chebysheva, w postaci

p6) =3 T =TeEa=T (2 1) (1.66)

b—a
Jest to k t ' ich ort Inoéé (x) 1 li
est to korzystne z uwagi na ich ortogonalnos$¢ z waga w (r) = ————, czyli
0, 1i#}j,
1 VT (x) T (2) T .
T T | = [ 2y )T i — 2, 1.6.7
( j\/l—x2> -1 1 —2z2 2 ) j.# ( )
T, i=j=

Dzieki temu, ukitad rownan algebraicznych powinien by¢ lepiej uwarunkowany. A w przypadku
aproksymacji cigglej, macierz wspotczynnikow moze by¢ diagonalna.

Podsumowujac, wielomiany Chebysheva i ich wlasnosci mogg zostaé¢ wykorzystane w nastepu-
jacy sposéb do aproksymacji funkeji ciagtej y = f (2) w przedziale z € [a b], mianowicie

1. w przedziale mozna wygenerowaé wezly z1, 29, ..., 2, W sposob tradycyjny (przyjmujac réwne
odleglosci pomiedzy nimi), a nastepnie wykorzystaé¢ wielomiany Chebysheva jako funkcje ba-
zowe, zgodnie ze wzorem ; w takim przypadku efekt Rungego nie zniknie, ale koncowy
uktad rownan bedzie dobrze uwarunkowany,

2. w przedziale mozna wygenerowac¢ wezty z1, 29, ..., z, jako miejsca zerowe odpowiedniego wie-
lomianu Chebysheva (czyli najpierw xq, xo, ..., T,, z odpowiednia transformacja), a nastepnie
zastosowaé aproksymacje jednomianows 1, z, 22, ..., co pozwoli wyeliminowaé efekt Rungego,
ale za to doprowadzi do stabego uwarunkowania koncowego uktadu réwnan,

3. w przedziale mozna zaréwno wygenerowa¢ wezty jako miejsca zerowe odpowiedniego wielo-
mianu Chebysheva, a nastepnie wykorzysta¢ wielomiany Chebysheva jako funkcje bazowe;
jest to rozwigzanie najbardziej korzystne, pozwala bowiem zaréwno na eliminacje efektu
Rungego jak i na poprawe uwarunkowania koncowego uktadu réwnan.
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1.7 Przyklady obliczeniowe

W poprzednich obliczeniach stosowany byt réwnomierny rozktad 3 weztéw. Teraz sprobujmy wyge-

nerowaé 3 wezlty w optymalny sposob, korzystajac z wlasnoéci wielomianéw Chebysheva. Zmienmy
T

oznaczenie zmiennych, tak, by f(z) = sin (z) oraz z € [0, 2} Trzy wezly uzyskamy z wielomianu

posiadajacego 3 miejsca zerowe, czyli Ty. Bezposrednio ze wzoru na jego miejsca zerowe otrzymu-
jemy

| 3
21 = cos <372T) z g — 0.8660,
Tg = COS <372T =0, (1.7.1)
5 3
2y = cos (32) _ —\g — _0.8660

T T
Niezbedna jest transformacja x — z, postaci z = Za: + T co prowadzi do

s V3

3
u (f + 1) = 14656, 2= = 0.7854, z = Z (1 - 2) = 0.1052 (1.7.2)

Z = —
T\ 2

T
Wezty, uzyskane w kolejnosci malejacej, leza w przedziale {O, 2], co zawsze warto sprawdzic.

Wartosci weztowe wynosza

P
Y1 = 0.9945, yp = ‘2[ = 0.7071, y3 = 0.1050 (1.7.3)

Przyktadowo, zastosujmy do powyzszych danych interpolacje Chebysheva drugiego stopnia m =
n = 3. Wspdtezynniki aproksymacji sg rozwigzaniem nastepujacego uktadu rownan

1 0.8660 0.5 ap 0.9945 0.6022
1 0 -1 ay | = | 0.7071 — a=| 05135 (1.7.4)
1 —0.8660 0.5 as 0.1050 —0.1049

Warto zaznaczy¢, iz wyrazy macierzy wspétezynnikow sa wartosciami wielomianéw 7' (z), oblicza-
nych w pierwotnych weztach xy, zo, x5 lub tez wartoSciami wielomianéw 7' (z) po transformacji,
obliczanymi we wtornych weztach zi, 2o, 23. Oczywiscie prostsza jest pierwsza wersja. Koncowa
postac interpolacji wymaga zapisania wielomianéw dla zmiennej z, wykorzystujac przejscie z — x

(x = —z — 1) mianowicie
m

p(z)=T1(2) a1 + T3 (2) ag +T5(z) a3 =
4 4
= 0.6022 + 0.5135 (Z — 1) —0.1049 (2 <z — 1) — 1) = —0.34012% + 1.1881z — 0.0162
T T
(1.7.5)

Jezeli porownamy uwarunkowanie macierzy uktadu réwnan otrzymanej metoda Chebysheva oraz
metodg interpolacji jednomianowej

1 1.4656 2.1480 a; 0.9945
1 0.7854 0.6169 ay | = | 0.7071 (1.7.6)
1 1.1052 0.011 as 0.1050

to wypada ono na korzy$¢ metody Chebysheva (wskaZniki uwarunkowania wynosza odpowiednio
1.4143 oraz 15.8567). Dodatkowo, pokazano na kolejnych wykresach poréwnanie wyniku inter-
polacji opartej o wezty Chebysheva oraz o wezty rownomiernie roztozone. Dla przypadku n = 3
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v = sin(x)

3 wezty — drugi rzad

podziat rGwnomierny wezty wg. Chebysheva
btagd = 0.0187 btad = 0.0162

==

il

/

e

yd

02 /
01

Rys. 1.7.1: Poréwnanie interpolacji funkcji sin () zbudowanej na 3 weztach réwnomiernie rozto-
zonych oraz 3 weztach Chebysheva

8 weztéw — siddmy rzad

podziat réwnomierny wezty wg. Chebysheva
btad = 5.3767 btad = 1.0825

N

/
/
s
/

Rys. 1.7.2: Poréwnanie interpolacji funkcji sin () zbudowanej na 8 weztach réwnomiernie rozto-
zonych oraz 8 weztach Chebysheva
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—————————— —_— _—
y = sin(x) podziat réwnomierny wezty wg. Chebysheva
12 weztéw — jedenasty rzad btad = 36.0440 btad = 1.3704

m /
/|

20 /
10

ol [

Rys. 1.7.3: Poréwnanie interpolacji funkcji sin (z) zbudowanej na 12 weztach réwnomiernie rozto-
zonych oraz 12 weztach Chebysheva

(Rys. nie ma wiekszych réznic (stopien wielomianu jest niewielki). Ale pojawia si¢ one dla
wiekszych n, mianowicie n = 8 (wielomiany 7-mego rzedu, Rys. oraz n = 12 (wielomiany
11-tego rzedu, Rys. . Oczywiscie zaréwno weztow jak i wielomianéw Chebysheva mozna z
powodzeniem uzywaé nie tylko do interpolacji (w ktorej m = n), ale tez aproksymacji typu dys-
kretnego i ciagtego. Przyktadowo dla uprzednio wyznaczonego zestawu trzech weztéw Chebysheva
[1.4656 0.7854 0.1052] i funkcji f(z) = sin(z), mozna zbudowaé¢ aproksymacje liniowa posta-

cip(z) = a1Th (2) + axls (2) = a1 + ay (z - 1) stosujac wzory wyprowadzone w poprzednich
7r
podrozdziatach, tj.
1 0.8660 0.9945

A=]1 0 , B=0.7071 |, C_ATA_lg 10517 D_ATB_HE(;SS]
1 —0.8660 0.1050 : .
(1.7.7)
a stad
1y | 0.6022 B
a=C"D= [ 0.5136 ] p(2) = 0.6539z + 0.0886 (1.7.8)

T
Alternatywnie mozna bazowaé na regularnie roztozonych weztach [0 1 2] i ponownie na aprok-

symacji liniowej postaci p (z) = a; + as (z — 1>, co prowadzi do
™

1 —1 0
A=|1 0 |, B=]0.7071 |, C:ATAzlg g] D:ATB:“'S%H
1 1 1.0000 '
(1.7.9)
oraz
i | 0.5690 B
a=C D= [ 0.5000 ] p(z) = 0.6366z + 0.0690 (1.7.10)

W podobny sposob stosujemy wielomiany Chebysheva jako funkcje bazowe do aproksymacji ty-

pu ciggtego. Dla przedziatu z € [0 721 i aproksymacji liniowej w tym przedziale p (z) = a; +
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4
as (z — 1), otrzymamy
T

s T4
2 2
al | b J geove _[us08 0
3 /4 2 0 0.5236 |’
sym / —z — 1) dz
0 AT (1.7.11)
. /0 sin (2) dz _ [ 1.0000
3 /4 0.2732
/ (z - 1> sin (z) dz
o \m
oraz
A1 | 0.6366 B
a=A"'B= l 0518 p(z) = 0.66442 + 0.1148 (1.7.12)

Warto zauwazy¢, iz we wszystkich przypadkach aproksymacji, w ktéorym wykorzystane zostaly
wielomiany Chebysheva, koncowa macierz wspotczynnikéw jest diagonalna, co oznacza jej bardzo
dobre uwarunkowanie, bliskie jednosci.

1.8 Ortogonalizacja Gramma — Schmidta

Aby méc wykorzystaé wygodna ceche ortogonalnosei lub ortonormalnosei (z waga lub bez), nie
trzeba by¢ skazanym na wielomiany specjalne. Dzieki odpowiedniej procedurze mozna samodziel-
nie wygenerowac¢ baze wielomianéw o tych wlasnosciach w dowolnym przedziale, startujac z okre-
slonych wielomianéw. Taka procedura nosi nazwe ortogonalizacji Gramma-Schmidta. Punktem
wyjscia sa funkcje f; (x), j =1,2,...m, x € [a, b]. Szukany jest zbiér funkeji g; (x) o odpowiednich
wtasnosciach. W pierwszej kolejnosci, nalezy dokona¢ ortogonalizacji, wedlug ogdlnego schematu

p—1
gp(x) :fp (m)_zai,pgi (‘T)7 p:1727"'7m (181)
i=1
Po pomnozeniu (skalarnie) powyzszego réwnania przez w(x)g; (x), 7 = 1,2,...,p — 1, po stro-

nie lewej otrzymany 0 (warunek ortogonalnosci), a z sumy po stronie prawej pozostanie jedyny
niezerowy wyraz «;, (g;,wg;). To pozwoli na wyznaczenie wspotczynnika «;,, tj.

gy = J2001) (1.8.2)

(g5,wg;)

Dodatkowo, dla ciagu ortonormalnego, nalezy skorygowa¢ poprzednio otrzymana funkcje g, (z) za
pomoca

9p (2) = tpgp (2) (1.8.3)

Z warunku ortonormalnosci (g, wg,) = 1, wynika

1
ty = ——— (1.8.4)

(9p> w3p)

Rozpiszmy powyzsze wzory dla kilku pierwszych funkcji. Na poczatku przyjmujemy ¢; () = f1 (x),
1

a w przypadku ciagu ortonormalnego dodatkowo obliczamy t; = (f1, fiw)™ 2 oraz g (x) = t1 f1 (x).

Nastepna w kolejnosci funkcje okreslamy jako ga () = fo (x) — a1201 (x). Mnozac to wyrazenie

M. Dodatkowo dla
(917 glw)

31 dalej, kolejna funkcja to

skalarnie przez funkcje g;, otrzymamy wzoér na wspétczynnik oy =

ciaggu ortonormalnego potrzebny jest wspétczynnik to = (go, gow)
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g3 (x) = f3(x) — a1301 (x) — aa392 (x). Dwa wspdlezynniki o znajdziemy mnozac to wyrazenie
(s 1) oraz (g3 = 7(‘](3’9200). Opcjonalnie,
(91, 1w)

kolejno przez g; i g2, otrzymujac odpowiednio ay 3 = ( )
g2, gow

NI

t3 = (93,93(«0)7 ) itd.

1.9 Przyklady obliczeniowe

Wygenerujemy ciag trzech funkcji ortogonalnych w przedziale x € {O, ;T], jako baze przyjmujac

jednomiany f; (x) = x'~', ¢ = 1,2,3. Stad mamy f; (z) = 1, fo () = z i f3 (x) = 2. Na podstawie
wzorow z poprzedniego podrozdziatu, otrzymujemy

g1 (z) =1
92 (35)296—% (1.9.1)
2 72 ™ s 92 72
m@=v-T -5 (e ]) =2 et g

Jezeli teraz zastosujemy te funkcje jako funkcje bazowe do interpolacji funkcji sin () na weztach
Chebysheva, otrzymamy uktad rownan

1 006802 2571 a 0.9945
1 0  —0205 || ay | = | 0.7071 (1.9.2)
1 —0.6802 0.2571 as 0.1050

w ktérym wskaznik uwarunkowania macierzy wspétczynnikow wynosi 4.6358, a wiec rzad nizej,
niz w przypadku interpolacji wyjéciowymi jednomianami 1, z i 2.
Zastosujemy teraz wyprowadzone funkcje ortogonalne do aproksymacji typu ciagltego typu

p(x) = g1 (x)ar + g2 (x) ag + g3 (x) ag funkcji y = sin () w przedziale {O, 721 W macierzy wspot-

czynnikow jedynie elementy na diagonali beda niezerowe, czyli

/2 d 0 0
0 1.5708 0 0
3 T\ 2
A= 0 /0 (a:—4> dx 0 = 0 0.3230 0
s/, © 2\’ 0 0  0.0531
0 0 /0 (m 2x+ 24> dx |
(1.9.3)

Natomiast wektor prawej strony jest nastepujacy

/5 sin (x) dz
0 1
3 ™ .
B = /0 (x - 4) sin (x) dz = | 0.2146 (1.9.4)
5 2 —0.0180
2T ™)
_/0 (x 2x+24>81n(x)dx_
Dzigki wygodnej postaci macierzy A, szybko uzyskujemy rozwigzanie
(1.5708) " 0.6366
a= | 02146(0.3230)"" | =| 0.6644 (1.9.5)

—0.0180 (0.0531)71 —0.3382
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1.10 Interpolacja sklejana

Innym powszechnie stosowanym sposobem uwolnienia si¢ od niekorzystnych cech interpolacji i
aproksymacji wielomianowych wysokiego stopnia jest wykorzystanie tzw. funkcji sklejanych (ang.
spline). 1dea takiego podejscia jest budowanie aproksymacji sktadajacej sie z kawatkéw wielomia-
néw niskich rzedéw (linia, parabola, funkcja szescienna) na kolejnych podprzedziatach, wyzna-
czonych przez wezty, oraz odpowiednie ich sklejenie ze soba w punktach wspolnych dla dwoch
sgsiednich odcinkow. Idea metody jest zaprezentowana na Rys. na ktorym kolejne frag-
menty krzywej globalnej sa tworzone z fragmentéw lokalnych parabol budowanych dla kolejnych
podprzedziatéw. Efekt konicowy pokazany jest na gérnych wykresach Rys. [1.10.2], dla liczby we-
z}é6w n = 5 i n = 15. Natomiast na dolnych wykresach Rys. pokazany jest efekt konicowy
parabolicznej interpolacji sklejanej dla funkeji z Rys. [[.1.2] dla ktérej standardowa interpolacja
wykazywala silny efekt Rungego.

Paraboliczna interpolacja sklejana - sktadowe parabole Paraboliczna interpolacja sklejana - sktadowe parabole
15

Rys. 1.10.1: Idea interpolacji za pomocsg funkcji sklejanych

Spline rzedu pierwszego to po prostu zwykta tamana - linia kawatkami prosta, ktéra moze
by¢ utworzona jedynie na podstawie danych punktéw (z;,v;), i = 1,2,...,n 1 wykazujaca jedynie
ciggtosé klasy C° (te same wartoéci w punktach stykowych, ale juz rézne nachylenia). Ogélnie
rzecz biorac, spline rzedu k to funkcja wykazujaca ciagloéé klasy C*~!, w kazdym punkcie obszaru
(wspélne wartosci funkeji oraz wszystkich pochodnych do rzedu k — 1 wlacznie). Jednakze funkcje
spline wyzszych rzedow niz k£ = 1 nie sa samostartujace, gdyz wspotrzedne punktéw to za ma-
to informacji do ich jednoznacznego wyznaczenia. I tak, spline paraboliczny (kwadratowy, rzedu
drugiego) wymaga znajomosci nachylenia w jednym z punktow obszaru (np. w x), a spline ku-
biczny (szescienny, rzedu trzeciego), dwoch dodatkowych nachylen (w dwoch réznych punktach),
lub tez nachylenia i wartosci drugiej pochodnej (nachylenie pierwszej pochodnej) w tym samym
punkcie. Wyznaczenie spline’u od strony algebraicznej to wyznaczenie wspétezynnikéw funkeji na
pierwszym odcinku oraz wspétczynnikow regulujacych pojawianie sie¢ nowych funkcji na odcinkach
kolejnych (kolejny odcinek to jeden nowy wspolczynnik). Jezeli wszystkie dodatkowe informacje
podane sg na pierwszym odcinku, to wyznaczenie obydwu grup wspotczynnikéw jest proste i moz-
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Paraboliczna interpolacja sklejana - efekt koncowy s Paraboliczna interpolacja sklejana - efekt koncowy
1
®  dane punkty ®  dane punkty
y=s(x) y=s(x)
1 1
0.5 05
> (] > 0
0.5 05
1 -1
1.5 1.5
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X X
Paraboliczna interpolacja sklejana - efekt korficowy o Paraboliczna interpolacja sklejana - efekt korficowy
30 4l

®  dane punkty
y=s(x) >
30

20

-20

®  dane punkty
¥=s(x)
-30

15 -15 -10 -5 0 5 10 15
X X

Rys. 1.10.2: Efekty koncowe interpolacji sklejanej dla réznych funkcji i réznej liczby weztow

liwe do rozdzielenia. W innym przypadku niezbedne staje sie rozwigzanie duzego uktadu réwnan,
taczacego wszystkie nieznane wspotezynniki.
Ogdélny wzoér na spline k-tego rzedu wyglada nastepujaco

n—1
s(x)=p(x)+ Y bi(x—x)} (1.10.1)
=2
k+1 '
gdzie p (z) = Z a;x"17" oznacza krzywa na pierwszym odcinku, a dolny indeks + w drugim
i=1
sktadniku wzoru ogélnego kontroluje wlaczanie/wytaczanie kolejnych krzywych
(z—z)*, x>
k
(v — ;) = (1.10.2)
0, =<
Spline lintowy sprowadza si¢ do wzoru
n—1
s(x) =mx+az+ > b (v — ), (1.10.3)
=2

w ktérym wszystkie n wspélezynnikéw (aq, ag, bo, bs, ..., b,—1) nalezy wyznaczy¢ z przejscia tamanej
przez n punktéw. W tym wspotczynniki a;, as sa rozwiazaniem matego uktadu rownan Aa = B,
wynikajacego z s (x1) = y; oraz s (x3) = ya, czyli

s(t) =y mrita =y N (1.10.4)
s (z2) = Y2 a1%2 + az = Yo x2 1 a Y2
Spline kwadratowy sprowadza sie do wzoru
n—1
5(7) = a12® + agx + as + Z b; (z — :l?l)i (1.10.5)

1=2
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w ktorym n + 1 wspdtezynnikow (aq, aq, ag, ba, b, ..., b,_1) nalezy wyznaczyé z przejscia krzywej
przez n punktow oraz dodatkowej informacji, tu wartosci pierwszej pochodnej w xy, czyli y] = .
Podobnie jak poprzednio, mamy

s(z1) = a12? + aswy + az =y 22 oz 1 a, o
s(xe) =9y  — A1T3+ Ay +az =1y,  — 3 oz 1 as | = | ¥
s (r1) =« 20111 + as = 201 1 0 as e
(1.10.6)
Spline szeScienny sprowadza sie do wzoru
n—1
s (1) = a12® 4+ agx® + asw + ag + Zbi (a:—a:,)i (1.10.7)
=2

w ktérym n+ 2 wspotezynnikéw (aq, as, as, aq, ba, bs, ..., b,_1) nalezy wyznaczy¢ z przejécia krzywej
przez n punktéw oraz dodatkowych informacji, tu wartosci pierwszej pochodnej w x1, czyli y; = «
oraz wartosci drugiej pochodnej w xy, czyli yf = 3. Podobnie jak poprzednio, mamy

s(x1) = a1} + a7 + azry + ag = w? oy a1 ay Y1

5 (x2) = 1o - T3 + arx3 + ass + ag = Yo - xy w3 wp 1 az | | Yo

s'(11) =« 3a12% + 2as71 + a3 = « 327 27 1 0 as | | «

" (x1) =0 b6a1x1 + 2a0 = 3 6z; 2 0 O ay 16}
(1.10.8)

Pozostalo wyznaczy¢ wspoétczynniki b;, ¢ = 2,3,...,n — 1. Dla spline’u rzedu k, kazdy kolejny
wspétezynnik mozna wyznaczy¢ z rownania dla kolejnego punktu, tj. s (z;41) = y;41 pozwoli na
wyznaczenie wspotczynnika b; w sposob rekurencyjny, tj.

j—1
s(w1) = p (@) + 2 b (01 — 20)" 4+ b5 (500 — 25)" =y (1.10.9)

=2

Stad
j—1 i
Yir1 — P (Tj1) — Z bi (vj11 — ;)
b; = =2 . j=23,..,n—1 (1.10.10)
(Tj41 — x5)

1.11 Przyklady obliczeniowe
Dla danych n = 4 punktéw o wspotrzednych (0,0), (1,1), (2,3) i (3,8), zbudujemy spline kwadra-
towy, przyjmujac dodatkowo y; = a = 0. Ogdlny wzér na spline jest nastepujacy

3
s(z)=p(x)+>_ b(z— :10,)?|r = a2 + agx + az + by (v — 1)%r + b3 (x — Z)i (1.11.1)
=2

Wykorzystujac wszystkie informacje na pierwszym odcinku, otrzymujemy

s(0)=0 a3 =0
s(I)=1 — a+a+taz=1 — p(z)=2? (1.11.2)
s'(0) =0 az =0

Dwa wspotezynniki by 1 b3 wyznaczymy z dwoch pozostatych rownan tj.
s(2)=3 — 224b0,2-1°4+0=3 — by=-1 (1.11.3)

oraz
s(3)=8 — F+(-1)B-1)"+b(B3-27=8 — by3=3 (1.11.4)
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Rys. 1.11.1: Wykresy koncowych funkcji sklejanych do przyktadu a) spline’u kwadratowego, b)
spline’u szesciennego

Stad konicowa postaé spline’u (Rys. [1.11.1) jest nastepujaca

2, xel0,1)
s(r)=a"—(z—1)7 +3(z—2)] = 2 (-1’ =2r—1, zecll,2)
22— (z—1)743(@—-2)7=322-10x+11, z¢€[2,3]
(1.11.5)

Zastosujemy jeszcze spline sze$cienny do interpolacji funkcji z poprzednich przyktadéw, miano-

2
wicie f (z) = sin () w przedziale {O, g] stosujac n = 3 réwnoodlegte wezty, czyli (0,0), (Z, {)
i (;T, 1). Dodatkowo przyjmiemy Sciste wartosci a = cos (0) = 1 oraz § = —sin (0) = 0. Ogélna
postaé spline’u to

3
s (x) = a2’ + aga® + agx + as + by (IE— Z) (1.11.6)
+

7 warunkow na pierwszym odcinku spline’u zapisujemy i rozwigzujemy uktad rownan

0 0 0 1 ay 0

0.4845 0.6169 0.7854 1 | | ay | | 0.7071 - .
0 0 1 0|as| ™ 1 —  p(z) =—0.16162° +z  (1.11.7)
0 2 0 0 Qy 0

W tym przyktadzie, obliczamy jeden wspoétczynnik by = 0.1146, z warunku s (g) = 1. Koncowa

postaé spline’u to

3
s () = —0.16162% + z + 0.1146 (x _ Z) _
+

_0.16162% + 7, x € [0, D (1.11.8)
~0.04702% — 0.27002” + 1.2121x — 0.0555, « €
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2 Roéwnania rézniczkowe czgstkowe

Roéwnania rézniczkowe sa podstawowym modelem matematycznym wielu proceséw i zjawisk fi-
zycznych. W inzynierii ladowej za pomoca réwnan rézniczkowych modelujemy takie problemy
statyki, dynamiki i statecznodci, jak rozcigganie pretow, zginanie belek, deformacje ram i tarcz,
zginanie plyt i powltok, ustalony przeptyw ciepta, procesy zachodzace w czasie (przepltyw ciepla,
drgania wymuszone, reologia), a takze zadania teorii plastycznosci. W modelach rézniczkowych,
odpowiedz konstrukeji (najczesciej przemieszczenie, ale tez temperatura, naprezenie czy odksztal-
cenie) jest funkcja ukryta pod znakiem pochodnych, zar6wno przestrzennych (tzn. obliczanych po
zmiennych zwigzanych z wymiarem geometrycznym), jak i czasowych (tzn. obliczanych po czasie).
Sposrod wielu typoéw rownan rézniczkowych, na szczegdlng uwage zastugujg rownania roézniczkowe
rzedu drugiego. W szczegodlnej postaci mozna takie rownanie zapisa¢ nastepujaco

Uy + Dligy + cuyy + du, +euy + fu=g9, u=u(z,y), (z,y)€Q (2.0.1)

o
ox?’

, itp. Nieznana funkcja v dwoéch zmiennych

przy czym a # 0 lub b # 0 lub ¢ # 0, a u,, oznacza pochodng jednorodng drugiego rzedu
2

0xdy

niezaleznych x i y, okreslona jest poprzez powyzsze réwnanie, oraz odpowiednie warunki, ktére
w wybranych punktach brzegu 02 obszaru () narzucajg na nig, lub na jej pochodne, okreslone
wartoséci. Warunki formutowane na wartosci samej funkcji u na czesci brzegu 02, nazywaja sie
warunkamsi podstawowymi lub warunkamsi Dirichleta. W mechanice, gdy funkcja u oznacza prze-
mieszczenie, interpretuje sie je jako podparcie (zerowe lub narzucone, niezerowe przemieszczenie).
Z kolei warunki formutowane na pochodng funkcji « na czesci brzegu 0€,, w kierunku normalnym
(prostopadtym) do niego, nazywaja sie warunkami naturalnymi lub warunkami Neumanna. Ich
interpretacja fizyczna to najczesciej zadane ci$nienie, obciazenie krawedziowe lub tez strumien,
przyktadowo

Uy, Oznacza pochodng mieszang drugiego rzedu

ou Ou ou

_Ou _ Ou ou 2.0.2

gdzie [ng, n,] to wspolrzedne wersora (wektora jednostkowego), normalnego do brzegu, o zwrocie na
zewnatrz obszaru. Rzadziej (np. w zadaniach konwekeji cieplnej) spotykana jest zadana kombinacja
funkcji i jej pochodnej (warunki Robina). W wiekszosci zagadnien mamy do czynienia z warunkami
obydwu typow, okreslonych na odpowiednich czesciach brzegu obszaru. Wtedy caty brzeg dzielimy
na 02 = 0, U 0§}, a warunki nosza nazwe warunkow mieszanych.

Calos$¢ (tj. réwnanie, warunki, obszar, brzeg) stanowi tzw. problem brzegowy lub problem
poczatkowo - brzegowy, w zaleznosci od typu réwnania. Wspoétezynniki a, b, ..., f moga by¢
zarowno liczbami (réwnanie liniowe o stalych wspoétczynnikach), lub tez funkcjami zmiennych
niezaleznych (réwnanie liniowe o zmiennych wspoélezynnikach) oraz samej funkeji u (réwnanie
nieliniowe), i najczesciej odpowiadaja za parametry materiatowe. Z kolei niezerowa liczba lub
funkcja g, stanowigca prawa strone rownania, swiadczy o jego niejednorodnosci i najczedciej jest
interpretowana jako intensywnosé sit dziatajacych wewnatrz obszaru Q (obciazenie zewnetrzne).
Typ réwnania rozpoznajemy po obliczeniu jego wyrdznika

A =" — dac (2.0.3)

przy czym sam wyrdznik moze byé¢ funkcja lub liczba. W zaleznosci od jego wartosci (jednej na
caly obszar, gdy A = const, lub zmiennej w podobszarach, gdy A = A (z,y)), mamy réwnanie
eliptyczne (A < 0), paraboliczne (A = 0) lub hiperboliczne (A > 0).

Roéwnania eliptyczne opisuja problemy brzegowe statyki, w ktorych obydwie zmienne z i y
odpowiadaja zazwyczaj za wymiar geometryczny, czyli mierzone sg wzdhuz wysokosci i dlugodci
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Rys. 2.1.1: Model nieustalonego przeptywu ciepla a) ciagly, b) dyskretny (MRS)

obszaru. Brzeg geometryczny obszaru stanowi brzeg problemu - w jego punktach zadane sa warun-
ki brzegowe. Przyktadem moze by¢ rownanie skrecania preta pryzmatycznego, czy tez réwnanie
ustalonego przeptywu ciepta. Rownania tego typu sa analizowane analitycznie i numerycznie na
przedmiotach takich jak wytrzymatos¢ materialéw, metody obliczeniowe oraz metody kompute-
rowe, zatem ta tematyka zostanie pominigta w niniejszym opracowaniu.

2.1 Roéwnania paraboliczne

Roéwnania paraboliczne na ogét modeluja poczatkowo-brzegowe problemy inzynierskie, w ktorych
jedna zmienna ma wymiar geometryczny (z), a druga to czas (stad stosujemy oznaczenie y = t).
Przyktadem réownania parabolicznego moze by¢ réwnanie nieustalonego (niestacjonarnego, zmien-
nego w czasie) przepltywu ciepta

AUy — uy = f (2,1) (2.1.1)

w ktérym z € [a,b], t > to, a nieznana funkcja temperatury u = wu(z,t) jest funkcja dwdch
zmiennych. Obszarem zadania ) jest obszar prostokatny, ale bez gornej krawedzi (proces jest
nieustalony). Jest to model cienkiej konstrukeji, potozonej miedzy * = a i © = b, przez ktora
przeptywa ciepto (Rys. ) Jednakze, poniewaz przeplyw ten jest zmienny w czasie, to rozktad
temperatury moze by¢ zupelnie inny w kolejnych chwilach czasowych. Réwnaniu powyzszemu
towarzysza dwa warunki brzegowe (z uwagi na druga pochodna przestrzenng temperatury) oraz
jeden warunek poczatkowy (z uwagi na pierwsza pochodna temperatury po czasie), czyli

ula,t) =ug (t), w(bt)=uy(t), wu(z, ty)=1uo(x) (2.1.2)

k
przy czym punkt poczatkowy przyjmuje sie najczesciej jako to = 0. Wspoéteczynnik o = — > 0,
c

zwany wspotezynnikiem dyfuzji cieplnej, odpowiada za wtasciwosci materiatowe i jest zalezy od
wspotezynnika przewodzenia ciepta k, ciepta wiladciwego ¢ oraz gestosci materiatu p. Funkcja
prawej strony f (z,t) to tzw. zrodlo ciepta, inaczej intensywnosé generacji ciepta wewnatrz obszaru.
Ciepto moze tez by¢ dostarczane do obszaru przez brzeg swobodny, w postaci strumienia ciepta

0
(np. a—u (b,t) = qp (t)). Jednakze, w analizowanym problemie, dla prostoty, zaktadamy, iz obydwie
x
temperatury brzegowe sa znane (brzeg izolowany).
Problem (22.1.1)) z warunkami (2.1.2]) ma rozwiazanie analityczne jedynie dla prostych przypad-

kow. W sytuacji ogélnej, nalezy zastosowaé¢ odpowiednia procedure numeryczng. W opracowaniu
wykorzystana zostanie metoda réznic skonczonych (MRS), u podstaw ktérej lezy dyskretyzacja
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Rys. 2.1.2: Konfiguracja weztéw do budowy operatoréw réznicowych a) dwa poziomy czasowe, b)
schemat jawny, c¢) schemat niejawny

obszaru, czyli zamiana obszaru ciaglego na siatke weztéw (Rys. ), o dwo6ch modutach - prze-
strzennym Az, oraz czasowym At. Z uwagi na inne jednostki fizyczne, te dwa modutly nie moga
by¢ réwne. W tej sytuacji, zamiast poszukiwaé¢ rozwigzania wszedzie, bedziemy go poszukiwaé
jedynie w weztach obszaru. Druga cechg MRS jest zamiana pochodnych analitycznych z rownania
na pochodne numeryczne, za pomocg odpowiednich wzorow roznicowych. W przypadku
jednowymiarowym, gdy dana jest funkcja dyskretna za pomoca zbioru trzech wartosci y;_1, v; i
yi;+1 W punktach, potozonych w réwnych odlegtosciach h od siebie, pierwsza i druga pochodna w
punkcie srodkowym mozna w przyblizeniu obliczy¢ na nastepujace sposoby

Yi+1 — Yi—1
2h
/ Yi — Yi—1 v Yie1l — 2 + Yir
s _— LR 2.1.3
Yi h Y; h2 ( )
Yiv1 — Yi
h

Z trzech mozliwych wzoréw na pochodng pierwsza, najbardziej doktadny jest wzor pierwszy (cen-
tralny), chociaz wymaga on znajomosci wartosci funkeji wstecz i wprzéd. Z kolei wzory pozostale,
mniej doktadne, bazuja tylko na wartosci funkcji w §rodku oraz wstecz lub wprzdd.

W analizowanym zadaniu parabolicznym, do opisu numerycznego pochodnych z réwnania wy-
bieramy konfiguracje szesciu weztéw - z dwdch poziomow i trzech pionéw (Rys. i Rys. )
Poniewaz istnieja dwie mozliwosci zapisu drugiej pochodnej - na trzech weztach dolnego lub gorne-
go poziomu, rozwazymy dwa przypadki schematéw obliczeniowych. Pierwszy z nich bedzie zakta-
dal budowe operatoréow réznicowych w wezle srodkowym dolnego poziomu znanego (Rys. )
Dzigki temu, pochodna przestrzenna drugiego rzedu bedzie budowana na podstawie znanych war-
tosci rozwigzania. Réwnanie speliamy w punkcie (i, k). Indeks i zmienia sie od 2 don—1,
gdzie n oznacza liczbe weztoéw na kazdym poziomie czasowym, natomiast k oznacza numer kroku
czasowego 1 zmienia sie od 1, ale konicowa wartosé¢ jest nieznana (proces nieustalony). Numeryczna
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Rys. 2.1.3: Graficzne prezentacje prostych schematéw réznicowych a) typu otwartego, b) typu
zamknietego

reprezentacja pochodnych z réwnania jest nastepujaca

Uik — 2Ui g+ Uik Uikl — Uik

(uﬂ?ﬂ?)z‘,k ~ N ) (Ut)i’k ~ T A (2.1.4)

Po podstawieniu powyzszych wzoréw do réwnania, otrzymujemy

Uitk — 2Uip + Uip 1k Uiky1 — Uik
o - S = i (2.1.5)
gdzie u; , = w(x;, 1) oraz fip = f (x;,t;). Po wprowadzeniu oznaczenia
alt

i przeksztatceniu réwnania otrzymujemy ostateczny wzor na jedng nieznang warto$é¢ rozwigzania
Ui k+1 = /\ui,Lk + (1 — 2)\) U k + )\ui+17k - Atfi’k, 1= 2, 3, = 1, k = 1 (217)

ktéry nazywa sie schematem jawnym (otwartym, ang. explicit), gdyz w sposob jawny pozwala na
uzyskanie jednej nieznanej warto$ci na podstawie znanych. Niestety, jest on warunkowo stabil-
ny. Ograniczenie na bezwymiarowy wspotczynnik Fouriera A prowadzi do ograniczenia na krok
czasowy At, przy zatozeniu, ze krok przestrzenny Az wynika z przyjetej dyskretyzacji od a do b

1 Az?
2
Przy zachowaniu powyzszego warunku, btad rozwiazania bedzie narastat wraz z kazdym krokiem
czasowym w sposob systematyczny i kontrolowany. Jezeli nie zostanie on spetniony, btad bedzie
narastal w sposob lawinowy, prowadzac do coraz bardziej absurdalnych wartosci na kolejnych
krokach. Schemat graficznie mozna przedstawi¢ tak, jak to pokazano na Rys. 2.1.3h.

Inny sposob budowy schematu réznicowego dla zadania parabolicznego opiera sie na spetnieniu
wyjsciowego roéwnania w punkcie §rodkowym poziomu nieznanego (i, k + 1), co przedsta-
wiono na Rys. 2.1.3k. Wtedy numeryczna reprezentacja pochodnych z réwnania jest nastepujaca

1

Uim1 o1 — 2Ui kg1 + Uit k1 Wi 1 — Uik
(urf)i,k—&—l ~ - AZ[EQ ' ) (ut)z'7k+1 ~ # (219)

Po podstawieniu powyzszych wzoréw do réwnania, otrzymujemy

Uim o1l = 2Uipy1 + Uig1 k1 Uikr1 — Ui
Ax? At
Roéwnanie to nie pozwala na jawne wyznaczenie wielkosci nieznanej, poniewaz wiaze ono az trzy
nieznane wartosci (z poziomu k + 1). Stad po wprowadzeniu stalej A, mozna réwnanie zapisaé w
nastepujacej formie

E— firn (2.1.10)

= M1+ (14 20) Ui g1 — Mg pr = Uip — At figyr, 1=2,3,..,n—1, k>1 (2.1.11)
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Schemat ten, zwany zamknietym lub niejawnym (ang. implicit, Rys. 2.1.3p), pozwala na wygene-
rowanie uktadu rownan dla wszystkich nieznanych wartosci na kolejnych poziomach czasowych.
Natomiast jego zaleta jest jego bezwarunkowa stabilnos¢, VA. Do obliczen komputerowych wy-
godnie jest przedstawi¢ wynik jego zastosowania w formie macierzowej. Macierz wspotczynnikoéw
ukladu réwnan jest stala (taka sama dla kazdego pietra czasowego) i wynosi

1 0 0 0 0o .. 0 0 0 0 ]
—A 1422 =) 0 0o .. 0 0 0 0
0 —A 1+2) =X 0o .. 0 0 0 0
A 0 0 —A 142X =) 0 0 0 0 (2.1.12)
0 0 0 0 0 ... =X 142X =) 0
0 0 0 0 0o .. 0 —A 142X =)
0 0 0 0 0o .. 0 0 0 1]

Natomiast wektor prawej strony uktadu réwnan zmienia si¢ z kazdym poziomem czasowym, mia-

nowicie

[ UL k+1 ]
U — At fo pt1
ug gk — At fspt1

B(k) — Ug ke — Atf4,k+1 (2113)

Un—2,k — Atfn—zk—i-l
Up—1k — Atfn—l,k—i—l
Un, k+1

W takim przypadku, rozwiazania na (k 4 1)-szym poziomie czasowym mozna zapisaé jako

Ut k+1 U1, k+1
U2 k+1 U2 k41
U3, k+1 U3 k+1
U4, k+1 U4, k+1 -
A o =B - . =A'B (2.1.14)
Un—2,k+1 Un—2,k+1
Un—1,k+1 Up—1,k+1
Un,k+1 | L Unk+1

Précz schematow roznicowych prostych, mozna rowniez wygenerowaé schematy ztozone, w ktorych
do numerycznej aproksymacji pochodnej po czasie wykorzystywana jest wieksza liczba weztoéw niz
dwa. Przyktadem takiego schematu jest schemat Cranca-Nicolsona, w ktérym pochodna prze-
strzenna jest obliczana na bazie trzech usrednien wartosci funkcji liczonych dla kazdego z pionow,
czyli

1

— (Uimt o1 + Uim1 ) — 27 (Uipgr + Uik) + = (Uig1 k1 + Uit )
2 2 2
(Uae); 1 . (2.1.15)
Az

co prowadzi do réwnania

A A A

A
— Uit o1 + (1T + X)W py1 — o Wit Lkl = Uiz + (1 =N ug+ o tit1k ~ Atfikt1,

2 (2.1.16)

i=23.n—1, k>1

stanowiacego kombinacje liniowa wielkosci nieznanych (lewa strona) i znanych (strona prawa).
Jest to schemat zamkniety, bezwarunkowo stabilny, prowadzacy do uktadu réwnan na wszystkie
nieznane wartosci na kazdym poziomie czasowym.
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Rys. 2.2.1: Model wymuszonych drgan podtuznych a) ciaglty, b) dyskretny (MRS)

2.2 Roéwnania hiperboliczne

Roéwnania hiperboliczne sg modelem matematycznym podtuznych drgan wymuszonych preta pry-
zmatycznego, w ktorych to bierzemy pod uwage przyczyne drgan (wymuszenie, najczesciej o cha-
rakterze harmonicznym). Rozwazamy drgania jedynie w osi preta, powodujace jego rozciaganie
i $ciskanie (Rys. [2.2.1a). W takim przypadku, funkcje przemieszczenn poziomych punktéw preta
opisuje nastepujgce rownanie rozniczkowe

Uz — Puy = f(x,t), (x,t) €Q, a<z<b t2>t (2.2.1)

w ktorym 3 > 0 jest parametrem materiatowym, zaleznym od modutu Younga i gestosci materiatu.
Réwnaniu towarzysza warunki poczatkowo - brzegowe, z uwagi na dwie pochodne drugiego rzedu

{ u(a,t) = (1) ; u(z,t) = uo ()
w(b,t) =wup(t) ’ gu (x,t0) = uy (x,tg) = vo ()

ot

(2.2.2)

Drgania wymusi¢ mozna poprzez nadanie przemieszczenia poczatkowego ug, predkosci poczatkowe;j
vp lub tez przyltozenie sit wymuszajacych o intensywnosci f. Podobnie jak w przypadku rownania
przeptywu ciepta, zastosowanie MRS wymaga dyskretyzacji obszaru (Rys. ) oraz aproksy-
macji pochodnych wystepujacych w réwnaniu. Skupiajac sie na dziewiatce weztow (Rys. ),
z trzech pozioméw i z trzech piondéw, mozna wyodrebni¢ minimum pie¢ weztéw (w tym tylko
jeden na najwyzszym poziomie nieznanym) do budowy odpowiedniego schematu typu jawnego
(Rys. ) w punkcie érodkowym o numerach (i, k). Numeryczna reprezentacja pochodnych z
rOwnania jest nastepujaca

Ui—1,k — 2U‘7k + u; 1,k Uj -1 — 27,1,‘7/€ + Uj fe+1
(umr>z’,k N — A;’Q as ) (utt)i,k e — A;2 Lt (2.2.3)

Po podstawieniu powyzszych wzoréow do réwnania, otrzymujemy

i1 — 2Uip + Uik
Ax?

Ui k-1 — 2Ui g + Ui gyl
At?

—p = ik (2.2.4)

Po wprowadzeniu oznaczenia
At?
BAz?

(2.2.5)
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Rys. 2.2.2: Konfiguracja weztéw do budowy operatoréw réznicowych a) trzy poziomy czasowe, b)
schemat jawny

a0 ﬁ,k

Rys. 2.2.3: Graficzna reprezentacja schematu hiperbolicznego jawnego

i przeksztatceniu rownania otrzymujemy ostateczny wzér na jedna nieznana wartos¢ rozwiazania

At?

Ui g1 = Mi—1k + (2 = 20) Uik + M1 p — Uig—1 — 7]2@ i=23,..,n-1 k>1 (226)
Wynikowy schemat (w formie graficznej przedstawiony na Rys. [2.2.3) jest warunkowo stabilny.
Ograniczenie na wspoétczynnik § prowadzi do ograniczenia na krok czasowy At, przy zatozeniu,
ze krok przestrzenny Az wynika z przyjetej dyskretyzacji od a do b

A<l = A< Al = An/8 (2.2.7)

Przy obliczeniach dla pierwszego nieznanego poziomu czasowego (czyli przy spelnieniu réwnania
dla & = 1, co prowadzi do rozwiazan na poziomie k = 2) pewna trudnos¢ moze nastreczaé
fakt, iz operator powyzszy siega ponizej poziomu poczatkowego (do poziomu k = 0), czyli poza
obszar 2. Jednakze problem ten mozna rozwiaza¢ wykorzystujac efektywnie znajomosé¢ predkosci
poczatkowej vg. Dokonujac spetnienia réwnania réznicowego w wezle o numerze (7, 1), otrzymujemy
roOwnanie

Ar?
3

w ktorym wystepuje nieznana warto$¢ rozwigzania u, o w wezle fikcyjnym (¢, 0). Dodatkowo, aprok-
symujac pierwsza pochodna po czasie w tym samym punkcie (7, 1), mamy zalezno$é

Ui 2 = )\ui—l,l + (2 — 2)\) Us1 + )\Ui+171 — Uy, fi,17 1= 2, 3, ey U — 1 (228)

Uz 2 — Ui 0

(Ut)m ~ BN (Uo)i’l (2.2.9)
Stad otrzymujemy wartosé¢ przemieszczenia w fikcyjnym wezle (i, 0)

Ui = g — 248t (vg), (2.2.10)
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ktorg wstawiamy do réwnania réznicowego ([2.2.8]), otrzymujac ostatecznie

At?
ﬁfm), i=2,3,..,n—1 (22.11)

Na pozostatych poziomach czasowych, dla k > 1, obliczanie kolejnych wartosci rozwiazania odbywa
sie juz bez bezposredniego udzialu wartoéci w weztach fikcyjnych, czyli wedtug wzoru ogdlnego
(12.2.6).

1
Ui = 5 (Auil,l + (2 — 2)\) Us; 1 + )\Ui+171 + 2At (U(])i,l —

2.3 Przyklady obliczeniowe

Pierwsze zadanie, ktore rozwigzemy, bedzie dotyczyto rownania rozniczkowego drugiego rzedu,
z lewg strong zalezna od parametru skalarnego a, mianowicie

1

iumc + (1 - CL) Ugy + Uyy + Uy = / ($, y) (2'3'1)
Obszar zadania ) stanowi figura ograniczona przez dolng prawg ¢wiartke okregu z2 + 4% = 1, linie
prosta y = —z — 1 oraz pozioma linie y = 0. Na linii poziomej zadane sa warunki podstawowe, a
na pozostatych czesciach brzegu - warunki naturalne. Nalezy wykona¢ nastepujace czynnosci

- wyznaczy¢ takie wartosci parametru a, dla ktérych powyzsze rownanie jest eliptyczne,

- wyznaczy¢ funkcje prawej strony f tak, by rozwiazaniem tego rownania byta funkcja u (z,y) =
2, .2
=+ Yy,

- wyznaczy¢ brzeg 0f) zadania oraz zapisa¢ warunki brzegowe dla dowolnego punktu brzego-
wego (z,y) € 0.

W pierwszej kolejnosci ustalmy typ réwnania. Obliczajac jego wyrdznik, ktéry bedzie funkcja
parametru a, otrzymamy

1
A(a):(1—a)2—4-§-1:a2—2a—1 (2.3.2)
Réwnanie bedzie eliptyczne, gdy A (a) < 0. Zatem nalezy rozwiazaé nieréwnosé kwadratowa
a?—2a—-1<0 — A=8 — a=1-V2 ay=1+V2 (2.3.3)

Stad réwnanie jest eliptyczne, gdy a € (1 —V2,1+ \/5)
Teraz wyznaczymy funkcje prawej strony f. Na podstawie zadanego rozwiazania $cistego, ob-
liczamy poszczegolne pochodne wystepujace po lewej stronie rownania, czyli

Uy = 2, Ugy =0, Uy =2, u, =22 (2.34)

1
Stad f (z,y) = 5-2+0+2+2x:2x+3.

Pozostato zapisa¢ odpowiednie warunki brzegowe. Na podstawie informacji o brzegu, wyznacza-
my geometryczny obszar zadania (Rys. ) Zacznijmy od warunkéw podstawowych na brzegu
poziomym. Na tym brzegu y = 0, co podstawiamy do rozwigzania écistego 2% + y2, otrzymujac
warunek brzegowy y = x2. Nastepnie zapisujemy warunki typu naturalnego. Na brzegu lewym
dolnym wektor jednostkowy (wersor), normalny do brzegu o zwrocie na zewnatrz obszaru, ma

1 1
R
1 1
nastepujaco: q (z,y) = —2xﬁ —2y— = —/2(z +y), a po podstawieniu y = —2 — 1 (wzér na

V2

stale wspolrzedne wynoszace [ . Stad warunek brzegowy, zgodnie z (2.0.2)), wyglada
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Rys. 2.3.1: Tlustracje do przyktadowych zadan obliczeniowych: a) problem eliptyczny, b) problem
paraboliczny, c¢) problem hiperboliczny

prosta, wzdhuz ktérej formutujemy warunek), otrzymujemy stale cignienie brzegowe réwne ¢ = v/2.
Pozostalo zapisa¢ warunek naturalny na éwiartce okregu (prawy dolny fragment brzegu). Wersor
normalny bedzie funkcjg x, zatem zapisujac wzor na funkcje okregu w dolnej jego czesci, mamy
y = —+v/1 — 22 oraz jej pochodng 1y = \/1:673:2
(oznaczonego jako a na Rys. ) nachylenia prostej stycznej do krzywej okregu. Stad sinus te-
go kata to s = z, a cosinus ¢ = v/1 — 22 (co latwo sprawdzi¢, gdyz s?+c? = 1), co przeklada sie na
wspoéhrzedne wersora stycznego do okregu [c, s|. Zatem wspoétrzedne wersora normalnego (prosto-
padlego) wynosza [s, —c|] = [x, —/1 - xz} (musi on mie¢ zwrot skierowany na zewnatrz obszaru),
a strumien rozwigzania, zgodnie z , wynosi ¢ (z,y) = 22? — 2y\/1 — 22. Podstawiajac wzor
na y (ze wzoru na dolng cze$¢ okregu), otrzymujemy ostatecznie g = 22% + 2(1 — 22) = 2.
Drugie zadanie bedzie dotyczyto nastepujacego problemu parabolicznego

Wartos¢ pochodnej to rowniez tangens kata

Upe = U, (2,8) €Q, 0<x<4, t>0 (2.3.5)

z warunkami
u(0,t) =10, w(4,t) =10, wu(x,0)=x(x—4)+ 10 (2.3.6)

Nalezy przyjac siatke regularng o n = 5 weztach na kazdym poziomie czasowym, a takze krok
czasowy bedacy potowg krytycznego kroku czasowego dla schematu jawnego. Nalezy wykonaé
obliczenia dla dwoch nieznanych krokéw czasowych, stosujac zarowno jawny jak i niejawny schemat
czasowy. W celu uproszczenia obliczen, nalezy wykorzysta¢ warunki symetrii.
Na podstawie danych do zadania, przyjmujemy
1 1 1

a=1 n=5 — Ar=1 — Atkryt:§ — At:Z — )\:1 (2.3.7)

Wezly poziomu poczatkowego (k = 1, ¢t = 0) numerujemy od 1 do 5. Wezly pierwszego nieznanego

poziomu (k = 2, t = Z) numerujemy od 6 do 10. Wezly drugiego nieznanego poziomu (k = 3,

1
t = 5) numerujemy od 11 do 15 (Rys. [2.3.1p). Wykorzystujac symetrie dla z = 2, wynikajaca

z warunkéw poczatkowo-brzegowych, siatki wezlow i samego réwnania (f = 0), liczbe niewia-
domych na kazdym poziomie czasowym mozna zredukowaé z 5 do 3. Rozwigzania na poziomie
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poczatkowym otrzymujemy tylko na podstawie warunku poczatkowego z (2.3.6)), czyli
uy = 10 = Us, Ug = 7= Uy, Uz = 6 (238)

Schemat jawny prosty ma nastepujaca postac

1 1
Uikt1 = Ui-1k + o ik + Rty (2.3.9)
Rozwiazania uzyskane w oparciu o ten schemat oraz warunki brzegowe z (12.3.6)), na dwéch kolej-

nych poziomach czasowych, wynosza

1 1 1 15 1 1 1 13
=10 = =-10+=-T+-6=—= =-T4+-6+-T=—
Ug U0, Ur = +2 +4 5 U, Ug 4+2 +4 5
1 115 113 115 113 115
=10 = =-10+-—+-——="7.8750= =-—+4+-——4+-—=7
Uiy Uis, g = o +22+42 Uig, U3 42+22+42
(2.3.10)
Schemat niejawny prosty ma nastepujaca postac
1 3 1
— YLkt + QUik+1 = TUit1 k1 = Uik (2.3.11)
Uktad réwnan na pierwszym poziomie nieznanym jest zatem nastepujacy
1 n 3 1
— o Ue T JUT — —Ug = U2
4 2 4
1 N 3 1 (2.3.12)
4U7 2U8 4UQ = Usj
przy czym ug = 10, ug = u7. Stad
Ug = 10 = U10, U7 = Ug = 74118, usg = 6.4706 (2313)

Podobnie dla drugiego poziomu nieznanego mamy

1 3 1
— ot + Q2 =ty = Ur
1 3 1 — Uil = 10 = U5, U2 = U4 = 77578, Uiz = 6.8997
2 + Qs = U1 = Us
(2.3.14)
Trzecie zadanie bedzie dotyczyto nastepujacego problemu hiperbolicznego
Uz = AUy, (2,8) €Q, 0<x<4, t>0 (2.3.15)
z warunkami poczatkowo - brzegowymi
w(0,t) =0, u(4,t)=0, u(z,0)=z(x—4), v(z,0)=0 (2.3.16)

Nalezy przyjac siatke regularng o n = 5 weztach na kazdym poziomie czasowym, a takze krok
czasowy bedacy potowa krytycznego kroku czasowego dla schematu jawnego. Nalezy wykonac¢ obli-
czenia dla dwdch nieznanych krokow czasowych. W celu uproszczenia obliczen, nalezy wykorzystac
warunki symetrii.

Na podstawie danych do zadania, przyjmujemy

=4, n=5 — Azr=1 — Atgyy=2 — At=1 — A= (2.3.17)
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Podobnie jak poprzednio, wezly poziomu poczatkowego (k = 1, ¢ = 0) numerujemy od 1 do 5.
Wezly pierwszego nieznanego poziomu (k = 2, ¢ = 1) numerujemy od 6 do 10. Wezty drugiego
nieznanego poziomu (k = 3, ¢t = 2) numerujemy od 11 do 15. Dodatkowo, wprowadzamy pomoc-
nicza siatke weztéw fikcyjnych na poziomie £ = 0, o numerach —2 i —3 (Rys. MZ) Leza one
pod weztami o numerach, odpowiednio, 2 i 3, w odlegtosci pionowej rownej At = 1. Symetria
dla x = 2 redukuje liczbe¢ niewiadomych na kazdym poziomie czasowym z 5 do 3. Rozwigzania
na poziomie poczatkowym otrzymujemy tylko na podstawie warunku poczatkowego z na
przemieszczenie, czyli

Uy = 0= Us, Uy = -3 = Uy, Us = —4 (2318)

Schemat jawny prosty ma nastepujaca postaé dla poziomu pierwszego (k = 1)

1/1 3 1
U2 = 5 <4u2'171 -+ 5’&1"1 + 4ui+1,1> (2319)

a dla pozostatych (k > 2) pozioméw

1 3
Ui f+1 = Zuifl,l + 5%’,1 + ZUHM — Uj k-1 (2.3.20)

Stad rozwiazania na dwoch pierwszych nieznanych poziomach, uzyskane w oparciu o te schematy
oraz warunki brzegowe z (2.3.16|), wynosza

Ug = 0= Uy, U7 = —2.7500 = Ug, U = —3.7500
(2.3.21)
U1 = 0= Us, U9 = —2.0625 = U4, Uiz = —3.2500
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3 Szeregi Fouriera

Do reprezentacji funkcji (dyskretnych badz ciagtych) okresowych, czyli takich, ktore sa powta-
rzalne cyklicznie w pewnym przedziale o dtugosci zwanej okresem, czesto wykorzystuje si¢ funkcje
trygonometryczne, przedstawiajac je w sposob Scisty jako sume nieskonczonego szeregu sinuséw
i cosinuséw o coraz wyzszych czestosciach (szeregi Fouriera). Czestosci odpowiadaja za liczbe
fal (powtoérzen funkcji) w przedziale okreslonoscei (okresowosci) funkeji. Im wyzsza czestosé, tym
wigksza liczba oscylacji funkcji w tym przedziale. Zatem na szeregi Fouriera mozna popatrzeé jak
na metode aproksymacji funkcji. Funkcjami bazowymi sg funkcje trygonometryczne o kolejnych
czestosciach (i co za tym idzie, niezalezne liniowo), a wspétezynnikami aproksymacji - amplitudy
odpowiadajace tym czesto$ciom. Im wyzsza amplituda, tym bardziej dominujaca czestosé. Ana-
liza z wykorzystaniem szeregéw trygonometrycznych (Fouriera) nazywa sie analiza harmoniczna
i jest stosowana w rozpoznawaniu i przetwarzaniu sygnatéow i obrazéw czy tez filtracji szumow i
zaktocen. W inzynierii szeregi Fouriera moga by¢ réwniez stosowane do $cistego rozwiazywania
problemoéw brzegowych, w ktorych nieznana funkcja przedstawiana jest w sposéb analityczny, ja-
ko skonczona suma szeregu, bez potrzeby wprowadzania siatki weztéw (jak w MRS) czy weztow
i elementéw (jak w metodzie elementéw skonczonych MES). Jednakze, ze wzgledu na trudnosci
z wymuszeniem warunkow brzegowych na bardziej ztozonych geometriach, szeregi Fouriera maja
ograniczone zastosowanie na tym polu.

Podstawowym okresem funkcji trygonometrycznych jest 7" = 27, a reprezentatywnym prze-
dziatem jest przedzial x € [—m, 7] Funkcje sinus i cosinus maja w tym przedziale nastepujace
wtasnosci, mianowicie

/7T cos (kx)dx = /Tr sin (kx)der =0, VkeN (3.0.1)
/7T sin (kz) cos (mz) dz =0, Vk,m eN (3.0.2)
oraz
- - 0, kE#m
/ sin (kx) sin (maz) de = { 0. k#m : / cos (kx)cos (mzx)der =< m, k=m0
o m, k=m o
2, k=m=20

(3.0.3)
co oznacza ich pelna ortogonalnos¢, podobnie jak wielomianéw specjalnych. Jezeli chcemy przed-
stawi¢ w przedziale [—m, 7| funkcje okresowa w postaci szeregu Fouriera (czyli rozwinaé¢ ja w
szereg), korzystamy z nastepujacego jej rozwiniecia

oo
f(x)= % + 3 (ay cos (kz) + by sin (kz)) (3.0.4)
k=1
Wyznaczenie wspotczynnikéw liczbowych ay oraz by nie wymaga generacji i rozwiazywania ukta-
dow réwnan. Zamiast tego, przy wyprowadzeniu odpowiednich wzoréw na te wspotczynniki, ko-
rzysta sie z wymienionych powyzej wtasnosci funkcji bazowych. I tak po pomnozeniu skalarnym
rozwiniecia ([3.0.4) przez cos (mz) i wykorzystaniu wlasnosci funkeji cosinus z (3.0.3)), otrzymamy
wz6r na wspotezynniki ay (wlacznie z ag), mianowicie

1 ™
ag = —/ f(x)cos (kx)dx, k=0,1,2,.. (3.0.5)
mwJ—m

Podobnie, gdy pomnozymy (3.0.4) przez sin (mzx) i wykorzystamy wlasnosci ortogonalnosci funkcji

sinus z (3.0.3)), otrzymamy
1

by = = /7r f(x)sin (ko) dz, k=1,2,.. (3.0.6)

T J—7
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Zatem rozwiniecie funkcji okresowej w szereg Fouriera od strony algebraicznej wymaga obliczenia
(numerycznego lub analitycznego) calek oznaczonych z iloczynéw tej funkeji przez kolejne funkcje
bazowe.

W praktyce mozemy pracowaé jednakze w innym przedziale niz przedzial [—7, 7]. Zatem, gdy
funkcja okresowa f okreslona jest w dowolnym przedziale x € [a,b], to wtedy jej rozwiniecie
Fouriera wyglada nastepujaco

)= % + gjl <ak cos (W) + by sin (W)) (3.0.7)

gdzie L = b — a jest dtugosciag tego przedziahu. Z kolei wzory na wspotczynniki aproksymacji sa
nastepujace

ak:i/a"f(x)ws(’”(”f—@)dx:i/OLf(Ha)cos(ka)dx, k=0,1,2,.., (3.08)

L
oraz
2 b . (kr(z—a) 2 (L . [ kmx
by, = Z/a f (z)sin <L> dr = Z/o f(z+a)sin <L> de, k=1,2,.. (3.0.9)
Warto nadmieni¢, iz jezeli funkcja f jest nieparzysta (co oznacza, iz f (—x) = —f (z)), to wtedy
wszystkie ap = 0, a jezeli funkcja f jest parzysta (co oznacza, iz f(—x) = f(x)), to wtedy

wszystkie by = 0.

Czy kazda funkcja moze by¢ z powodzeniem rozwinicta w szereg Fouriera? Oczywiscie tech-
nicznie da sie to zrobi¢ dla kazdej funkcji ciaglej (warunek catkowalnosci), ale przede wszystkim
nalezy zapewni¢ zbieznos¢ funkcji i jej rozwiniecia. Innymi stowy, wraz ze wzrostem liczby wyra-
zOW szeregu, powinien systematycznie male¢ btad pomiedzy funkcja i jej skoniczonym rozwinieciem
(bo w praktyce nie mozemy przeciez zatozy¢ nieskonczonej liczby wyrazéw, tylko skonczong ich
liczbe K < 00). Ma to miejsce (twierdzenie Dirichleta), gdy f, okreslona w przedziale [a, b], jest w
nim monotoniczna; ciggta z pominieciem skonczonej liczby punktéw nieciggtosci pierwszego rzedu
(czyli takich, w ktérych lim f(x) < oo i lim+ f () < 00); ma skonczona liczbe lokalnych mini-

T—T T—xT
mow i maksimow; a takze, pizede wszystkim, toe same wartosci na poczatku i koncu przedziatu, w
ktérym jest okresowa, czyli f (a) = f (D).

W dalszej kolejnosci przesledzmy kilka przyktadowych rozwinigé wybranych funkcji w szereg
Fouriera. Zal6zmy funkcje postaci f (x) = sin () — 2 cos (3z) + 5sin (7x), okreslona w przedziale
[—7, 7]. Dokonajmy rozwiniecia tej funkcji w szereg zaktadajac K = 13 pierwszych wyrazéw. Po-
niewaz oryginalna funkcja sktada si¢ jedynie z sinuséw i cosinuséw o czestosciach mniejszych od
13, to rozwiniecie funkcji jest tg sama funkcja f, co pokazuja wykresy na Rys. [3.0.1 i Rys. [3.0.1b,
oraz dane w Tab. [3.0.1] z ktérych wynika, iz jedyne czestosci z niezerowa amplituda to te, ktére
pojawity sie w f. Z kolei, jezeli dodamy do f szum, ktérego nie da sie $cidle odtworzy¢ za pomocg
funkcji trygonometrycznych (f (z) = f (x) + s (), gdzie s () = — (cos (47x) — sin (327)) 2%), to
wykres nowego f (Rys.[3.0.1c) jest mocno znieksztatcony. Jednakze, jezeli przeprowadzimy na tej
funkcji analize Fouriera, to jest mozliwe odzyskanie tych samych dominujacych czestosci (rozwi-
niecie pokazane na Rys. i dane w Tab, z duzg doktadnoscig. Pozostate amplitudy
sg niezerowe, ale o wiele mate w poréwnaniu do tych gtéwnych. Nastepnie sprobujemy zastoso-
waé rozwiniecie w szereg Fouriera funkcji f () = 22, ktéra nie jest okresowa, i w zwigzku z tym
jej wartosci na konicach przedziatu [—1, 3] sg rézne. Konsekwencja takiego postepowania bedzie
reprezentacja Fouriera, ktora nigdy nie bedzie zbiezna do oryginalnej funkcji, mimo ciagtego zwigk-
szania liczby czestosci (Rys. [3.0.2)). Zauwazmy, iz aproksymacja jest najgorszej jakosci wlasnie na
koncach przedziatu, gdzie uzyskiwane sg takie same jej wartosci, whrew temu, jak zachowuje si¢
funkcja f. Ostatnim przyktadem bedzie zastosowanie szeregéw Fouriera do aproksymacji funkcji
schodkowej, jednej z trudniejszych funkcji do aproksymacji. W tym przypadku aproksymacja jest
zbiezna do oryginalnej funkcji, ale proces przebiega bardzo wolno.
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c)

d)

Rys. 3.0.1: Przyktadowe rozwiniecia w szereg Fouriera funkcji okresowych: a) oryginalna funkcja
bez szumu, b) wynik rozwiniecia w szereg funkcji bez szumu, ¢) oryginalna funkcja z dodanym
szumem, d) wynik rozwiniecia w szereg funkcji z szumem

Funkcja bez szumu (ay = —0.000) | Funkcja z szumem (ag = 0.002)

czestosé ax bx czestosé ay by
1 -0.000 1.000 1 -0.002 0.999
2 0.000 -0.000 2 0.002 0.001
3 -2.000 -0.000 3 -2.002 -0.001
4 0.000 -0.000 4 0.002 0.002
5 -0.000 0.000 ) -0.002 -0.001
6 -0.000 -0.000 6 0.002 0.002
7 -0.000 5.000 7 -0.002 4.998
8 -0.000 -0.000 8 0.002 0.002
9 0.000 -0.000 9 -0.002 -0.003
10 0.000 -0.000 10 0.002 0.003
11 0.000 0.000 11 -0.002 -0.004
12 -0.000 -0.000 12 0.002 0.004
13 0.000 0.000 13 -0.002 -0.005

Tabela 3.0.1: Czestosci i amplitudy uzyskane z rozwiniecia funkcji f w szereg Fouriera
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Rys. 3.0.2: Przyktadowe zastosowanie

y =’

Rys. 3.0.3: Przyktadowe zastosowanie szeregéw Fouriera do okresowej funkcji schodkowe;j
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3.1 Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne 2 rzedu

Zastosowanie szeregéw Fouriera do rozwigzywania réwnan rézniczkowych (lub tez ogélnie: do
rozwiazywania probleméw brzegowych) pokazemy na przyktadzie bardzo prostego réwnania roz-
niczkowego zwyczajnego drugiego rzedu, o jednorodnych podstawowych warunkach brzegowych,
mianowicie 2y

@—f() v € (ab), y(a)=y(®)=0 (3.1.1)
Posta¢ aproksymacji Fouriera rozwigzania réwnania rézniczkowego dobieramy w taki sposob, aby
speliata ona w sposdb Scisty (bez btedu) warunki brzegowe tego réwnania. W rozwazanym przy-
padku, z uwagi na posta¢ warunkéw brzegowych (nieznana funkcja y = y () zeruje sie na brzegu
obszaru) mozna zastosowaé szereg samych sinuséw (gdyz sinus réwniez takie warunki spetnia, przy
odpowiednim sposobie zdefiniowania jego argumentéw). Zatem zaréwno sama funkcje y jak i prawa,

strone f réwnania przedstawiamy w postaci skonczonej sumy szeregu sinuséw, o K wyrazach

) ~ kilyk sin (W) , flo)~ kflfk sin (W) (3.1.2)

Wspbtezynniki fi, obliczamy (analitycznie lub numerycznie) jako catki oznaczone

fk:i/abf(x)Sin (kﬂ'(iEL—a> L/ ZL‘—FQ sin (T) dJT, k‘:1,2,...,K (313)

gdzie L = b— a. Nastepnie podstawiamy obydwie aproksymacje do wyjsciowego réwnania réznicz-
kowego, wykonujemy rézniczkowanie dla aproksymacji y i otrzymujemy w rezultacie

- i Ky sin (lm(x) Z frsin ( (:CL a)> (3.1.4)

Przez poréwnanie wspotczynnikéw mnozacych kolejne funkcje bazowe, otrzymamy wyrazenie na
wspotezynniki y, mianowicie

L2

a w konsekwencji koncowe aproksymacje nieznanej funkcji

) ~ iyk sin (’m (:”L_ a)> _ EK: i (’m (:”L_ a)> (3.1.6)

)
k=1 T

i jej pierwszej pochodnej

\ =

Z kyy, cos <W> = —i 2 ];jcos (W) (3.1.7)

&
h\ﬁ

Oczywiscie bez znajomosci funkcji f nie jest mozliwe zapisanie bardziej doktadnych wzoréw. Dla-
tego zatozmy, iz f (x) = 12, a obszarem zadania jest przedziat [0, 1]. Wtedy wspotezynniki Fouriera
dla funkcji prawej strony wynosza

2 8
_ 2 _ . T i
fr = 2/0 x” sin (krz) de = — = + = (cos (km) —1) =

k nieparzyste

2
——, k parzyste
km
(3.1.8)
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Funkcja y(x) vs Fourierdla K=3 Funkcja y(x) vs Fourier dla K= 10
0 0
— = —yx) — =~y
-0.01} Fourier -0.01F+ Fourier
> -0.02 > -0.02}
-0.03 - _0.03
0.04 A " 't A B I I J A 1  ; I 1 1 A J
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X
Pierwsza pochodna y'(x) vs FourierdlaK=3 Pierwsza pochodna y‘(x) vs Fourier dlaK =10
02H — — —Y® £ 02H —— —Yk y
Fourier = Fourier
> 0.1 > 01
or or
a) | b) | 1 | 1 1 [ |
0 0.1 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X

Rys. 3.1.1: Rozwigzanie réwnania rézniczkowego z podstawowymi warunkami brzegowymi i jego
aproksymacja za pomoca szeregéw Fouriera, a) dla K =3 1ib) dla K = 10

a wspotczynniki dla samego rozwiazania

8
— — 2km, k nieparzyste

yp = k7 (3.1.9)

2km, k parzyste

Na Rys. 1| pokazano poréwnanie rozwi@zania Scistego i jego pochodnej oraz ich aproksymacji
Fouriera, uzyskanych na podstawie wzoréw i - dla dwoch roznych K. Juz dla K =3
wida¢ dobrg zgodno$é¢ pomiedzy Wykresaml a dla K = 10 réznice pomiedzy funkcja y i jej
aproksymacja sa, w skali wykresu, niezauwazalne.

Précz podstawowych warunkéw brzegowych mozemy tez mie¢ do czynienia z warunkami mie-
szanymi - z ktérych jeden jest naturalny, a drugi podstawowy (dwéch naturalnych byé nie moze,
gdyz wtedy rozwiazanie nie byloby jednoznaczne). Rozwazmy zatem réwnanie

&y
dx?

dy

=f(x), xz€(a,b), ﬁ() 0, y(b)=0 (3.1.10)

Mozna go rozwigzaé za pomocs szeregéw Fouriera na dwa sposoby: mozna przyjac szereg samych
sinus6w 1 rozszerzy¢ go na przedzial o podwojnej dtugosci, w srodku dla z = a (by w tym $rodku
spelié zerowy warunek naturalny); lub, co wydaje sie by¢ bardziej intuicyjnym rozwiazaniem,
przyjaé szereg samych cosinuséw

o § wor (U2 sam £ pe(EEED)

k=1,3,5,. k=1,3,5,...

dla ktérych pochodna rozwigzania (tu sinus) dla x = a jest réwna 0 (wartosci rozwigzania w
tym punkcie nie znamy), a warto$¢ rozwiazania (cosinus) dla x = b jest rowna 0, pod warunkiem

T
przyjecia jedynie nieparzystych czestosci éwierci okresu cosinusa (nieparzyste wielokrotnosci 5)
Dalsze postepowanie jest analogiczne, jak dla przypadku z podstawowymi warunkami brzegowymi,
czyli obliczamy wspotezynniki f;, jako catki oznaczone

P i/abf(@cos (W) doe — i/OLf(ﬁ“‘a)COS <IZ7TL$> dr, k=1,3,5.. K
(3.1.12)
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Funkcja y(x) vs Fourierdla K=3 Funkcja y(x) vs Fourier dla K = 10

— — —y(x) 7 — = —ylx)
Fourier

-0.02 -

Fourier 7 -0.02F
>-0.04 o >~-0.04}

-0.06 F = -0.06

-0.08 1 i ; ; ; i -0.08 | ! ; | | i i |

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X

Pierwsza pochodna y'(x) vs FourierdlaK=3 Pierwsza pochodna y'(x) vs Fourier dlaK =10

031 — — -y
Fourier

031 ===y
Fourier

- L " 1 L " L )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X

Rys. 3.1.2: Rozwigzanie réwnania rézniczkowego z mieszanymi warunkami brzegowymi i jego
aproksymacja za pomoca szeregébw Fouriera, a) dla K =3 1ib) dla K = 10

nastepnie podstawiamy obydwie powyzsze aproksymacje do réwnania rézniczkowego i stad otrzy-
mujemy wzory na wspotczynniki y, mianowicie

412

k272

Yk = fe, kE=1,3,5..K (3.1.13)
oraz koncowe postacie aproksymacji rozwiazania i jego pierwszej pochodnej. Na Rys. poka-
zano wykresy tych funkcji dla f (z) = 22 i z € [0,1], przy K = 31 K = 10. Rozwigzanie Sciste

4

x 1
1212 . .

W przypadku, gdy warunki brzegowe sa niejednorodne (tzn. ich prawe strony sa niezerowe),
nalezy wykona¢ odpowiednig transformacje do problemu z warunkami jednorodnymi. Polega ona
na dodaniu funkcji liniowej postaci g () = Az + B, do aproksymacji Fouriera, a wspotczynniki A i
B musza by¢ tak dobrane, by y spelniata warunki niejednorodne (niezerowe), podczas gdy aprok-
symacja Fouriera odpowiada za warunki jednorodne (zerowe). Taka transformacja nie zmienia

wynosi w tym przypadku y ()

2
W przypadku, gdy strona lewa réwnania roézniczkowego jest bardziej rozbudowana, postepo-

wanie zalezy od rzedu pochodnych. Przy pochodnych rzedéw parzystych (wlaczajac w to samo
2

funkcji prawej strony rownania rézniczkowego, gdyz d—y = 0.
x

rozwigzanie, przyktadowo d—‘z + 1) postepujemy analogicznie jak powyzej, a w przypadku liniowej
x
d? d
kombinacji pochodnych rzedéw parzystych i nieparzystych (np. d—z + d—y + y), nalezy stosowaé
x x
szereg ztozony zaréwno z sinusow jak i cosinuséw, o tak samo pogrupowanych czestosciach. Nalezy
rowniez pamietac, iz w przypadku transformacji takich probleméw do probleméw z warunkami

jednorodnymi, funkcja prawej strony f ulegnie modyfikacji z uwagi na niezerowy funkcje g 1 jej

pierwsza pochodna d—y = A.
x

3.2 Belki zginane

Zastosujemy teraz szeregi Fouriera do przyblizonego rozwiazywania pot-analitycznego probleméw
z dziedziny zginania belek. Podstawowe rownanie rézniczkowe opisujace takie zagadnienie to row-
nanie rézniczkowe zwyczajne czwartego rzedu, mianowicie
4
dy _q(x)

= p vel] (3:2.1)
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Rys. 3.2.1: Model mechaniczny belki zginanej swobodnie podpartej, obcigzonej w sposéb ciagly

w ktéorym y to funkcja przemieszczenia pionowego osi obojetnej belki o dtugosci L, g to funk-
cja intensywnosci obciazenia ciaglego, a EI - sztywnos$¢ na zginanie (iloczyn modutu Younga
FE i momentu bezwladnosci I). Stan statyczny belki opisuja, procz przemieszczenia pionowego,
takze sita poprzeczna (tnaca) 7' oraz moment zginajacy M, zwiazane w nastepujacy sposob z
przemieszczeniem

d3y
dx3’

M (z) = _pr®y (3.2.2)

T (z) = EI o

Réwnaniu (3.2.1) musi towarzyszy¢ komplet czterech odpowiednich warunkéw brzegowych, od-
powiadajacych podporom mechanicznym (podparcie swobodne, wspornik, zamocowanie z przesu-

wem pionowym). Dla podparcia swobodnego pokazanego na Rys. formutujemy nastepujace
warunki

y(0)=y(L)=0, M(0)=M(L)=0 (3.2.3)
ktore na podstawie (3.2.2)) sprowadzaja sie do postaci

y0) =y =0. L= 1)—0 (32.4)

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale, zarowno ugiecie jak i obcigzenie przedstawiamy w
postaci sumy szeregu Fouriera. Z uwagi na warunki brzegowe (3.2.4)), wystarczy przyjac¢ szereg

samych sinusow
k k
Zyk sin ( mc) qu sin ( mv) (3.2.5)

Wspétezynniki obcigzenia g policzymy jako

=< / ) sin (k”> dr, k=1,2,.. K (3.2.6)

Nastepnie obydwie aproksymacje (3.2.5) podstawiamy do réwnania (3.2.1])

2_: Yi sin <k2x> = qu sin <km> (3.2.7)

4

h‘ﬂ

co prowadzi do wzordéw na wspodtezynniki ugiecia y, w postaci

— & A = o BT = L4 : k=12 K (3.2.8)
(0% (6% L.
Yk A k’ k k ) k L4 ) PR IRERE)
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Rys. 3.2.2: Graficzny schemat catkowania numerycznego dla obliczenia wspotczynnikow Fouriera

TIFT T TR o[ l

L.EI 7\ L.EI L.EI

a) b)

¥(x) y(x) »(x)
Rys. 3.2.3: Przyktady réznych obciazen belek swobodnie podpartych a) obciazenie réwnomierne,
b) obciazenie réwnomierne odcinkami, ¢) obciazenie skupione

Na tej podstawie budujemy rozwiazanie (ugiecie belki) na podstawie (3.2.5)) oraz dodatkowo ob-
liczamy sity poprzeczne i momenty zginajace zgodnie z (|3.2.2))

~ f: sin fr
~ Yk I

k=1

d*y 2 K krx
M (z) = _E[dac2 ~ E[— Z k*y sin I (3.2.9)

&y k
T(z) = Eldx?) ~ —E[WZkgykcos< zx>

Calki we wzorze moga by¢ obliczane numerycznie (dla dowolnej postaci obciazenia q)
jak i analitycznie (dla okreslonych prostych jego postaci). W przypadku obliczenn numerycznych
mozna wykorzysta¢ podane wczesniej ztozone kwadratury trapezéw lub dwupunktowe Gaussa
lub postuzyé sie alternatywnym wzorem Simpsona (parabol), ktérego doktadnosé jest zblizona
do doktadnosci wzoru Gaussa. Podziatl przedziatu catkowania na m podprzedziatow o réwnych

dlugosciach h pokazano na Rys. a ztozony wzér Simpsona (przyblizenie wzoru (3.2.6)
oparty na tym podziale jest nastepujacy

1 h & . [ kray . [ kmas . [ kmzs B
=35 (22 (52 o (52)).

- (3.2.10)

L h
gdzie h = — oy = (j— 1) h, 29 = 21 + 3 i 23 = x1 + h. W dalszej kolejnosci, wyprowadzimy
m

wzory na wspotczynniki f w sposéb analityczny, dla okreslonych typowych przypadkéw obciazenia
statycznego, pokazanych na Rys.

Obciaienie réwnomiernie roztozone o stalej intensywnoéci q(z) = qo, x € (0,L)
(Rys. ) pozwala wyrazi¢ wspotezynniki obciazenia (3 w postaci prostej formuty warun-
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ugiecie (bfad = 0.48%) N 10-3 ugiecie (btad = 0.0005%)

K=1,k=1 K=15k=15
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o
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o
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=
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o
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o
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-
o

moment zginajgcy (bfad = 3.2%) moment zginajacy (btad = 0.02%)

N e S e
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ¢ 4 2 3 4 5 € T 8 9 0

sita poprzeczna (bfad = 18.94%)

sita poprzeczna (btad = 2.18%)

Rys. 3.2.4: Rezultat aproksymacji rozwigzania zadania belki zginanej pod obciazeniem stalym za
pomocy szeregébw Fouriera, a) dla K =11ib) dla K =15

kowej

2q0 (L . (kmx p 2q0 L kra\ 1"
=— [ sin|— = ———|cos | — =
R S N R A L),

, Mo : (3.2.11)
— nieparzyste
= —% (cos (km) —1) =< kn’ patzy

T 0, k parzyste

Ostatnia postaé jest wygodna przy obliczeniach recznych, podczas gdy do implementacji kompu-
terowej warto wykorzysta¢ podsta¢ przedostatnia.

Do dalszych obliczen przyjeto L = 10m, qo = 10kN/m oraz EI = 10°kNm?. Na Rys.
pokazano rezultaty obliczen (wykresy ugiecia, momentu zginajacego oraz silty poprzecznej) dla
dwoch réznych liczb sktadnikéw szeregu, mianowicie tylko dla K = 1, oraz K = 15. W kazdym
przypadku podano btad wzgledny (w procentach) wartosci maksymalnej rozwiazania Fouriera w
stosunku do rozwigzania analitycznego. Stosujac $ciste metody rozwiazania tego zadania, otrzy-

5 qoL* L*
mujemy ugifcie w Srodku rozpietosci belki @(‘%—I = 0.0130%, moment zginajacy w srodku
rozpietosci §QOL2 = 0.125 qoL? oraz site poprzeczng na brzegach 0.5 goL. Przy K = 1, te same war-
;- . .. . . .4 gLt qL*
tosci obliczone za pomocg aproksymacji Fouriera, wynosza odpowiednio SR 0.0131ﬁ,
s
4 4
—?)qOL2 = 0.129 gyL? oraz —QqOL = 0.4053 qoL.
s s
Obciazenie odcinkami state (Rys. [3.2.3p) mozna zapisaé jako
L
qo, T < 5
q(r) = 7 (3.2.12)
—qo, x> 5

Stad przy obliczaniu wspétezynnikoéw Fouriera obciazenia catke z (3.2.6) nalezy rozbi¢ na dwie
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= 10-4 ugiecie = 10-4 ugiecie

K=1k=2 [ K=15,k=15

50 1 1

1 50 1 1 1 L 1 1 1
0

50 T T T T T T T T T 50

50 1 1 1 1 L L 1 1 1
0

50 1 1 Il L 1 1 1 1 1
0

Rys. 3.2.5: Rezultat aproksymacji rozwiazania zadania belki zginanej pod obciazeniem odcinkowo
stalym za pomoca szeregéw Fouriera, a) dla K =11ib) dla K = 15

catki, odpowiednio dla dwoch przedzialéw obciazenia, mianowicie

—@ %sin kﬂ dx—@ Lsin lm—x d:z:'——@£ COS @ é—l—
=1 J L L Ju L T Lk I

2 0

2q0 L kra\ 1" _ 2q0 ke 240 P
+Tﬁ [cos (LNL_ T 85 1 +H cos (k) — cos o ) (3.213)

—, k parzyste (k = 2,6,10,...)

km

Warto zauwazy¢, iz najmniejsza czestos¢ k, ktora odda wtasciwy ksztatt ugiecia belki pod takim
obciazeniem, wynosi k = 2. Do dalszych obliczen przyjeto L = 10m, qo = 10kN/m oraz EI =
10k Nm?2. Na Rys. [3.2.5| przedstawiono wyniki obliczefi dla jednej czestosci K = 1,k = 2, oraz
dla K = 15.

Obciazenie skupione (sita skupiona o wartosci P, przytozona w srodku rozpietosci belki,
Rys.|3.2.3¢) stanowi przypadek pozornie bardzo skomplikowany. Powstaje pytanie, czym jest w tyn
przypadku funkcja obciazenia ciaglego, ktora jest prawa strona roéwnania rézniczkowego ((3.2.1)).
Jezeli zapiszemy wzor na site poprzeczng dla belki swobodnie podpartej, to otrzymamy

P - L
_— l“ —
) P L
T($) = P2 L2 - T(:B) = _5 + PH <$ - 2) (3'2'14)
PR}

L
Zatem w rozktadzie sity poprzecznej wystepuje skok o wartosci P dla x = —. Mozna go modelowac

matematycznie za pomoca skokowej funkcji Heaviside’a H, ktora to funkcja jest zdefiniowana
nastepujaco dla dowolnego argumentu xg

, T <X

H (ZL‘ — CL’()) = , T = Xy (3215)

— N = O
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x10° K e ]. deflection x10° K = 10 deflection
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Rys. 3.2.6: Rezultat aproksymacji rozwigzania zadania belki zginanej pod obciazeniem skupionym
za pomoca szeregdw Fouriera, a) dla K =1, b) dla K =10, ¢) dla K =201 d) dla K = 50

Z kolei obciazenie ciagte ¢ jest pierwsza pochodng 7', czyli

q(x)= (Z = PJ (a: - §> (3.2.16)

Pochodna d—T nie istnieje w tradycyjnym sensie, gdyz w x = g wystepuje punkt nieciggto-
sci funkeji T .xAle mozna ja potraktowaé w sensie dystrybucyjnym, czyli uogélnionej pochodnej,
tzw. pseudo-funkcji 0, zwanej deltq Diraca. Delta Diraca przyjmuje warto$é¢ 0 wszedzie, poza swo-
im argumentem xo, ktéremu przypisywana jest nieskonczonos$¢ (oco). Mimo iz nie ma ona sensu
liczbowego, wykorzystywana jest w matematyce do przeprowadzania dowoddéw twierdzen, a w in-
zynierii i mechanice do modelowania obcigzenia impulsowego, w tym obciazen skupionych, czy tez
do przetwarzania sygnaléw. Delta Diraca ma dwie wazne wlasnosci, mianowicie

d‘iH (z — ) = 6 ( — 7o) (3.2.17)
/;Oo f(x)d(x—a0)dx = f (z0) (3.2.18)

Z pierwszej z nich juz skorzystaliSmy przy obliczaniu pochodnej (3.2.16)), a z drugiej wtasnosci,
zwanej wlasnodciag wybierajaca delty Diraca skorzystamy przy wyprowadzeniu wzoréw na wspot-
czynniki Fouriera dla obcigzenia ¢, przy obcigzeniu sitg skupiong. Wprawdzie catki wystepujace
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w (3.2.6) sa catkami w skoriczonych granicach, ale by méc skorzystaé z (3.2.18)), przedtuzamy
przedzial zadania od —oo do 400, zaktadajac, iz w tych granicach ¢ = 0. Koncowy wzoér na g

jest nastepujacy
L

km—
2P L L kmx 2P 9 2P km
qr 7 s 5(35 2)sm<L>dx Lsm 7 Lsm<2>, k 32 e,

(3.2.19)

Powyzszy wzor przyjmuje wartosci niezerowe tylko dla nieparzystych k, sa to wartosci if'

Mimo prostej koncowej postaci, zbiezno$é¢ rozwigzania Fouriera, zwlaszcza na poziomie trzeciej
jego pochodnej (sity poprzecznej) jest bardzo wolna, co pokazuje Rys. , na ktorym wziecie
nawet K = 50 nie gwarantuje poprawnego wykresu odcinkowego tej wielkosci. Do obliczen przyjeto
L = 10m, P = 10kN oraz EI = 10kNm?.

3.3 Ro6wnanie Poissona

Roéwnanie Poissona nalezy do eliptycznych zagadnien brzegowych. Jest to zatem rownanie réznicz-
kowe czastkowe drugiego rzedu postaci

Viu = f(2,y) (3.3.1)
0? 0?

w ktérym wystepuje operator Laplace’a V? = A = 922 + el Funkcja u = u (z,y) jest funk-
T Y

cja dwoch zmiennych niezaleznych x i y. Przyjmiemy, iz obszarem zadania () jest prostokat o
wymiarach a X b, wtedy Q = {(z,y), 0 < x < a, 0 <y < b}. Warunki brzegowe formutujemy za-
tem na czterech krawedziach tego prostokata, stanowiacych jego brzeg 9€). W pierwszej kolejnosci
przyjmiemy jednorodne warunki podstawowe na calym brzegu, zatem

u=0, z€dQ={(x,0)U(a,y)U(x,b)U(0,y)} (3.3.2)

Zadanie to mozna potraktowaé jako rozszerzenie na dwa wymiary zadania opisanego réwnaniem
rozniczkowym zwyczajnym drugiego rzedu . Podstawowa réznica tkwi wlasnie w tym drugim
wymiarze, wzdtuz ktorego zaktada si¢ dodatkowy szereg Fouriera, ale postepowanie jest analogicz-
ne. Na poczatku zatem przyjmujemy tak podwdjny skonczony szereg Fouriera, by spetnione byty
podstawowe warunki brzegowe. Stad wystarczy uzy¢ szereg ztozony z samych sinuséw (zerujacych
sie na wszystkich czterech krawedziach obszaru), na obydwu kierunkach, poziomym (wzdluz x) i
pionowym (wzdtuz y)

u(r,y) ~ % iV: U SN (mm;) sin (mbrjy) (3.3.3)

m=1n=1 a
W ten sam sposéb aproksymujemy funkcje prawej strony z rownania Poissona, czyli

M N
mmx nm
f(z,y) =~ Z Z frnn SID () sin (y) (3.3.4)
m=1n=1 a b
Zauwazmy, iz liczby wyrazoéw szeregu M i N moga by¢ rézne od siebie. Wspétezynniki f,,,,, obli-
czamy ze WzOorow

4 a rb
Fo = 7/ / f(z,y)sin (m”g”) sin <my> dydr, m=1,2,..M, n=12.N (335
ab Jo Jo a b

ktore wyprowadzamy w podobny sposob jak w przypadku jednowymiarowym, tzn. mnozac rozwi-

mmx nm
niecie (3.3.4)) skalarnie kolejno przez sin ( ) oraz sin (by) oraz korzystajac z ortogonalnosci
a

funkcji sinus.
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Podstawiajac (3.3.3)) i ) do réwnania , otrzymujemy
Z Z . (mﬂx) ) (mry) m2m? n n’n?
— Uy SIN | —— | sin =
= a b a? b2

m=1n=1 (336)
mnx nmw
= Z Z fmn sm( )sin (y)
m=1n=1 b
co prowadzi do wzoréw na wspotczynniki .,
a’b?
= —fom m=12,...M, n=1,2,...N (3.3.7)

b>m?m? + a®n’m?’
Znajomos$¢ wspotezynnikéw w,,, pozwala zaréwno na zapisanie koncowej postaci aproksymacji

samego rozwiazania (3.3.3) jak i, w razie takiej potrzeby, jego pierwszych i drugich pochodnych
czastkowych, mianowicie

i - a b)
o (3.3.8)
m MmTT nm
uy, (7,y) ~ gmzzjlnz::ln umnsin< ” )cos (by)
oraz B i
2
ng (ZE, y) ~ _7T2 m2 Z Uy SIN (mﬂ-x> sin (W)
a m=1 n=1 b
I MTT nwy
uy, (2,y) ~ s mZ=1mn;1n Uppyn, COS ( - ) cos (b) (3.3.9)
29 M N
ugy (z,y) ~ —7;7 mz_l nZ::l N> Uppy, SN (m;rx) sin (nzy)

Poswie¢my uwage catkom oznaczonym wystepujacym we wzorach . Oczywiscie dla prostych
przyktadéw funkcji prawej strony f mozliwe jest wyprowadzenie koncowych formut za pomo-
ca przeksztalcen analitycznych, ale dla trudniejszych postaci f niezbedne staje sie numeryczne
rézniczkowanie. Przyktadowo, dla najprostszej mozliwej postaci f (z,y) = C (funkcja stala, ale
C' # 0), otrzymujemy

a b a b
fn = 40/ / sin (mmc) sin <n7ry> dydx = g sin <m7rx> dx/ sin (mr ) dy =
ab Jo Jo a b ab Jo a 0 b

4C mmx | nmy\ |° 4C
= coS cos( — || = coS 1) (cos -1
mnm? <a)o <b>o mmr?( (m) = 1) {cos (nm) — 1) =
16C . .
——, m1n nieparzyste
=< mnm
0, m lub n parzyste
(3.3.10)
Warto zaznaczy¢, iz rownanie z taka funkcja prawej strony oraz zerowymi warunkami podstawowy-
mi jest modelem matematycznym zadania skrecanego preta pryzmatycznego. Wtedy C' = —2G6

jest iloczynem modulu Kirchhoffa G (parametr materiatowy) oraz kata skrecenia 6 (parametr ob-
ciazenia), a sama funkcja u nazywa sie funkcjqg naprezeri Prandtla. Sama funkcja jest skalarna, ale
po jej wyznaczeniu mozna uzyska¢, poprzez odpowiednie rézniczkowanie u, niezerowe sktadowe
tensora naprezenia. Sg to naprezenia styczne 7, oraz T, oraz calkowite naprezenie 7., powstate
wskutek czystego Scinania, mianowicie

ou ou
sz — 87y’ Ty = —%7 TZ pr—y \/m (3311)
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Funkcja Prandtla u(x,y) Sktadowa naprezenia :
0.1 0.5,
0.05 1] I
- 7
1] 0.5
1 1
o 0.5 ! 02 0.5 1
0 0 0 0
Sktadowa napreZenia Ty Calkowite naprezenie styczne T

Rys. 3.3.1: Wyniki analizy Fouriera dla zadania Prandtla z podstawowymi warunkami brzegowymi:
a) funkcja naprezen u, b) naprezenie styczne 7,,, ¢) naprezenie styczne 7,,, oraz d) naprezenie
catkowite 7,

Wtedy pomocne staja sie formuly aproksymacyjne na pierwsze pochodne, podane w (3.3.8]).
Wykonano obliczenia kontrolne dla C' = —1 oraz a = b = 1. Na Rys. [3.3.1] pokazane sa
wykresy powierzchniowe funkcji Prandtla, uzyskanej za pomocg analizy Fouriera przy zalozeniu
M = N =10, a takze wykresy sktadowych naprezenia stycznego oraz naprezenie catkowite.
Podobne wyrazenia jak w mozna wyprowadzi¢ dla funkcji liniowej f (z,y) = = + vy
oraz kwadratowej f (z,y) = 2%+ y?, ale juz wielomiany wyzszych rzedéw moga by¢ ktopotliwe do
obliczen, a niektére funkcje niewielomianowe moga prowadzi¢ do bardzo skomplikowanych rachun-
kéw lub moga by¢ wrecz niemozliwe do scatkowania w sposéb analityczny, tzn. z wykorzystaniem

1
catki nieoznaczonej (przyktadowo f (z,y) = T) W tym celu zapiszemy algorytm calkowania
rTy

numerycznego dla obszaru prostokatnego. Bedzie to wzor prostopadtoscianéw srodkowych, odpo-
wiednik wzoru prostokatow srodkowych z przestrzeni jednowymiarowej. W obszarze prostokatnym
wprowadzamy siatke K, x K, punktow, rownomiernie roztozonych. Jezeli wymiary prostokata sa
rowne (a = b), to liczby K, = K, tez. Moduly siatki do catkowania wynosza

he = —, hy=— (3.3.12)

Nastepnie w kazdym podobszarze catkowania wyznaczamy jego punkt srodkowy, w ktorym liczy-
my wartos¢ funkcji podcatkowej. Sumujemy objetosci prostopadtoscianéw zbudowanych na tym
podobszarze (podstawa) oraz wartosci funkeji (wysoko$é). Suma objetosci stanowi aproksyma-
cje catki oznaczonej. Odpowiedni wzor, zapisany w celu obliczenia wspotczynnika f,,.,, wyglada
nastepujaco

K

Ka: Yy
o 2 hahy S°5 f (4, y5) sin (mm8> sin (”Zy) C om=1,2...M, n=1,2 . N (33.13)
a

i=1j=1
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Rys. 3.4.1: Analiza ugiecia ptyty prostokatnej za pomoca szeregéw Fouriera a) ugiecie od obcia-
zenia réwnomiernie roztozonego, b) zbieznos$é ugiecia od obciazenia réwnomiernie roztozonego w
srodku rozpietosci ptyty, ¢) ugiecie od obciazenia skupionego, d) zbieznosé ugiecia od obciazenia
skupionego w $rodku rozpietosci ptyty

ha h
gdzie x; = (i_l)hx—i_? oraz ys = (J'_l)hy"‘?y'

3.4 Plyty zginane

Bardzo szczegdtowy opis modelu matematycznego ptyty zginanej pod obcigzeniem mechanicznym
i termicznym oraz dokltadna analiza za pomoca podwédjnych szeregow Fouriera, przygotowane
przez doktor Magdalene Jakubek, znajduja sie na stronie internetowej przedmiotu Matematyka 2
Katedry Technologii Informatycznych w Inzynierii Wydziatu Inzynierii Ladowej Politechniki Kra-
kowskiej. Dostep do tych materialéw jest mozliwy zaréwno ze strony doktor Jakubek, jak i autora
tego skryptu. W opracowaniu ograniczmy sie zatem do zaprezentowania graficznych rezultatow
dwdéch sposobéw obciagzenia ptyty prostokatnej, swobodnie podpartej na kazdym z brzegow.
Obliczenia przeprowadzono dla ptyty swobodnie podpartej o wymiarach a = b = 2m, wyko-
nanej z materiatu o wspétczynniku Poissona v = 0.3 i module Younga F = 20 - 10°kN/m?, o
grubosci h = 0.2m. Pierwszy przypadek obciazenia to obciazenie réwnomiernie roztozone o state;
intensywnosci g = —1000kN/m, a drugi przypadek - sita skupiona P = —1000kN, przylozona w

srodku rozpietosci ptyty, czyli w punkcie o wspotrzednych zy = yy = g = 1lm. Na Rys. |3.4.1ac

pokazano ugiecie ptyty od tych obciazen, dla M = N = 50 wyrazéw podwdjnego szeregu sinusow,
a na Rys. d zbieznodci ugiecia w $rodku rozpietosei plyty (czyli ugiecia maksymalnego) dla
coraz wiekszej liczby czestosci szeregu. Podobnie jak w przypadku belek, zbieznosé¢ dla pierwszego
przypadku obciazenia jest szybka, ale znacznie wolniejsza dla drugiego z nich.
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4

Zadania przyktadowe

Zadania z gwiazdka (*) to zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci.

4.1

1.

Aproksymacja i interpolacja

Dany jest zbior punktéw: (-1,0), (1,2), (2,-2), (3,1). Oblicz wartos¢ funkcji dla x = 0 za
pomoca;

(a) interpolacji Lagrange’a 3ciego rzedu,

(b) liniowej interpolacji Lagrange’a (przyja¢ odpowiednie 2 wezty),
(¢) liniowej jednomianowe]j aproksymacji MNK, postaci p (z) = a1 + asx,
(d) parabolicznej jednomianowe]j aproksymacji MNK, postaci p (z) = a1 + asx + azz?,

(
(

—

aproksymacji MNK z punktu e), ale z funkcja wagowa w (z) = |z|,

g) parabolicznej interpolacji sklejanej, przyjmujac pierwsza pochodng dla x = -1 réwna 1,

)
)
)
)
e) aproksymacji MNK w postaci p (z) = a1 + asx + agsin (x),
)
)
h)

(
(h) kubicznej interpolacji sklejanej , przyjmujac pierwsza i druga pochodna dla x = -1
rowne odpowiednio 11 -1,

2. Funkcja f () = V& + 1 jest okreslona w przedziale = € [ 0 3 } . Przyjmuj siatke ztozona

z 4 weztow réwno oddalonych, i oblicz globalny sredni btad aproksymacji, a takze lokalny
btad dla x = 1.5 za pomoca:

liniowej aproksymacji MNK, postaci p () = a1 + aqz,

(a
(b
(c
(d

kwadratowej aproksymacji MNK, postaci p (z) = a; + asx + azz?,

liniowej aproksymacji MNK z funkcja wagowa w () = 22,
S

)

)

)

) * nieliniowej aproksymacji MNK w postaci p (z) = e**,. Wskazéwka: rozwiazaé wy-
nikowe réwnanie nieliniowe za pomoca metody Newtona lub bisekcji (wykonaé kilka
iteracji), punkt(y) startowy(e) przyja¢ na podstawie oryginalnej funkeji i zbioru war-
tosci,

(e) parabolicznej funkcji sklejanej, przyjmujac pierwsza pochodna z f (z) dla x = 0,

(f) szesciennej funkcji sklejanej, przyjmujac pierwsza i druga pochodna z f (x) dla z = 0,

Funkcja f (z) = vz + 1 jest zdefiniowana w przedziale z € { 0 3 } . Wyznaczy¢ optymalny
rozktad weztéow 1 wartosci weztowe przyjmujac liczbe weztow:

(a
(b
(c
(d

)
)
)
)

::::
Il

3,
4,
5.
Dla wszystkich znalezionych konfiguracji weztowych, znalez¢ funkcje aproksymujaca i obli-
czy¢ globalny btad aproksymacji, za pomoca:

(a) liniowej jednomianowej aproksymacji MNK,

(b) liniowej interpolacji Chebysheva (dla n = 2),
(c) liniowej aproksymacji Chebysheva (dla n > 2),
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(d) parabolicznej interpolacji Chebysheva (dla n = 3),
(e) parabolicznej aproksymacji Chebysheva (dla n > 3),
(f) parabolicznej funkcji sklejanej, przyjmujac pierwsza pochodna z f (z) w z = 0,
(g) szesciennej funkcji sklejanej, przyjmujac pierwsza i druga pochodna z f (z) dla z = 0.
4. Funkcja f (z) = /z jest zdefiniowana w przedziale x € [ 0 3 } Zbudowa¢ nastepujace
aproksymacje typu ciagtego:

(a) stata jednomianowa aproksymacja MNK,
(b
(c

(d) * nieliniowa aproksymacja MNK w postaci p (z) = e**.

liniowa jednomianowa aproksymacja MNK,

)
)
) liniowa aproksymacja MNK, z funkcja wagowa w (z) = 22 |

)

w celu znalezienia wartosci aproksymacji w z = 1.5. W kazdym przypadku, obliczy¢ sredni
catkowy btad aproksymacji.

5. Dana jest belka o dtugoéci L = 4m, oraz sztywnosci na zginanie £.J = 1kNm?. Jest ona

zamocowana na lewym koncu, a na prawym koncu jest obciazona sita skupiong P = 10kN.

d? M
Wykorzysta¢ rownanie rézniczkowe ugiecia drugiego rzedu (d—z = — E(f)
x
mania funkcji ugiecia belki y () ; nastepnie przyjac siatke regularng ztozona z n = 5 weztéw

i zbudowaé:

) w celu otrzy-

(a) spline paraboliczny,

(b) spline szescienny, z druga pochodna na lewym koncu, wzieta z réwnania rézniczkowego.

6. Zmalez¢ taka wartosc¢ pierwszej pochodnej funkcji z pierwszego zadania, dla x = —1, ze spline
paraboliczny, zbudowany dla tej funkcji, ma wartos¢ —2 w x = 2.5 .

7. * Znalez¢ takie wartosci pierwszej i drugiej pochodnej w x = —1 dla funkcji z pierwszego
zadania, ze spline kubiczny, zbudowany dla tej funkcji, ma wartoéci 2 w z = 1.51 -2 w
T =2.5.

8. Dla funkcji z pierwszego zadania, znalez¢ takie wartosci parametru ¢ funkcji wagowej w (z) =
c¢|z| — 1 dla ktérego liniowa jednomianowa aproksymacja MNK ma btad mniejszy od 0.01 w

r=—1.

9. Dany jest ciag funkcyjny f; (z) =271 +1, j=1,2,3 w przedziale z € [0 1]. Wygenerowa¢
ciag funkcji g; (z), ktéry w tym przedziale jest:

ortogonalny,

)
b) ortogonalny z waga w (z) = =,
) ortonormalny,

)

ortonormalny z waga w () = .

Nastepnie wykorzystaé tak wygenerowane ciagi do aproksymacji (w tym interpolacji) dowol-
nej funkceji, okreslonej w tym przedziale w sposéb dyskretny lub ciagty.
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4.2 Rownania rézniczkowe czastkowe 2-giego rzedu

1.

Dane jest réwnanie paraboliczne postaci: tg, — xu; +u = 2t dlaz € [1 4 it > 0, z
warunkami u (1,t) = ¢, u(4,t) = t, i u(z,0) = 0. Wyznaczy¢ odpowiedni schemat jawny
i niejawny. Nastepnie, uzy¢ tych schematéw do okreslenia rozwiazania u (x,t) dla dwbch
kolejnych poziomoéw czasowych. Zastosowaé siatke regularng z 4 weztami na kazdym poziomie
czasowym oraz krok czasowy At = 0.1.

. Dane jest réwnanie paraboliczne postaci: 2ug, —u, = f (z,t) dla z € [0 2] i t > 0. Przyjaé

odpowiednie warunki brzegowe dla x = 01z = 2, oraz warunek poczatkowy dlat = 0, a takze
funkcje prawej strony f (z,t), wiedzac, ze rozwiazanie analityczne powyzszego problemu to
u (z,t) = sin (z) +t*. Nastepnie, zbudowac¢ siatke MRS, przyjmujac 5 regularnie roztozonych
weztow na kazdym poziomie czasowym oraz krok czasowy, bedacy potowa krytycznego kroku
czasowego dla schematu jawnego. Wyznaczy¢ wartosci rozwiazania dla dwoch kompletnych
poziomdw czasowych, za pomocg schematu niejawnego. Dla rozwigzania w wezle srodkowym,
obliczy¢ jego wzgledy btad w odniesieniu do danego rozwigzania analitycznego.

Dane jest réwnanie paraboliczne postaci: Uz, —u = t+ax dlax € [-2 1] it > 0, z
warunkami u (—=2,t) = 1, u(1,¢) = 1 i u(2z,0) = 1. Wyznaczy¢ odpowiedni schemat jawny
i niejawny. Nastepnie, uzy¢ tych schematéw do okreslenia rozwiazania u (x,t) dla dwbch
kolejnych poziomow czasowych. Zastosowaé siatke regularng z 4 weztami na kazdym poziome
czasowym oraz krok czasowy, bedacy 1/3 kroku krytycznego schematu jawnego.

Dane jest réwnanie paraboliczne postaci: 2u,, —u; = 0 dla x € [—2 2] it > 0, z warunkami
1

u(=2,t) =t+1, u(2,t) = =t —11 u(z,0) = —5t Wyznaczyé odpowiedni schemat

jawny i niejawny. Nastepnie, uzy¢ tych schematéw do okreslenia rozwigzania wu (z,t) dla

dwoch kolejnych pozioméw czasowych. Zastosowac siatke regularna z 5 weztami na kazdym

poziome czasowym oraz krok czasowy, bedacy 1/4 kroku krytycznego schematu jawnego.

Dane jest rownanie hiperboliczne u,, — u; = 0 opisujace osiowe drgania wymuszone preta o
dhugosci L = 3m, zamocowanego z przesuwem poziomym na lewym konicu, oraz podpartego
na prawym koncu. Przyja¢ zerowa predkos¢ poczatkowa dla t = 0, oraz poczatkowe prze-

s
mieszczenie zgodne z funkcja ug () = cos 5%): Znalez¢ postaé drgan na dwoch kolejnych

poziomach czasowych. Przyja¢ siatke regularna, ztozona z 4 weztéw na kazdym poziomie
czasowym, oraz krok czasowy, bedacy potowa kroku krytycznego dla schematu jawnego.
Wskazéwka: wprowadzi¢ wezel fikcyjny w odlegtosci # = —dzx od lewego konca preta i zapi-
saé z jego pomoga operator centralny na pierwsza pochodng w tym punkcie.

Dane jest rownanie hiperboliczne 4u,, — u;; = 2w — t opisujace osiowe drgania wymuszone
preta obustronnie podpartego, o dtugosci L = 4m. Przyjac¢ zerowe przemieszczenie poczatko-

we dla t = 0, oraz poczatkowa predkosé zgodna z funkcja vg () = sin (Zm) Zmalez¢ postac

drgan na dwéch kolejnych poziomach czasowych. Przyjaé siatke regularng, ztozong z 5 we-
ztéw na kazdym poziomie czasowym, oraz krok czasowy, bedacy potows kroku krytycznego
dla schematu jawnego.

Sformutuj warunki brzegowe i zapisz wzor na funkcje prawej strony dla réwnania eliptycznego
postaci Uy, + Uy, = f(2,y), wiedzac, ze rozwiazaniem $cistym tego réwnania jest funkcja
u(z,y) = 22 — y?. Obszarem zadania jest:

(a) trojkat réwnoboczny o boku dlugosci 2, ktérego dolny poziomy bok ma przypisany
warunek podstawowy, a boki sko$ne — warunki naturalne,
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4.3

1.

10.

(b) trojkat réwnoboczny o boku diugosci 2, ktérego dolny poziomy bok ma przypisany
warunek naturalny, a boki skosne — warunki podstawowe,

(c) pétokrag (dolna czesé okregu) o promieniu r = 4, srodku w punkcie (0,0), ograniczo-
ny od géry prosta pozioma. Warunki naturalne przypisane sa do dolnej zakrzywione;
krawedzi, natomiast warunki podstawowe — do gérnej prostej krawedzi.

Szeregi Fouriera

Postugujac sie szeregami Fouriera, znalez¢ ugiecie, moment oraz site tnaca dla belki swo-
bodnie podpartej o dtugosci L i sztywnosci E1, obciazonej:

(a) obciazeniem ciaglym o wartosci ¢o na lewej potowie rozpietosci, oraz obciazeniem cia-
glym o wartosci —qp na prawej potowie,

L 2L
(b) sita skupiona —P w punkcie z = 3 oraz sitg skupiong P w punkcie x = 5

Dla kazdego przypadku zastosowaé nieokreslona liczbe czestosci (k = 1,2, ..., K), a takze —
w drugim wariancie — najmniejszg czesto$é, dla ktorej otrzymuje sie niezerowe rozwigzanie.

Znalez¢ aproksymacje Fouriera funkcji y (x) oraz jej pierwszej pochodnej 3’ (x), danej poprzez
réwnanie rézniczkowe y” = 1, z warunkami y (—1) = y (1) = 0, dla € [—1 1]. Zadanie
rozwigzaé dla nieokreslonej dowolnej liczby czestosci k = 1,2, ..., K.

. W powyzszym zadaniu przyja¢ najmniejsze mozliwe k dajace wynik niezerowy i poréwnac

otrzymane rozwigzane Fouriera i jego pierwsza pochodng z wartosciami Scistymi dla = = 0.

Rozwiazaé rownanie rozniczkowe za pomoca szeregéw Fouriera: y"—y =z, y (0) =1, y(2) =
0. Zadanie rozwiaza¢ dla dowolnej nieokreslonej liczby wyrazéw szeregu (k). Zapisa¢ aprok-
symacje¢ Fouriera rozwigzania i jego pierwszej pochodnej.

Rozwiazaé réwnanie rézniczkowe za pomoca szeregéw Fouriera: v =z, y (0) =0, v’ (2) = 0.
Zadanie rozwigzaé dla dowolnej nieokreslonej liczby wyrazéw szeregu (k). Zapisaé¢ aproksy-
macje Fouriera rozwiazania i jego pierwszej pochodne;j.

Znalez¢ aproksymacje Fouriera funkcji y (x) oraz jej pierwszej pochodnej 3’ (x), danej poprzez
réwnanie rézniczkowe y” = x, z warunkami y (—1) = y (1) = 0, dla € [-1 1]. Obliczenia
przeprowadzi¢ dla sumy pierwszych trzech czestosci (k = 1,2, 3).

Znalez¢ aproksymacje Fouriera funkcji u (x, y) oraz jej pierwszych pochodnych u, i u, danej
poprzez réwnanie rézniczkowe g, + u,, = 1. Obszarem zadania jest kwadrat o boku 1, z
zerowymi warunkami podstawowymi na kazdym boku. Przyja¢ m =n = 1.

. Powyzsze zadanie rozwiaza¢ dla funkcji prawej strony f (z,y) =x+yim=n=1.

Znalez¢ lini¢ ugiecia belki swobodnie podpartej na lewym konicu i utwierdzonej z przesuwem
pionowym na prawym koncu. Belka ma dtugosé L. Sztywno$¢ na zginanie wynosi E1. Przyjac
dowolne obciazenie statyczne (dajace niezerowa linie ugiecia). Rozwiazanie dla wybranego k
poréwnaé z wynikiem $cistym (dla ugiecia, momentu zginajacego i sity poprzecznej).

Dla belki o dtugosci L i sztywnosci na zginanie F/1, obustronnie swobodnie podpartej, umiej-
scowionej na podtozu sprezystym (belka Winklera) i obciazonej na jeden ze sposobéw oma-
wianych w tym opracowaniu, znalez¢ funkcje: przemieszczen, momentu zginajacego oraz
sity poprzecznej, stosujac szeregi Fouriera. Wyznaczy¢ odpowiednie wspotezynniki Fourie-
ra, z ich pomoca zapisa¢ wszystkie powyzsze funkcje jako sumy k£ = 1,2, ..., K sktadnikéw
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szeregu, a takze obliczy¢ wartosci tych funkceji dla punktu srodkowego belki i najnizszej cze-
stodci, dajacej niezerowe rozwiazanie. Réwnanie rézniczkowe belki na podtozu sprezystym:
4

d
EI TZ + ky = q (), gdzie k oznacza staly sprezystoéci podtoza.
X
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