METODY MATEMATYCZNE W TECHNICE

Materialy dla specjalnosci BIM (Budowle - Informacja i Modelowanie)
Witold Cecot

1 Motywacja

Programy komputerowe stosowane przez inzynierow, zarowno do obliczen jak i przetwarzania infor-
macji o budowlach (BIM), nie moglyby powsta¢ ani by¢ rozwijane bez matematycznego formuto-
wania, czyli tworzenia modeli zjawisk i proceséw wystepujacych w konstrukcjach umozliwiajacych
przewidywanie zachowania si¢ konstrukeji w czasie ich uzytkowania. Celem przedmiotu jest zapozna-
nie Stuchaczy z wybranymi zagadnieniami matematyki aby mogli by¢ $wiadomymi uzytkownikami
oprogramowania obecnie dostepnego oraz tego ktére pojawi sie w blizszej i dalszej przysztosci. Je-
dnoczesnie znajomos¢ matematyki umozliwia wtasciwe zrozumienie mechaniki, dzieki czemu inzynier
wyposazony w odpowiednie oprogramowanie moze by¢ znakomitym fachowcem.

2 Przestrzenie wektorowe (liniowe)
Uogolnienie pojecia wektora stosowanego powszechnie w fizyce

e Definicja: Rzeczywista przestrzen wektorowa sktada sie z
(a) V' (zbioru obiektéow zwanych wektorami, ktérymi moga by¢ funkcje, macierze, wektory
fizyczne, ...)

(b) 4 (dziatania dodawania przyporzadkowujacego dowolnej parze elementéw zbioru V' ele-
ment tego zbioru)

(¢) * (dziatania mnozenia przez liczbe przyporzadkowujacego dowolnej parze sktadajacej sie
z liczby rzeczywistej r € R i elementu zbioru V' element zbioru V).

Dziatania sa tak zdefiniowane, ze

u+v=v+u YVu,v eV
(utv)+w=u+ (v+w) Yu,v,w eV
eV :iut+tl=u VuecV

VueV,3(—u) :u+(—u) =140

lxv=v YveV

(rs)*v =r(s*v) Vr,s € R,bveV
(r+s)xv=rxv+sxv Vrse RveV
rx(v+w)=rxv4+rrw Vre Rv,weV

Uwaga: Ten sam zbiér V' z jednym zestawem dzialan (+,*) moze by¢ przestrzenia wektorowa,
a z innym zestawem dziatan moze nie by¢ przestrzeniag wektorows.



e Przyktady przestrzeni wektorowych funkcji

© N o o W =

F(Q) - funkcje rzeczywiste Q@ — R
C°(Q) - ciagte funkcje rzeczywiste 0 — R
Q) - ciagte funkcje rzeczywiste z ciagltymi wszystkimi pochodnymi Q — R
) - funkcje C*°(Q) zerujace sie na brzegu OS2
aq (2

P™(Q) = span{z® : a = (a1, ay, ..., a,,) € N} - wielomiany n zmiennych (z§'25%...22")

(
P((,?))(Q) = span{x®: |a| =1 + ag + ... + a,, < k € N} - wielomiany stopnia k
(

HY(Q) ={v e L*(Q) : D € L*(Q), V]a| < k=0,1,2,...} - przestrzen Sobolewa rzedu k
olal

T 9250257 0zen

De , D’ =1, HQ) = L*(Q)

Uwaga: Jezeli 2k > n to H*(Q) C C°(Q)

DlaQC R(n=1)
H' — funkcje ciagte
H° — funkcje nieciggte
H~' — dystrybucje (beda oméwione pozniej)

Stefan Banach

Przestrzenie Sobolewa sg przestrzeniami Banacha (liniowymi, unormowanymi, zupetnymi).

olln = J > [, (o a0 0

Sa réwniez przestrzeniami Hilberta (z iloczynem skalarnym)

<vuSpe= Y /QDO‘U D%u d2 (2)

|laf<k

Pochodne w przestrzeniach Sobolewa sa definiowane w sposob staby t.zn.

DEF: Funkcja u € L*(2) ma pochodng w sensie stabym jezeli istnieje funkcja v € L*(Q),
taka ze
/QuDaap ddQ) = (1) /QW ddQ Yy € C2(Q) (3)
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Rysunek 1: Ilustracja pochodnej dystrybucyjnej (funkcjonatl liniowy i ciggty Apy) i pochodnej w
sensie stabym (funkcja lokalnie catkowalna D f = v). Ciagte strzaltki oznaczaja zawsze mozliwe przy-
porzadkowania, nieciggle strzalki oznaczajg mozliwo$¢ zachodzaca tylko dla niektérych funkeji.

3

<

Wtedy funkcja v jest pochodng staba funkeji u i jest oznaczana D%u (D%u = v)
Uwaga: Pochodna w sensie klasycznym jest pochodng w sensie stabym.

Uwaga: Klasyczna pochodna jest definiowana w punkcie, jako granica ilorazéw réoznico-
wych, natomiast pochodna w sensie stabym jest definiowana w sposéb catkowy. Zatem
dowolna zmiana funkcji f na zbiorze miary zero (w punktach dla funkeji jednej zmiennej)
nie wptywa w zaden sposob na pochodng w sensie stabym.

Dzialania na polach skalarnych (R) i wektorowych (R?, R?)

Gradient grad (V) funkcji f: Q — R P 0 0xp xa K;)
“of . of . of ]
= _Tot ¢ of
Vf a T et axzj + algk Vue- [ ’8_)(,. ) )‘2\ a;‘z (4)
Rotacja curl (Vx ) funkcji F: Q — R? —_7/—7_—:;’,»_3@
s _ s
. [ F-tdl :
curlF-nzélggjaST: %lal/a#jé ‘n (5)
(o5 | B TR | () -
0
. . .. . 3 \S 8F3 +K (_,\\
Dywergencja div (V-) funkcji F: Q — R T a2 7%, 2

. T faVFndS o 8F1 aFQ 8F3 5(/ ~
k= Vh_r’% 14 - Oy - 0z * Jx3 %é:}r o
=

Laplasjan A (V?) funkeji f: Q — R

o*f  0f 0°f
Af =di =
f = div(grad(f)) 07 "o o (7)
Wtasciwoéei ciggu f — F, = gradf — G, = curlF, — divG, curl (ﬁm& £ =
dv (cwt £)=0
Range(grad) = Ker(curl) Range(curl) = Ker(div) (8)

)
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W szczegblnoscei zachodzi tw. o dywergencji

/ divw d§) = w-nds
Q a0

Twierdzenie Stokesa

/ curlF - nd{) = F - tds
s a8

Catkowanie przez czesci dla rotacji

/’u-curlwdQ:/curl'v-wdQ— v X wds
Q Q a0

Dla funkcji wektorowych

H'(Q) oznacza, ze kazda sktadowa wektora jest funkcja klasy H'()
H(curl,Q) = {v : curl(v) € L*(Q)}

H(div,Q) = {v : div(v) € L*(Q)}

(11)

(12)

(13)



4 Krzywe i powierzchnie
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5 Interpolacja p6l wektorowych w elementach tréjkatnych

'S‘ch. U cevwsie

//’P3("E37 Y3) %C@wh\’——
| A
) T ey
Py (z2,y2) 7 -
oo —_—t
Pl(il?layl) Xy E-F-/a LJ;SZVL‘“‘E:’_

Rysunek 2: Réwnania krawedzi: [;(z,y) = Ajx + Biy+C; =0, [A;, B =n, i=1,2,3

Z/#;-U;.Q:j
o H,(Q) - ciagtod¢ kazdej sktadowej = 3 g u. (u sewsie Q.20

Uy | &1 &2 &3 0 0 0

5[5 [S]oe[§ e 2o [2]oe[2 ] 00

ai, as, as - sktadowe w kierunku x w weztach
by, ba, b3 - sktadowe w kierunku y w weztach

Rysunek 3: Aproksymacja H'(Q)

o H(curl,Q) - ciggloéé sktadowej stycznej —=> Fcwl (un) (€0t

” -y Yy Y3~y
[ x ] B [ l1(z1,91) a4 l2(z2,y2) ]Oz I [ l3(x3,y3) ]Oz (15)
Uy ll($17y1) 12(2722,?42) 13(;3,?43)

a1, Qa, a3 - wartosci srednie sktadowych stycznych na krawedziach

o H(div, Q) - ciagtoéé sktadowej normalnej = 3 L ( \ih) (S

u e e e
r 1(Z1,Y1 2(x2,Y2 3(T3,Y3

[ U ] o [ yi—y Pt y2—y Pa+ y3—y } & (16)
Y li(z1,91) la(z2,y2) l3(x3,y3)

01, P2, B3 - wartodci érednie sktadowych normalnych na krawedziach

1



Rysunek 5: Aproksymacja H (div, 2)

Dwukrotnie mniej stopni swobody (3 zamiast 6) przy aproksymacjach typy H (curl, ), H(div, <)
niz H; () wynika z dodatkowych ograniczen (zaleznosci miedzy sktadowymi interpolanta) jakie mu-
sza spelnia¢ aby byty elementami odpowiednich przestrzeni. Tymi stopniami swobody sa $rednie
wartosci na krawedzi odpowiednio sktadowej stycznej albo normalne;j.

Latwo wykazac, ze ciggtosé sktadowych normalnych pola wektorowego jest warunkiem
koniecznym istnienia dywergencji tego pola w sensie stabym i tym samym aby byto ono klasy
H(div, Q). Rozwazmy w tym celu obszar 2 bedacy suma dwéch roztacznych podobszaréw 21 Q% ze
wspélng czescia brzegu I' (rys. 6), na ktérej przyjmijmy wersor normalny n skierowany na zewnatrz
pierwszego podobszaru 7. Przyjmijmy dodatkowo nastepujace oznaczenia: I'~ = 9Q~ \ T' oraz
't =0Q" \ I'. W celu sprawdzenia jakie warunki nalezy spelni¢, aby istniala dywergencja funkcji
wektorowej w : R D Q — R (w =w" dlaxz € O, w = w' dla € Q) w takim podobszarze,
skorzystajmy ze wzoru (9) dla kazdej ze sktadowych wektora w(zl, 22, 23) oraz funkcji testowej
p € C§(R). Przyktadowo dla wy zachodzi

/u]la—(pdﬂ _ _/ 0w1¢d9+/ (pwl—nld3+/<pwl_n1ds+
Q oxy Q- 01y r- r
_ 8wf(pd9+/ powi n ds—/gmu*n ds = (17)
o+ 0xy r+ Lo r L

ow -
= [ Gedas [ cuwimids— [p (wf - wp)mids

ENad



Rysunek 6: Obszar sktadajacy sie z dwoch podobszardow

Analogiczne tozsamosci zachodza dla ws, ws. Poniewaz ¢ = 0 na 02 to warunkiem koniecznym
zerowania sie sumy calek po wspoélnym brzegu I', a tym samym istnienia dywergencji funkcji w

. o . % M % . . . . . - + X
obliczanej jako suma s+ Gt T gas Jest zerowanie sig skoku sktadowej normalnej (w wt) - n.

6 Metoda multigrid iR
IMEE
Uktad réwnan algebraicznych =Tl

Az—b  A-Or+@ (18)

e Metody iteracyjne rozwigzywania uktadéw réwnan algebraicznych

Xy = ¢+ P1(b— Ax,) — ogdlny schemat iteracji
e, =T — T — btad algebraiczny
_ &) . (19)
T, = b — Ayz) — residuum
Aper = Tk — relacja migdzy btedem a residuum
Przyklady macierzy P (preconditioner)
— P = A - idealna dla zbieznosci, niepraktyczna
— P =D - Jacobi
— P =L+ D - Gauss-Seidel
Tempo zbieznodci zalezy od promienia spektralnego p(I — P~'A).
llexall = |pl [lexl] (20)

Zwykle jest on bliski 1 i zbiezno$¢ jest bardzo wolna.

e Algorytm metody multigrid
Najczesciej jest stosowany dla uktadéw rownan wynikajacych z dyskretyzacji. Rozwazmy dwie
dyskretyzacje dla réwnania zwyczajnego (1D)

Najprostszy algorytm dla dwoch siatek, ktorym odpowiadaja uktady rownan

Ah.’Bh :‘bh oraz AH.’BH = bH (21)

1 O
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“gesta siatka

A © 00| U, rzadka siatka
;L = Y M2 0 v,
<l o A o o v
) v

Rysunek 7: Dwie dyskretyzacje z operatorami restrykeji R i interpolacji Z

ro/{ob\ ac iy P ’2: PT/IT
(v == 5

gdzie macierz dla siatki rzadkiej nie jest agregowana tylko obliczana przez t.zw. wariacyjne rozrze-

dzenie, zachowujace symetrie, t.zn.
Ay =RAZT (22)

jest nastepujacy

1. Kilka (n) iteracji na siatce gestej dla Apx, = by = 7, = by, — Ahzc,(ln). ||rn|| < e — STOP.

2. Restrykcja residuum na siatke rzadka ry = Ry, /é\x.: b =4 ’/,I_J‘ oL
olat
3. Kilka iteracji na siatce rzadkiej dla Ayey = ry €= Xx,
41 lacja bled T AlCve) =k
. Int j e, =Te -
nterpolacja btedu ey, H Ae < f- Ax
5. Uaktualnienie rozwigzania na siatce gestej x; = x;, + e;,. GO TO 1. \"‘:;_ T
7 Catkowe ré6wnania brzegowe
e Dla zagadnienia brzegowego 1D
—au” = q, x € (0,L)
+war. brzegowe (23)
rozwigzanie fundamentalne to taka funkcja v*(z, §), ze
—a() =0, ©,E€R (24)
BEZ war. brzegowych
1 — £ < ov* — £ <
I (1 é)x%—L, dla = <€ = 2V lgL’ dla x» <€ (25)
a|l I-=F)E+L, dla (< Ox -7 dla ¢<ux

Tozsamos$¢ Somigliana dla réwnania (23)

u(©) = [ 0@ 4(w) do + o (0, OT () — T (o, (e 1% (20)

-1 N



Przyktad: dla zagadnienia
—u" =1 dla z€(0,1)
u(0) =0 (27)
w(1)=0

wzor (26) przedstawia rozwiazanie (27) i przyjmuje postac

u(e)= | "ot (@, €) dz + u(1)E — 1/ (0) (28)

Jednak u(1) - przemieszczenie wolnego konica oraz u/(0) - reakcja na podporze, nie sa znane. W
nastepnym punkcie, na przyktadzie 2D, pokazano jak te brakujace wielkosci brzegowe mozna
obliczy¢.

Dla réwnania Laplace’a definiujacego funkcje u(z,y)

—kAu = f(z,y) w
u=1u  na 08, (29)
k% =q na 0§,

Tozsamos¢ Somigliana ma postaé
) = [ @@ a2+ [ [ (@.&t() - ¢ (@ ula))dy (30)

gdzie v*(x, £) jest rozwiazaniem fundamentalnym réwnania Laplace’a czyli speliajaca to row-
nanie bez warunkéw brzegowych w nieograniczonym obszarze R? z prawg strong réwng delcie
Diraca 5€

vt = _lez’ o 1 (21— &)ny + (w2 — &o)no

drk o 2 , = (= &) + (12— &) (31)

Calkowe réwnanie brzegowe (dla ujpo = 4): znaleZé 1 : 9Q — R i gtadkiego brzegu

* 1 ~ * ~ *
| v@&i@dy =@ + [ #@Ou@dy - [ v@of@d  vEean (32)
Dyskretyzacja t € Lo(02) odcinkowo stalymi funkcjami (¢; = const na odcinku j oraz konse-

kwentnie 4; = const na odcinku j) i metoda kollokacji (spetnienie réwnania w $rodku kazdego
odcinka i) prowadza do uktadu algebraicznych réwnan liniowych

* _ 1A ~ * - * .
t /%v (@,€) d, = s+, /%_t (@.€)d— [ v'(@€)f (@AY Vi=12... N (33

Po rozwiazaniu tego uktadu rownan algebraicznych mozna skorzystac¢ ze wzoru na rozwigzanie
w punktach wewnetrznych

u@ =1, [ v@edn—i; [ @&t [ @i (34)

Vi
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8 Zadania

1. Obliczy¢ pochodna stabg funkeji f; : R D [—1,1] — R, dla fi(z) = 2*, fo(z) = |z + 1,
fa(x) = /lzl.

Dla wybranych po6l wektorowych i obszaru 2 w ksztatcie trojkata obliczy¢ stopnie swobody dla

2.
~ aproksymacji H'(Q), H(curl, ), H(div, ).

@ Zapisa¢ macierze interpolacji i restrykeji dla dwoch siatek, odpowiednio o 5 i trzech weztach.

@ Dla krzywej x = —3t*, y = 4t*, t € [0,10] obliczy¢ wspdlrzedne punktu odpowiadajacego
t = 2, wektor styczny w tym punkcie i dtugo$¢ krzywej od jej poczatku do tego punktu.

2, Dla funkcji u = x*y? obliczy¢ div[grad(u)]. Poda¢ przyktad wektora b prostopadtego do Vu.
Obliczy¢ b x Vu.

ZoL
2 ({@—t |
2 oA Yz
0 Fole Leldvrowe o= [:] eleuweut B H‘
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