TENSORY



1 Tensory drugiego rzedu jako odwzorowanie liniowe

Rozwazmy zbiér Lin"™ wszystkich liniowych odwzorowan wektora w wektor gdzie oba wekto-
ry naleza do E" (E" - n wymiarowa przestrzenn Eukidesowa). Takie odwzorowanie moze by¢
zapisane jako:

y= Az, y € E", Ve € E", VA € Lin" (1)

Elementy zbioru Lin" sg nazywane tensorami drugiego rzedu.
Liniowosé¢ przeksztatcenia [1] jest wyrazana poprzez ponizsze zwiazki:

Alx+y)=Azxz+ Ay, Vr,ycE" VA e€Lin", (2)
A(ax) = a(Axz), VxeE" VYaeR, VA €Lin", (3)
Definiujemy:
e iloczyn tensora przez liczbe o € R jako:

(aA)z = a(Az) = A(az), Va € E", (4)

e sume dwoch tensoréw A i B jako:

(A +B)x = Az + Bz, Ve € E", (5)
Przyjmujac o = —1 otrzymamy definicje tensora przeciwnego:
—A=(-DA (6)

Zerowy tensor 0 definiujemy w nastepujacy sposob:
Ox = 0, vV € E*, (7)

wowczas elementy zbioru Lin™ spelniajg postulaty przestrzeni wektorowej.

Wrtasnosci tensoréw II rzedu mozna podsumowaé w nastepujacy sposob:
*A+B=B+A
*A+(B+C)=(A+B)+C,
*0+A=A
*A+(-A)=0
“ a(BA) = (aB)A
1A =A
*a(A+B)=aA+aB
* (a+ PB)A = aA + A
VA,B,C € Lin", Va,p eR.



2 Reprezentacja tensora w bazie, iloczyn tensorowy

lloczyn tensorowy odgrywa istotna role poniewaz pozwala zbudowaé¢ tensor II rzedu z dwdch
wektoréw. Rozwazmy dwa wektory nalezace do przestrzeni a,b € E". Dowolny wektor € E"
moze by¢ odwzorowany na inny wektor a(b-x) € E". To odwzorowanie jest oznaczone symbolem
®. Stad:

(a@b)x=a(b-x), a,becE" Vx cE" (8)

Mozna pokazac, ze powyzsze odwzorowanie spetnia warunki odwzorowania liniowego stad
uprawnione sg ponizsze wzory:

(a@b)(x+y)=ab- (x+y)=ab-z+b-y)=(a®b)r+ (a by, 9)

(a®@b)(ax) =alb- (ax)] = a(b-x)a = ala @ b)x, (10)

a,beE" Vx yek” VaeR.
Z powyzszego wynika, ze iloczyn tensorowy dwoch wektorow jest pewnym tensorem II rzedu.
Co wiecej zachodza zwiazki:

c®(a+b)=c®a+c®b, (a+b)®c=a®c+b®c, (11)
(aa) ® (Bb) = af(a®b), a,b,ceE" Vo, € R. (12)

By udowodni¢ powyzsze wzory wystarczy przeksztalci¢ dowolny wektor & € E™ przez obie
strony powyzszych réwnan (wzory [8, 5]). Po przeksztalceniach dostajemy:

c®a+bxr=cla-x+b-x)=cla-x)+cb-x)=

=(c®a)r+ (c@b)x=(c®a+c®b)=x, (13)
[(a+b)®@cx=(a+b)(c-x)=alc-x)+b(c-x)

(14)

=a®c)r+ (b®cr=(aRkc+b®c)x
(a) © (b)z ~(aa) (3b- o) )

=afa(b-x) = af(a® b)x, Ve € E"

Dla lewostronnego odwzorowania przez tensor a ® b

y(a®b)=(y-a)b, Vy € E" (16)

Jak zostato pokazane zbior wszystkich tensoréw II rzedu stanowi przestrzen wektorowa. Ponize;j
zostanie pokazane, ze baza tej przestrzeni moze by¢ zbudowana z wykorzystaniem iloczynu
tensorowego.

Do reprezentowania tensoréw II rzedu wykorzystamy nastepujace iloczyny tensorowe wek-
toréw bazowych : g, ® g;, g’ ®¢’, g ®g,, 9,®9’ (i,j =1,2,...,n). Uwzgledniajac te bazy
tensor A € Lin" moze by¢ zapisany jako:

A=Ag 09, =Agd0g =Ag,0g =A/g ®g, (17)



Natomiast sktadowe wyraza sie wzorami:
AV =g'Ag/, Ay =g,Ag; (18)
Ay =g'Ag;, A/ =g,Ag’, ,7=12...,n.

Kropka w powyzszych wzorach jest uzywana do wyraznego okreslenia pozycji danego indeksu.
Wyjatkowo wazny jest tensor jednostkowy I zdefiniowany poprzez relacje:

Iz = «, Ve € E" (19)

Korzystajac ze zwigzkow [17,18] i gV = ¢ = g' - ¢, g =9ji = 9:-9;, ©J=12,...,n
sktadowe tensora jednostkowego moga by¢ wyrazone jako:

Iij — glIg] — gZ . gj — gij’ Iij = gZIgj =g, gj = Gij, (20)

I=1=L=g'lg,=9glg’=g9"-9;,=9,-9 = (21)

gdzie 1,5 =1,2,...,n.
I=g9'©g =9¢'9,09,=9'®9,=9,®9 (22)
Mozna pokazac, ze sktadowe tensora jednostkowego charakteryzuja metryczne wtasnosci prze-
strzeni euklidesowej i sa nazywane wspotczynnikami metryki. Dlatego tensor jednostkowy czesto

okresla sie jako tensor metryczny.
W przypadku bazy ortonormalnej tensor jednostkowy mozna przedstawié¢ jako:

IZZG@@BZ‘ (23)

i=1

3 'Transformacja tensora przy zmianie bazy

Ponizej zostanie uscislone w jaki sposoéb komponenty wektorow i tensoréw transformujg sie przy
zmianie bazy. Niech & bedzie wektorem a A tensorem II rzedu. Dostajemy:

r = xigi = a:igi (24)

A=Ag ®g;=N;g ®g =N;g,09 =Alg'®g, (25)
Wykorzystujac zaleznosci: g* = g”g;, g; = g9’ i o' = x - g', ©; = © - g; dostajemy:

B =x-g' =z (97g;) =z, wi=wm-g,=x(9;9') =1’ (26)
A7 =g'Ag’ = g'A(g'"g;) = (¢"9)A(¢""g,) = Alg"™ = g" Aug (27)
Ay = 9:Ag; = 9;A(9519") = (9ug")Algr9") = Algr; = guA" g5, (28)

gdzie i, =1,2,...,n
Prawa transformacyjne zapisane powyzej dotycza nie tylko bazy dualnej ale kazdej innej.



4 Operacje na tensorach II rzedu

Tensory II rzedu podlegaja dobrze znanym opracjom wynikajacym z tego, ze tworza one prze-
strzen wektorowa. Jednak w przeciwienstwie do konwencjonalnych wektorow w przestrzeni eu-
klidesowej mozna dla nich zdefiniowa¢ dodatkowe operacje takie jak transpozycja, zlozenie,
odwrotnosc.

4.1 Zlozenie tensorow
Niech A, B € Lin" Tensor C = AB jest nazywany ztozeniem tensoréw A, B jezeli zachodzi:
Cx =A(Bx), VxcE" (29)
Dla odwzorowania z lewej strony mozna napisac
y(AB) = (yA)B, Vy < E". (30)

Wykorzystujac zwiazki (yA) -« =y - (Az) i [29] mozna udowodnié¢ powyzsze wzory w naste-
pujacy sposob:

y(AB)z =y - [(AB)z] = y - [A(Ba)| = (yA) - (Bx) = [(yA)B] -z, Ve cE"  (31)

Ztozenie tensoréw jest w ogbélnym przypadku nieprzemienne AB # BA. Jezeli zachodzi zwigzek
AB = BA to mowi sie, ze tensory A i B komutuja.
Oprocz ztozenia dla tensoréw II rzedu zachodza nastepujace zwigzki:

AO=0A=0 AI=IA=A (32)
AB+C)=AB+AC, (B+C)A=BA+CA, (33)
A(BC) = (AB)C (34)

W przypadku gdy tensory A, B sa zdefiniowane jako iloczyn tensorowy wektoréw odwzorowanie
wektora @ poprzez ich ztozenie daje sie zapisa¢ jako:

(a®@b)(cd)x=(axb)(crd)z]=(d -z)(a®b)c=(d-x)(b-c)a (35)
=b-c)la®d)x =[b-c)a®dx, VrecE"
4.2 Transpozycja tensora
Transpozycja tensora AT jest zdefiniowana zwigzkiem:
ATe =xA, VaxcE" (36)

Przy czym zachodzi:

Ay =yA" zAy=yATz, Va ycE" (37)



z-(Ay) = (zA) - y=y (Alz)=yAlz =z (yA"), Vr,ycE" (38)
(ATT = A, (39)
(A+B)T =AT + BT (40)
(aA)T = AT, VacR (41)
(AB)" = BTAT (42)
(AB)"z = 2(AB) = (zA)B = B (zA) = BTATz, Vz cE" (43)

Transpozycja iloczynu tensorowego dwoch wektorow wyraza si¢ wzorem:
(a2 b))’ =b®a. (44)

4.3 Tensor odwrotny

y=Ax (45)

Tensor A € Lin™ nazywa sie odwracalnym jezeli istnieje tensor A~! € Lin™ spelniajacy waru-
nek:
x=Aly, VrcE" (46)

Tensor A~! nazywamy tensorem odwrotnym do A. Zbiér wszystkich tensoréw odwrotnych
takich, ze Inv" = {A € Lin" : JA 1} stanowi podzbior przestrzeni Lin"™. Zachodzi przy tym:

x=Aly=A"(Az)=(AA)x, Vo € E" (47)
A7'A =1 (48)

Operacje znajdowania tensora odwrotnego i transpozycji sa przemienne:
(A7) = (AT) = AT (49)

Tenor odwrotny do tensora bedacego ztozeniem odwracalnych tensoréw A i B wyraza sie wzo-
rem:

(AB)"' =B 'A"! (50)

5 Iloczyn skalarny

lloczyn skalarny dwoch tensoréw zdefiniowanych jako a ® b i ¢ ® d jest dany wzorem:
(a®b):(cewd)=(a-c)(b-d), a,b,c,decE" (51)

Zachodzi przy tym zwigzek
c®d:A=cAd=dA"c (52)

W notacji indeksowej mozem zatem zapisac:
A:B=A;BY =AYB; = A’B/ = A/B. (53)

Podobnie jak w przypadku wektoréw, iloczyn skalarny tensoréw jest funkcja rzeczywista
majaca nastepujace wlasnosci:



*A:B=B:A

*A:(B+C)=A:B+A:C

*a(A:B)=(cdA):B=A:(aB), VA,BecLin"VaeR

*A:A>0 VAeLin”, A:A=0wtedyitylko wtedy jesli A = 0.
Norma tensora II rzedu moze by¢ zdefiniowana w nastepujacy sposob:

|Al=(A:A)Y? A ecLin™

Wykorzystujac iloczyn skalarny tensoréw slad tensora moze by¢ zapisany jako:

trA=A:L
Zachodza przy tym zwiazki
tr(a®@b) =a-b.
tr(AB) = A: BT = AT B.
tr(AB) = tr(BA).



6 Dekompozycja tensora II rzedu

Kazdy tensor II rzedu moze zosta¢ zdekomponowany addytywnie na czesé¢ symetryczng i anty-
symetryczng
A = symA + skewA, (59)

gdzie
1 T 1 T
symAza(A—i—A ), skewA = é(A—A ). (60)

Tensory symetryczne i antysymetryczne tworza podzbiory przestrzeni liniowej Lin™ zdefiniowa-
ne odpowiednio przez
Sym™ = {M € Lin" : M = M"'}, (61)

Skew” = {W € Lin" : W = —-W'}. (62)
Mozna zauwazy¢, ze te podzbiory tworza przestrzenie wektorowe i moga by¢ traktowane jako
podprzestrzenie przestrzeni Lin".
Tensor zerowy jest jedynym odwzorowaniem liniowym, ktore jest jednoczesnie symetryczne i
antysymetryczne. Stad Sym™ N Skew” = 0.
Dla kazdego symetrycznego tensora M = MYg; ® g; zachodzi MY = M (i # 4, i,j =
1,2,...,n) zatem mozna zapisaé

M= Z Miigz‘ ®g; + Z Mij(gi ®g;+9;® g;,), M € Sym". (63)
i=1 ij=1
i>j

Podobnie dla tensora antysymetrycznego:

W=> W/g,®g,—9g;®g;), W E Skew" (64)

ij=1

>
z powyzszych wzoréw wynika, ze baza przestrzeni Sym” sklada sie z n tensorow g, ® g, i
%n(n — 1) tensoréw g, ® g; + g; ® g;. Z tego wynika, ze wymiar przestrzeni Sym™ jest réwny
sn(n+1).
Podobnie, dla przestrzeni Skew"”, baza tej przestrzeni sktada sie z %n(n — 1) tensoréw postaci
g9:®g; —g; ®g,. Stad wymiar tej przestrzeni wynosi %n(n —1).
Korzystajac ze wzordw : g; X g; = el-jkggk, 1,7 =1,2,3, axb=b ®a—a®b,Va,b,ccE?
mozna pokazac:

3 3 —
W=> W/ig®g,—9,®g)=>Y W, xg)=w, W € Skew®, (65)
i,j=1 6,j=1
1>] i>j

gdzie

3 y 1 i 1 .
w=> WWg;xg,=;Wg; xg; =59, x (Wg')
b (66)

1.
:iwwejik;ggk — g(W3291 + W1392 + W?lg?))



Wynika stad, ze kazdy antysymetryczny tensor w przestrzeni trojwymiarowej opisuje prze-
ksztatcenie bedace iloczynem wektorowym przez wektor w zwany wektorem osiowym??

Ww =0, W ¢ Skew” (67)

Tensor symetryczny i antysymetryczny sa wzajemnie ortogonalne
M:W=0, VM e Sym", VYW & Skew". (68)
Rozktad na czgsé sferyczng i dewiatorowa. Dla kazdego tensora II rzedu mozemy napisaé:
A = sphA + devA (69)

gdzie
1 1
sphA = —tr(A)I, devA = A — —tr(A)I (70)
n n

Podobnie jak tensory symetryczne i antysymetryczne tensory sferyczne i dewiatory tworza
podprzestrzenie ortogonalne przestrzeni Lin".

7 Przyktad
Rozwazmy tensor T zbudowany na wektorach a, b:
T=a®b (71)

oraz obraz wektora x w przeksztatceniu opisywanym przez tensor T.
Dziatanie tensora T na wektor x mozna zapisa¢ w formie macierzowej

y=T: x. (72)

Zapisujac powyzszy zwiazek poprzez sktadowe w bazie kartezjanskiej dostajemy:

" [Ty ... T, I
= (73)
I
yi = Tij - . (74)
Z definicji tensora T i iloczynu tensorowego mamy:
y=T -x=(a®b)x=a(xob) (75)
Y = a;bjx; (76)

Na podstawie [71], [76]
Tijxj = aibjxj (77)



Tij = aibj (78>

Uwaga: Wyprowadzajac powyzsze zwiazki skorzystaliSmy z reprezentacji iloczynu skalarnego
wektoréw w bazie kartezjanskiej u o v = u;v;.

Przyjmijmy do obliczen

gdzie indeks E oznacza baze kartezjanska.

Wtedy
-3 3 —3
T—[_Q Z]E y—TX—[_2] (80)

(a dokladniej T = Te; ® e;, gdzie TV = [ :2 )

Rozwazmy reprezentace wektoréw a, b, x,y i tensora T w bazie uko$nokatnej {g;,g>} gdzie
a=5 gl =1, gl =1

], uwaga: w bazie kartezjaniskiej T% = Tj;).

[, o],

Wektor a w bazie {G} reprezentujemy:
a=agg +agg (82)

Zapiszmy wektor a w bazie {F'}
a=age; +aye;. (83)
Poréwnujac obie strony i mnozac je przez g i g» dostajemy:
g1og giog ||as | _|eog eog ||ag (84)
82081 €08 || ag elogy eog || aj

Macierz po lewej stronie nazywana jest macierzg metryczng g;;.
Otrzymanie wspolrzednych af;, aZ wymaga formalnie odwrdcenia macierzy g;;. Mozna tego
uniknaé korzystajac z bazy dualnej do bazy {g;,g.} mianowicie z bazy g!, g? takiej ze:

glog; =10 (85)



wtedy réwnanie [84] przyjmie postac:
1L 0]]ag|_|eog" eog'||ap (86)
0 1]|ak ejog’® eyog? || da%
e;og! eyog! _ ,
9 5 | — sktadowe odpowiednika tensora metrycznego - tensora réwnolegltego
e10g’ eog

przesuniecia, stuzacego przeliczeniu sktadowych pomiedzy bazami.

g2

g2

g1

Z rozwazan geometrycznych i warunku [85] mozna wyliczy¢, ze

| 1 ]
g = l (87)
—1.7321 |,
2_ [0 ]
oo "
2 ]y
Macierz transformacji sktadowych wektora z bazy E do G bedzie miata postaé:
1 —1.7321
Zatem:
_ l —0.2641 ] b l —2.;321 ] . l 0.262795 ] _ l 0.46441 ] (90)
G G G N G

Policzmy wspotrzedne tensora T w bazie GG. Zgodnie z prawem transformacji sktadowych ten-
sora

T = QTQ? zatem Tq =

l 1.26795 —0.9282 ] (1)

—10.9282 8.0

Takie same sktadowe tensora dostaniemy jezeli skorzystamy z definicji tensora T jako iloczynu
tensorowego wyrazanego przez wektory a i b w bazie G:

T8 = ag - b, (92)

Pozostaje nam sprawdzi¢ czy transformujac wektor x opisany w bazie G przez tensor T opisany
w bazie G dostaniemy uprzednio wyliczony wektor y w bazie G.

Tx = (T*g. ® gg)(27g,) = T - 27 (g, ® g5)g, =

[0 QL (0 (93)
T 27 - ga(95 9y) =T gy - 27 ga = Y gar.



Macierzowo zwiazek [93] zapisujemy:
y=T-g-x (94)

Pojawienie sie w zwiazku [93] tensora metrycznego gg, jest zwiazane z postugiwaniem sie do-
wolnym uktadem wspotrzednych (nie ortonormalnym).
Dla uktadu ortonormalnego:

gﬁvzéﬁvz{ (1] g;z (95)



