Rozdziat 4

jd ®

Elementy aproksymacji

interpolacji funkcji

4.1. Uwagi wstepne

W tym rozdziale przedstawimy w sposéb zwiezty podstawowe pojecia i me-
tody teorii aproksymacji i jej szczegdlnego przypadku, aproksymacji interpo-
lacyjnej, ktéra bedziemy krétko nazywaé interpolacjq [4]. Aproksymacje, jak
wiemy, wykorzystujemy kiedy dana funkcja ma ztozona postacé lub dana jest w
postaci dyskretnej, lub gdy w ogdle jest nieznana, jak to ma miejsce przy roz-
wigzywaniu rownan rozniczkowych. W kazdym z tych przypadkéw poszukuje-
my innej, na ogot prostej funkcji, ktora dobrze przybliza funkcje pierwotng. W
zasadzie ograniczymy sie tylko do aproksymacji wielomianowej i to w takim
zakresie, ktory bedzie nam potrzebny w nastepnych rozdziatach podreczni-
ka. Wzory i réwnania wyprowadzimy w zapisie wskaznikowym oraz w zapisie
macierzowym, wykorzystujac operacje rachunku macierzowego, zestawione w

dodatku D.

4.2. Aproksymacja optymalna

Zadanie aproksymacji optymalnej w bazie jednomianéw polega na dobraniu
wielomianu aproksymacyjnego

m
Pp(®) = ama™ + apm12™ - arr +ag = Z arpz® =p(x)a (4.1
k=0
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gdzie:

p=[1xz...2™| — macierz jednowierszowa jednomianow,

T wektor nieznanych parametréw aproksymacii,

a=/lagaj...an)
w taki sposob, aby przyblizal on dana funkcje f(z) w pewnym sensie najle-
piej. Tak sformulowane zadanie moze by¢ rozwiazane jesli ustalimy stopien
wielomianu m oraz przyjmiemy kryterium, wedtug ktérego bedziemy oceniaé
jako$¢ aproksymacji.

Przyjecie okreélonego stopnia m wielomianu aproksymacyjnego jest trud-
ne, zalezne od wielu czynnikéw, i moze decydowaé o jakosci aproksymacji.
Kryteriéw oceny aproksymacji jest wiele, w podreczniku ograniczymy sie do
metody najmmniejszych kwadratéow, formulujacej kryterium najczeéciej wyko-
rzystywane.

W dalszym ciagu przedstawimy metode najmniejszych kwadratéw dla tzw.
aproksymacji cigglej i aproksymacji punktowej. Aproksymacjq cigglq nazwie-
my aproksymacje funkcji f(z) okre$lonej w pewnym przedziale, natomiast
w aproksymacji punktowej bedziemy aproksymowaé dyskretny zbior wartosci
funkeji f(x), danych w tzw. weztach aproksymacji z;,i = 0,1,2,...,n.

ftre

)

Rys.4.1. Interpretacja graficzna twierdzenia Weierstrassa

W podreczniku najczesciej bedziemy wykorzystywali funkcje aproksyma-
cyjne w postaci wielomianéw algebraicznych (4.1). Skuteczno$é¢ takiej aprok-
symacji ciaglej wynika z twierdzenia Weierstrassa.
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Twierdzenie 1 (Weierstrassa).
Jesli f(x) jest funkcja okreslong i ciggle w przedziale [a,b] i dane jest € > 0,
to wowczas istnieje wielomian P(x), okreslony w [a,b], taki Ze

|f(x) — P(z)| <e dla kaZdego x € [a, ]

7 twierdzenia tego wynika wazny wniosek, ze zawsze mozemy wyznaczy¢ taki
wielomian P(z), ktory bedzie wystarczajaco bliski danej funkcji, rys. 4.1.

4.3. Aproksymacja ciggla

Funkcje f(x) € Cla, b] aproksymujemy w metodzie najmniejszych kwadra-
tow wielomianem P,,, stopnia najwyzej m, wykorzystujac warunek minimali-
zacji bledu € w sensie normy Lo (patrz dodatek A)

b

e =1f@) = Pl = [ (£(2) - Pul@)) da (42

a
Podstawiajac (4.1) do (4.2) otrzymamy funkcje

b

e(ag, a1, ... ,am) = / (f(a:) - i akznk)zdzn (4.3a)
k=0

a

ktora po wprowadzeniu zapisu macierzowego ma postac

cla) = / (f(2) - pla)a) da (4.3b)

Nieznane parametry aproksymacji a;, ¢ = 0,1,...,m, obliczymy z warunku
koniecznego minimum &

Oe B
aai N

0 dla kazdego i = 0,1,...,m (4.4)

Poniewaz

m

b b b
Ez/(f(w))2dx—2Zak/wkf(x)dw+/(Zakwk)zdw
=0 k=0

a a
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to otrzymujemy

b b
Oe , m .
_ 7 i+k
90 2/:17 f(x) da:+2kE:0ak/:E dz (4.5)

a

Wykorzystujac (4.5) w (4.4) otrzymujemy tak zwany ukiad m + 1 réwnan
normalnych

m b b
Zak/a:iJrkdx:/a:if(a:)dx 1=0,1,...,m (4.6a)
k=0 a a

dla obliczenia niewiadomych a;, i = 0,1,...,m. Sa to réwnania liniowe, ktére

zawsze maja rozwiazanie jednoznaczne pod warunkiem, ze f € Cla,b] i a # b.
Odpowiednikiem réwnan (4.6a) w zapisie macierzowym jest réwnanie

b b
7" @ Pl dx] a= [p'@)f@da (1.6D)

a

Przyklad 4.1. Obliczymy metoda najmniejszych kwadratéw aproksymacje
funkeji f(x) = sinmx w przedziale [0,1].
Wielomian aproksymacyjny przyjmiemy w formie

PQ(:E) = a2x2 +a1x + ap

Wykorzystujac (4.6a) dostaniemy uktad réwnan

1 1 1 1
ao/1dx+a1/xdx+a2/x2dx:/sinmcdx
0 0 0 0
1 1 1 1
ao/a:da:+a1/a:2dx+a2/ 3da::/xsin7m:da: (4.7a)

0 0 0

/1

0

0
1 1
2 3 4 9. 2
ag | = d:E—I-a1 z’dzx +ag | x°dx = | z°sinmxde
0 0
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lub stosujac zapis macierzowy (4.6b)

1 1 bl 1
[/ x [1 x xz} da:} a= / x | sinmrder (4.7b)
2 2
0 x a X
Wykonujac nakazane catkowania otrzymamy uktad réwnan
n 1 n 1 2
ap+ a1 + —ag = —
R R T
1
500 + gal + 102 = ;
Lo 1.1 2 —4
—Qa —Qa -9 =
30T T T T
ktorego rozwiazaniem jest
1272 — 120 720 — 6072
ap = o~ —0,050465  a; = —ay = 2 ~4,12251
™ T

Wielomian aproksymacyjny ma postac
Py(x) = —4,122512% + 4,12251z — 0,050465

Blad aproksymacji (4.3) wynosi
1
c= / (sin7a + 4,1225122 — 4,122512 + 0,050465) dz = 0,01
0

Zauwazmy, ze elementy macierzy ukladu réwnan (4.7) obliczy¢ mozna z ogdl-

nego wzoru
b

, pitk+1 _ githk+1
/:L"H'kdx =
i+ k+1

a

Tak obliczone elementy tworzg tzw. macierz Hilberta, ktéra jest zle uwarun-
kowana i przy jej obliczaniu wystepuje duzy btad obciecia, co ma znaczenie
przy rozwiazywaniu duzego uktadu réwnan.

W dalszym ciggu uogélnimy wyprowadzone réwnania na przypadek aproksy-
macji w innej przestrzeni funkcji bazowych niz przestrzen jednomianéw. Wy-
maga to jednakze podania dwdch definicji i jednego twierdzenia.
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Definicja 1. Zbiér funkeji {ug, uq, ..., Uy} nazwiemy liniowo niezaleznym w
przedziale [a,b], gdzie b > a, jesli warunek

coup(z) + crur(z) + -+ - + epum(z) =0 dla kazdego z € [a, b]

ma miejsce tylko dla co =c¢; = ... = ¢, = 0. W przeciwnym przypadku zbiér
funkcji jest liniowo zalezny.

Definicja 2. Funkcjg wagowg w w przedziale [a,b] nazwiemy dowolna nie-
ujemna funkcje catkowalng w tym przedziale.

Funkcje wagowa bedziemy tez nazywaé funkcjq testowq i jej celem jest rozto-
zenie wagi (lub: waznosci) aproksymacji w réznych miejscach przedziatu [a, b],
co powinno poprawié¢ jako$é¢ aproksymacji.

Twierdzenie 2.

Jesli u; jest wielomianem stopnia i, dla kazdego i = 0,1,...,m, to wéwczas
zbidr funkcji {ug,...,un} jest liniowo niezalezny w przedziale [a,b], gdzie
a <b.
Przyjmijmy teraz, ze {ug,ui,..., Uy} jest zbiorem funkcji bazowych liniowo
niezaleznych w przedziale [a, b] i w jest funkcja wagowa w [a, b] oraz f € Cla, b].
Parametry a;,7 =0, 1,...,m, funkcji aproksymacyjnej

m

P(z) = Z ap uk(x) = p(x)a (4.8)
k=0

obliczymy minimalizujac btad z waga w(x)
b m 5
(00,1, vam) = [w@)[f@) = Y aeu@)] do (492)
s k=0
ktéry w zapisie macierzowym ma forme

b
@) = [w@)[(f@) - pla)a] ar (4.90)

gdzie:
p(x) = [ug,u1,...,un] — macierz jednowierszowa funkeji bazowych.
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Uktad réwnan normalnych, otrzymany z warunku koniecznego minimum &, ma
postaé analogiczna do (4.6)

b m b
/w(:n)f(:z:) u;(x)de = Zak/w(x) ug(z) ui(z)de dlai=0,1,...,m

k=0
(4.10a)
lub w postaci macierzowej
b b
| [w@p" @ () ds]a = [ p7(@) wi) f@)do (4.10b)

Przykladami funkcji bazowych p(x) sa wielomiany trygonometryczne, wielo-
miany Legendre’a lub wielomiany Czebyszewa.

Czytelnikéw zainteresowanych dalszymi studiami problematyki aproksymacji
ciaglej odsylamy do podrecznika z metod numerycznych [4, 6].

4.4. Aproksymacja punktowa

W aproksymacji punktowej funkcja f(z) dana jest w formie dyskretnej
w postaci zbioru wartoéci funkcji F' = [fo, f1,..., fa]? (gdzie oznaczono f; =
f(z;)) w weztach aproksymacji @ = (zo,21,...,Zy).
W ogélnym przypadku, wielomian aproksymacyjny P, (x) mozna wybraé¢ w
postaci wielomianu uogdlnionego

Pr(x) = amum () + am1um—1(x) + - - - + aguo(r) =

4 4.11
= Y ain(x) = pla)a ey
k=0
gdzie p(z) jest macierza jednowierszowa funkcji bazowych u;(z), 1 =0,1,...,m,

znanych i liniowo niezaleznych

p(z) = [up(z),ur(x), ..., um(x)]

Odpowiednikiem bledu e (4.2) w metodzie najmniejszych kwadratéw jest teraz
btad

€= zn: [f () — Pm($i)]2 = i [f(z;) — p(xi)a]2 (4.12)
=0

=0 7
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Warunek konieczny minimum funkcji e(ag, a1, . . . , @, ) napiszemy od razu w for-
mie réwnania macierzowego

ag n n
50 =0 [ 2P @) p(a)|a= Y p" (@) f(x) (4.13)

a i=0 i=0
Jest to liniowy ukltad rownan normalnych, ktéry ma rozwiazanie jednoznaczne
pod warunkiem, ze x; # x; dlai # j, 4,5 = 0,1,...,n. Przyjmujac oznaczenia

macierzy
n
A= ZpT(a:,-)p(xi) B = {pT(xo) pl(x;).. .pT(a:n)} (4.14)
i=0

réwnanie (4.13) mozemy napisa¢ w zwartej formie
Aa=BF (4.15)

Podstawiajac do (4.11) rozwiazanie a = A™'BF otrzymamy wzér na wielo-
mian uogdlniony

Pn(z) =p(x)A"'BF = N(2)F (4.16)

gdzie zdefiniowano macierz jednowierszowq funkcji
N(z)=p(z) A™'B (4.17)

We wzorze (4.16) wspoOlczynnikami kombinacji liniowej funkcji N;(z), i =
0,1,...,m sa obecnie znane wartosci funkcji f(z;), zawarte w wektorze F.
Poniewaz zwykle funkcja f(x) ma jaki$ sens fizyczny (na przyklad jest to
funkcja temperatury, przemieszczenia, naprezenia, ...) to elementy wektora
F nazywa sie fizycznymi stopniami swobody. Elementy zawarte w wektorze a
bedziemy natomiast nazywaé matematycznymi stopniami swobody.

W przypadku, kiedy wielomian aproksymacyjny stopnia m < n ma postaé

P, (z) = i ay, ¥ (4.18)
k=0

tzn. funkcje bazowe sa jednomianami, uklad réwnan normalnych w formie
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rozwinietej jest
n n n n n
aozyc?—i-alzycil +a22x? +~-+am2w§” = Zf(xz)x?
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n n
aozycil +alzxf +a22x§’ +~-+am2w§”+1 = Zf(xz)wzl
=0 i=0 =0 =0

i=0
n n n n n
LD BEARRID LR XD D RS R D DD P (CALA
=0 =0 =0 i=0 i=0
(4.19)
Roéwniez i w aproksymacji punktowej mozemy dla poprawy jakosci rozwigzania

wprowadzi¢ funkcje wagowa. Zostanie to pokazane w rozdziale siéddmym, przy
omawianiu metody bezelementowej Galerkina.

Przyktad 4.2. Obliczymy liniowy wielomian aproksymacyjny Pj(x) = ag +
a1z dla danych z tab. 4.1.

i 0 1 2 3
i 2 4 6 8
fla) | 2 11 28 40

Tabela 4.1. Dane do przyktadu 4.2

W tym przypadku n = 3 i m = 1. Wykorzystujac zapis macierzowy parametry
aproksymacji zawarte w wektorze @ = [ag a;]” obliczymy z réwnania (4.15)
(mozna tez skorzystaé¢ z uktadu réwnan (4.19)).

Odpowiednie wektory i macierze maja postaé

p=[1z]
3 3
A= z';)l ZZ:OwZ — 4 20
ST 20 120
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B=[pT<xo>pT<:c1>pT<w2>PT<$3”:B ‘o é]

2

11 81
BF=5B 28 | [ 536]

40

Réwnanie Aa = B F jest w formie

4 20 ap | | 81

20 120 a; | | 536
i ma rozwiazanie ag = —12,50 i a; = 6, 55.
Wielomian aproksymacyjny wynosi

Pi(z) = —12,50 + 6, 55z

Wynik obliczenn przedstawiono graficznie na rys. 4.2.

P& | fix) Pit
60 | D ]P(xi)
40 |-
20
| | | | »
2 X

Rys.4.2. Wyniki obliczen w przyktadzie 4.2

Przyktad 4.3. Zastosujemy aproksymacje kwadratowa Ps(z) = ag + a1 +
asx? do danych z tab. 4.2

Obecnie n = 41 m = 2. Podobnie jak w przyktadzie 4.2 niewiadome parametry
aproksymacji @ = [ag a; as]’ obliczymy korzystajac z réwnania macierzowego
(4.15). Potrzebne do obliczen wektory i macierze maja postaé

p=[1za”]
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i 0 1 2 3 4
i 0 025 050 075 1,00
f(z:) | 1,0000 1,2840 1,6487 2,1170 2,7183

Tabela 4.2. Dane do przyktadu 4.3

[ 4 4 4
1 Ya Y a?
=0 w0 5 2,5 1,875
A= | Yz Y22 Yad | =25 1,87 1,5625
=0 =0 =0 1,875 1,5625 1,3828
DI DR
L =0 =0 =0 i
11 1 1 1
B=[pT(xo)...p"(x4)]=1] 0 0,25 0,50 0,75 1,00
0 0,0625 0,25 0,5625 1,00
1, 0000
1, 2840 8, 7680
BF =B | 1,6487 | = | 5,4514
2,1170 4,4015
2,7183
Roéwnanie A a = B F ma postaé
5 2,5 1,875 ao 8, 7680
2,5 1,875 1,5625 ai | = | 5,4514
1,875 1,5625 1,3828 as 4,4015

a jego rozwiazanie wynosi ag = 1,0052, a; = 0,8641, as = 0, 8437.
Wielomian aproksymacyjny jest

Py(z) = 1,0052 + 0, 8641z + 0, 843722

Na rys. 4.3 poréwnano wynik obliczen z danymi z tab. 4.2.

Blad
4

Z[f(ﬂfi) — Py(z)]*>=2,76-107*

i=0
jest najmniejszym bledem, jaki mozna uzyskaé¢ dla kwadratowego wielomianu
aproksymacyjnego.
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Py(x)
3,0

f(x,')

Pyx)

2,0

1,0

| | | l »
0,25 0,50 0,75 1,00 x

Rys.4.3. Wyniki obliczen w przyktadzie 4.3

4.5. Interpolacja

4.5.1. Interpolacja Lagrange’a funkcji jednej zmiennej

Interpolacja funkcji f(x) jest szczegblnym przypadkiem aproksymacji, kt6-
ry ma miejsce dla m = n. Wéwczas w wezlach interpolacji © = [xg x1 ... 2y)
warto$é funkeji interpolacyjnej P(x) jest dokladnie réwna funkeji interpolo-
wanej f(z), rys. 4.4

.

4

P(x) A )

P}’L(x)
- f)

Rys.4.4. Interpolacja funkeji f(x)
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Po(z;) = f(zi) i=0,1,...,n (4.20)

Wzory i rownania wprowadzone w punkcie 4.4 sa oczywisScie wazne réwniez
i dla interpolacji, po uwzglednieniu, ze m = n. Prostszym jednakze sposobem
jest bezposrednie wykorzystanie warunkéw (4.20).

Jesli funkcje interpolacyjna wybierzemy w postaci wielomianu uogdlnione-
go (4.11), to réwnania (4.20) przybieraja postaé

p(z;)a = f; i=0,1,...,n (4.21a)
lub w zapisie macierzowym
BTa=F (4.21b)

gdzie wykorzystano definicje (4.14) macierzy B

uo(xo) wi(zo) ... up(zo)
BT = [p” () p (1) ... p ()] = up(z1) ur(z1) ... un(w1)
oraz wektorow a i F
a=lagar ... an]' F=[fofi .. fal"

Podstawiajac rozwigzanie réwnania (4.21b) a = (BT)~'F do wielomianu in-
terpolacyjnego (4.11) otrzymamy

Pu(x) = p(z) a = p(z) (BT)"'F = N(a) F (4.22)

gdzie obecnie N (x) zawiera funkcje liniowo niezalezne i tworzy nowq baze
interpolacyjng

N(z) = p(z) (BT)™! = [Ny(z) Ni(z)... Nu(x)] (4.23)

z fizycznymi stopniami swobody zawartymi w wektorze F'.
Jesli baze p(zr) przyjmiemy w postaci jednomianowej

plx)=[1zz® ... z"]
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to uktad réwnan (4.21) przyjmuje postaé

1 0 azg Sy ap fo

1 T ZE% PN 1‘? aq f1

1 2 n f
Typ X .. TP an n

Ponadto, baza N (x) jest wowczas tzw. bazg Lagrange’a
N(xz) =[Npo(x) Npi(x) ... Nyn(z)]

utworzona z wielomianéw bazowych Lagrange’a stopnia n o postaci ogdlnej

(4.24)
(x—z0) (@ —2x1) ... (x — 1) (T — 1) ... (T — xp)
(x; — o) (s — 1) .. (g — xi—1) (T — 1) -« () — )

Na rys. 4.5 pokazano wykres funkcji Lagrange’a N, ;(z).

A

V1 I\/l N_" [

X1

Nn,i(x)

X

i z+ n- n

Rys.4.5. Wykres funkcji Lagrange’a Ny, ;(z)

Z interpretacji wzoru (4.22) oraz wlasnosci interpolacji Lagrange’a (N, x(x;) =
Ori, gdzie Oy, jest delta Kroneckera o wlasnosci dp; = 1 dla k = 7 oraz §; = 0
dla k # i) wynika wazna réwnosé

> Naplz) =1 (4.25a)
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wyrazajaca tzw. warunek kompletnosci rzedu zerowego dla funkcji bazowych.
Ogodlnie, warunek kompletnosci rzedu p jest postaci

ZNnk(x)wi = 7P, p=0,1,...,n (4.25D)

Jesli funkcje bazowe spelniaja warunki kompletnosci do rzedu p to oznacza to,
ze przez ich kombinacje liniowa mozna dokladnie przedstawi¢ dowolny wielo-
mian algebraiczny az do stopnia p wlacznie. W praktyce warunki kompletnosci
(zwlaszcza najprostszy rzedu zerowego) wykorzystujemy do sprawdzenia po-
prawnosci wynikéw obliczen funkcji bazowych Lagrange’a.

Btad interpolacji Lagrange’a wyraza wzor

FUrrDE())

(x —xo) (x —x1) ... (x — p) (4.26)
gdzie f € C"la,b] i€ € (a,b).

Przyklad 4.4. Wyprowadzi¢ wzér na liniowy wielomian interpolacyjny La-
grange’a Pi(x)(n =1).
Dane: wezly interpolacji @ = (2 x1),
wartoéci funkcji interpolowanej w weztach: F = [ fy f1]7.
Wielomian interpolacyjny (4.22) ma postacé

Py(z) = No(z) fo + Ni(z) f1 = N(2)F

Funkcje bazowe obliczymy najpierw z wzoru (4.23), gdzie

_ T_ |1 zo -1 1 T —x
p(x)=[1z] B _ll s | o2 (BY) T I —a | -1 1

otrzymujac

N(z) = pla) (BT =[1 2] — [ _%]:[w—“l T o

1 —x9 | —1 1 To— L1 T1— To

Ten sam wynik oczywiscie otrzymamy wykorzystujac wprost wzor (4.24).
Przyjmujac o = 0 oraz 1 = L mamy

x
Nl’o(:E) =1-—= N171(l’) =

’ (4.27)

R
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Powyzsze funkcje spetniajg warunki kompletnoéci rzedu zerowego i rzedu pierw-
Szego poniewaz

1
Zvak(x):1—%+%:1
k=0
oraz
! x X
> Nig(@)z = (1 - Z)iﬂo tro= O+tax=z
k=0

Na rys. 4.6 pokazano wykresy liniowych funkcji bazowych Lagrange’a (4.27).

(7
St )=/,

| N,,U(x)=l-%

X
1 N, (x)=z

Rys.4.6. Liniowa interpolacja Lagrange’a

Przyklad 4.5. Wyprowadzi¢ wzér na kwadratowy wielomian interpolacyjny
Lagrange’a Ps(z) (n = 2).
Dane: wezly interpolacji @ = (z¢ 1 z2),

wartoéci funkcji interpolowanej w weztach: F = [ fy f1 f2]7.
Wielomian interpolacyjny (4.22) jest w formie

Py(z) = No(z) fo + Ni(2) fr + Nao(z)f2 = N(2)F (4.28)
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Funkcje bazowe N;(x), i = 0,1,2 znowu mozna obliczyé¢ z wzoru (4.23), co
juz jednak jest bardziej klopotliwe (mozna potraktowaé to jako ¢wiczenie),
dlatego skorzystamy od razu z wzoru (4.24) otrzymujac

(= 2) (z — 22)
Nao(@) = (zo — 1) (w0 — 22)

_ (x — o) (. — x2)
Na(@) = (z1 — z0) (71 — 22)

 (z—20) (z — 21)
Naa(@) = (z2 — z0) (22 — 1)

Na rys. 4.7 zilustrowano graficznie wzér (4.28).

f(x ) A N 22 (x)fz P2 (x) :é;o Nz,k (x )fk

N. 2.0 x)f b

>
X, X, X, X

Nz,z x)f;

Rys.4.7. Interpretacja graficzna kwadratowego wielomianu interpolacyjnego

Przyjmujac 9 = 0 oraz z; = % i xo = L dostaniemy

Noo(w) = = (2~ L) (2~ 5)
Noi(z) = %az (L —x) (4.29)
Noa(a) = 2 (& — 2)
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Na rys. 4.8 narysowano kwadratowe funkcje bazowe Lagrange’a (4.29).

) A 49
1
} } >
X L X; L X, X
3 2 2 J
< g
| 2 L
Ny (=L (x5 )
1 N, (x):f;x(L—x)
| NZ’Z(x):ZZZx(x—zl’)

Rys.4.8. Kwadratowa interpolacja Lagrange’a

Przykltad 4.6. Wyprowadzi¢ wzoér interpolacyjny Lagrange’a stopnia dru-

giego przyblizajacy funkcje f(z) = %, przyjmujac wezly interpolacji xyp = 2,
1 =2,51x9=4.

Wykorzystujac wzory z przyktadu 4.5 obliczymy

Nop(z) = ((‘; — gg; g :j)) = 2% — 6,52 + 10
Nai(z) = (2% — ;; g; ?4) = %(—4:52 + 242 — 32)
Nao(z) = ((i : ;; EZ:;:;; = %(wz — 4,5z + 5)
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Wartosci funkcji f(x) w weztach interpolacji wynosza

fo = flzo) = f(2) = 5 =0.5
fi= fle) = f(2.5) = 55 = 0,4
fo=flx2) = f(4) = i =0,25

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a stopnia drugiego ma postaé
2 2 1 2
Py(x) =Y Nog(x) f(ax) = (2° — 6,5z 4+ 10) - 0,5 + g(—4:c + 24z — 32) - 0,4+
k=0

1
+3(a* = 4,52 +5) 0,25 = 0,052° — 0,425 + 1,15

Dla przykladu, P»(3) = 0,325, a f(3) = £ 220, 333.

7 powyzszego przykladu wynika, ze obliczony wielomian interpolacyjny
dobrze przybliza funkcje f(x) = % Nie zawsze jednak tak jest, co widzimy
rozwazajac interpolacje pokazang na rys. 4.9a. Na rysunku tym funkcja in-
terpolowang jest prosta tamana A-B-C-D-E, a funkcjami interpolacyjnymi
sq wielomiany stopnia drugiego Pa(x), czwartego Py(x) i 6smego Ps(z). Jak
widaé, w przypadku wielomianu interpolacyjnego Ps(z) jako$¢ interpolacji w
skrajnych przedziatach trudno uznaé za zadowalajaca: réznice pomiedzy f(z)
i Pg(x) sa duze. Ten efekt pogarszania sie jakosci interpolacji wielomianami
wysokiego stopnia w skrajnych przedziatach znany jest jako tzw. efekt Run-
gego. Dlatego zazwyczaj interpolacje funkcjami wielomianowymi ograniczamy
do wielomianéw niskiego stopnia. Pewnym wyjsciem jest zastosowanie inter-
polacji sklejanej, ktéra jest ztozona przedziatami z wielomiandéw niskiego stop-
nia. Pokazano to na rys.4.9b, gdzie wielomian interpolacyjny jest zlozony z
czterech wielomianéw stopnia drugiego. Taka idea interpolacji sklejanej jest
wykorzystywana we wspotczesnych metodach komputerowych, na przyktad w
metodzie elementéw skoniczonych, przedstawionej w rozdziale széstym.

Innym problemem w stosowaniu interpolacji Lagrange’a jest to, ze jest ona
klasy C°, przez co rozumiemy, ze w wezlach interpolacji spetniony jest tylko
warunek zgodnosci wartosci funkcji interpolowanej z funkcja interpolujaca,
natomiast nie ma cigglosci w weztach przynajmniej pierwszych pochodnych
(punkty B, C i D na 4.9b). Ten warunek spelnia interpolacja Hermita, opisana
w p. 4.6.
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a)
Py(x)
P (x)
Pg(x)
b) C
Pz(x)
4 P p D E

Rys.4.9. a) efekt Rungego, b) interpolacja sklejana

4.5.2. Interpolacja Lagrange’a funkcji dwéch zmiennych

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a dla funkcji f(x,y) obliczaé¢ bedzie-
my podobnie jak to miato miejsce przy interpolacji funkcji jednej zmiennej,
pamietajac jednakze, ze obecnie funkcje i macierze funkcyjne zaleza od dwaoch
zmiennych (z,y). Przepisujac wzér (4.22) mamy

Pu(z,y) = N(z,y) F (4.30)
gdzie macierz funkcji bazowych Lagrange’a wyrazona jest wzorem
N(z,y) = p(z,y) (BT) ™! (4.31)

Zastosowanie powyzszych wzoréw zilustrujemy dwoma przyktadami interpo-
lacji funkcji nad obszarem tréjkatnym i prostokatnym.

Przyktad 4.7. Wyprowadzi¢ wzor interpolacyjny Lagrange’a nad obszarem
trojkatnym z trzema weztami.

Dane: wezly interpolacji © = ((x;, vs) (,v;) (K, Yx)),
wartosci funkcji interpolowanej w weztach:

F=[fxi,yi)=fi flzjy) =T [leye) = fil
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Na rys. 4.10 pokazano rozwazany trojkat z numeracja weztéw i wspélrzednymi
weztdw.

y () A - powierzchnia
trojkata
(5.;)
(xi)yi)l,
T
X

Rys.4.10. Obszar trojkatny z trzema wezlami

Interpolacje funkcji mozemy tez wyrazi¢ poprzez matematyczne stopnie swo-
body wykorzystujac wzér (4.11) (dla m = n), co zostalo pokazane na rys.
4.11. Nalezy zauwazy¢, ze numeracja weztéw i, j, k jest przeciwna do ruchu
wskazdwek zegara.

(x)=a,ta,xta;y =
s X 1, /P NN G N,

Rys.4.11. Interpolacja liniowa funkcji f(z,y) nad obszarem tréjkatnym

Korzystajac w dalszym ciagu ze wzoréw (4.30) i (4.31) napiszemy potrzebne
wektory i macierze.

Macierz jednowierszowa jednomiandéw

p(z,y) =[1zy]
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Macierz BT i jej odwrotnosé

. Loz oy
B = 1 Tj Yy
I zp yk

L 1 TiYk — TRY; TkYi — TiYk  TiYj — TjYi
(B ) :ﬂ Yi — Yk Yk — Yi Yi —Yj
T — T T — T Lj—Ti

gdzie A jest powierzchnig tréjkata lub 2A4 jest wyznacznikiem macierzy BT .
Znak wyznacznika sie zmieni, jesli wezly zostang ponumerowane zgodnie z ru-
chem wskazéwek zegara.

Funkcje bazowe Lagrange’a otrzymamy ze wzoru (4.31) (pomijajac w dalszym
ciagu pierwszy dolny indeks)

1
A [xjye — zey; + (y5 — yk) @ + (T — x5) ¥
1
Nj(x, y) = ﬂ [l”kyz' — TiYg + (yk - yi) T+ (iﬂz’ - xk) y] (4-32)

Ni(z,y) =

1
Ni(z,y) = oA [wy; — xjyi + (yi —yj) © + (25 — 24) y ]

N, k (xy)

Rys.4.12. Liniowe funkcje bazowe Lagrange’a nad obszarem trojkatnym

Funkcje te mozemy réwniez zapisa¢ w zwartej postaci

1
Ni(z,y) = 74 (a; + Biz + viy)

o =Ty —TRY; Bi=yi—Yp Vi=ak—x; i FJFk

(4.33)
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ze zmiang indekséw wg permutacji podstawowej ¢ — j — k. Funkcje bazowe
(4.32) spelniaja oczywiscie warunek kompletnosci Zi Ni(z,y) = 1. Na rys.
4.12 pokazano wykresy funkcji bazowych (4.32).

Wzér interpolacyjny Lagrange’a przyjmuje forme

Przyktad 4.8. Wyprowadzi¢ funkcje bazowe Lagrange’a nad obszarem pro-
stokatnym z czterema weztami.

Dane: wezly interpolacji ® = ((z1,y1) (22, y2) (3, ¥3) (24, 94)),
wartosci funkcji interpolowanej w weztach:

F=[flzi,y))=f flea,y2)=fo fles,ys) = f3 faa,ya) = fa)7.

Rozwazany obszar prostokatny jest pokazany na rys. 4.13.

A

y (XpY4) : 3 (xX3,y3)
xpy;) i 5 (xX5),)
le 2a N
>
X

Rys.4.13. Obszar prostokatny z czterema weztami

Macierz jednowierszows jednomianéw przyjmiemy w postaci

p(z,y) =[1lzyxy]

Mozna byloby zamiast bazowego elementu kwadratowego xy wybraé z? lub
y?. Wybér zy jest jednak preferowany poniewaz implikuje to, ze zaleznoéé
funkcji interpolacyjnych od z i y jest podobna, tzn. ze aproksymacja jest tego
samego typu w tych kierunkach. Pomimo tego, ze w macierzy p(z,y) wyste-
puje element kwadratowy xy to zmiana funkcji bazowych w kierunkach x i y
(dla odpowiednio y = const. i © = const.) jest liniowa. Z tego powodu taka
interpolacja jest nazywana interpolacjq dwuliniowg.

Funkcje bazowe interpolacji mozna obliczy¢ w sposéb analogiczny jak to
mialo miejsce w przyktadzie 4.7. Latwiej jednak jest skorzystaé ze wzoru
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(4.24). Rozwazmy na przyktad wezel 1 na rys. 4.13. Funkcja bazowa Lagran-
ge’a w kierunku x jest nastepujaca

Xr — X9
Li(z) =
1(x) pra—
natomiast w kierunku y jest
Y—Ya
Li(y) =
Y1 — Y4

Funkcje bazowa Np(zx,y) obliczymy ze wzoru

T—Ty Y—Ys 1
Ni(z,y) = Li(z) La(y) = T —a2 Ui—vi  dab (x —22) (Y — ya)

gdzie 2a = x9 — 11 = x3 — 14 1 2b = y4 — y1 = Y3 — yo. Latwo sprawdzié, ze
warunki interpolacji sa spelnione: Ny(z1,y1) = 11 Ni(x2,y2) = Ni(x3,y3) =
Ni(z4,y4) = 0. Wyprowadzajac w ten sposob pozostale funkcje bazowe otrzy-
mamy cztery funkcje bazowe Lagrange’a

Ny(2,y) = — (2 — 22) (y — ya)

4ab
1
Na(z,y) = @ (x — 1) (y —y3) (4.34)
N3(z,y) = dab (x —24) (Y — y2)
Ny(z,y) = dab (x —x3) (y — 1)

Rys.4.14. Dwuliniowa funkcja bazowa Lagrange’a N4(z,y) nad obszarem prosto-
katnym
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Na rys. 4.14 pokazano przyktadowo wykres funkcji Ny(x,y). Funkcja zmie-
nia sie liniowo dla linii réwnolegltych do osi uktadu wspétrzednych. Obecnosé
cztonu zy w p(z,y) oznacza, ze w kazdym innym kierunku zmiana funkcji jest
juz nieliniowa.

Budowa funkcji bazowych Lagrange’a w obszarze dwuwymiarowym jest
zadaniem trudnym, wymagajacym duzego doswiadczenia. Pomijajac fakt, ze
obszar w ktérym dokonujemy interpolacji moze mieé ztozong geometrie, istot-
nym jest wybér odpowiedniej macierzy p(x,y). Korzysta sie w tym przypadku
z trojkgta Pascala, w ktérym jednomiany sa utozone w sposéb systematyczny,
rys. 4.15. Dla interpolacji jednowymiarowej trojkat Pascala degeneruje sie do

1
T Y
x? Ty y?
3 22y oy’ 3
o 23y 22y 2y "

Rys.4.15. Tréjkat Pascala

1, =, 22, 23,... . Je$li w macierzy p(z,y) zawarte sa wszystkie cztony okreglo-
nego rzedu (z jednej linii trojkata Pascala) to otrzymujemy w efekcie kompletny
wielomian interpolacji. Czesto, z przyczyn uzasadnionych, konstruuje sie wie-
lomiany niekompletne. Nie wchodzac w szczegdly powiemy tylko, ze uzasad-
niong przyczyna jest brak poprawy zbieznosci interpolacji przy zwiekszaniu
stopnia wielomianu. Woéwczas pomijamy te czlony, ktére sa tego przyczyna
(tzw. czlony pasozytnicze).

4.6. Interpolacja Hermite’a

W zastosowaniach praktycznych, w ktérych operuje sie zbiorami o du-
zej liczbie punktéw weztowych, interpolacja Lagrange’a z konieczno$ci musi
byé¢ stosowana w wersji sklejanej bowiem, jak juz o tym moéwiliSmy, tylko
W ten sposob mozna uniknaé stosowania wielomianéw interpolacyjnych zbyt
wysokiego stopnia. Tak sklejona interpolacja nie zawsze jednak moze sprostaé
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wymaganiom zastosowan, gtéwnie z powodu wystepowania nieciggtosci funkcji
interpolacyjnej P, (x), bedacych konsekwencja dokonanych ,sklejen”. Tymcza-
sem, wymagania dotyczace ciaglodci nie tylko samej funkcji f(z) lecz takze jej
pochodnych do danego rzedu m wlacznie pojawiaja sie bardzo czesto i bywaja
bardzo istotne. Powstaje wiec uzasadniona potrzeba odpowiedniego uogdlnie-
nia koncepcji interpolacji Lagrange’a. Takie uogélnione wielomiany maja ta
wlasnosé, ze dla danych n + 1 punktéw weztowych xg,x1,...,2, i nieujem-
nych liczb catkowitych mg, m1, ..., my, wielomianem aproksymujacym funkcje
f(z) € C™[a,b], gdzie m = max(mg, my,...,my) i z; € [a,b],7=0,1,...,n,
jest wielomian stopnia co najwyzej

m
M = Z m; +n
i=0
z wlasnodcia, ze w kazdym punkcie weztowym x;,7 = 0, 1,...,n, funkcja ta i jej
wszystkie pochodne rzedu mniejszego lub réwnego m;, ¢ = 0,1, ..., n sa réwne

funkcji f(x) i jej odpowiednim pochodnym. Stopien M wielomianu wynika

n

stad, ze liczba warunkéw, ktére musza by¢ spelnione wynosi > m; + (n + 1)
i=0

i wtasnie wielomian stopnia M ma M + 1 wspoélczynnikdw.

Powyzsze stwierdzenia podsumujemy w definicji.

Definicja 3. Niech xg,x1,...,x, jest zbiorem n + 1 punktéw weztowych
w przedziale [a,b] i m; sa nieujemnymi liczbami calkowitymi zwiazanymi z
punktami z;, ¢ = 0,1,...,n, oraz
— X 3 m
m = Iax m i f(x) € C"|a,b]

Wielomianem uogdlnionym, aproksymujacym funkcje f(x) jest wielomianem
P(z) co najmniej takiego stopnia, ze

dz*é  daF

dla wszystkich : =0,1,...,ni k=0,1,...,m;.

Zauwazmy, ze jesli n = 0 to wielomian uogdlniony jest wielomianem Tay-
lora stopnia mg dla f(z) w punkcie xg. Jesli m; = 0 dlai = 0,1,...,n,
to wielomian uogdlniony jest wielomianem interpolacyjnym f(z) w punktach
TQ,T1,--., Ty, tzn. jest wielomianem Lagrange’a.



76 Elementy aproksymacji i interpolacji funkcji

Wielomian uogdlniony nazywa sie wielomianem Hermite’a jesli m; = 1
dla wszystkich ¢« = 0,1,...,n. Taki wielomian ma te wlasnosé¢, ze w punk-
tach weztowych xg,x1,...,x, wartosci funkcji f(x) i P(x) i ich pierwszych
pochodnych sa sobie réwne.

Posta¢ wielomianu Hermite’a jest okreslona doktadniej przez ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie 3.

Jesli f € Ca,b] i xg,21,...,7, € |a,b] sq izolowanymi punktami weztowymi,
to wielomianem Hermite’a, co najmniej stopnia zapewniajgcego jego zgodnosc
z funkcjq f 1 jej pochodng f', jest wielomian stopnia co najwyzej 2n + 1 okre-
slony wzorem

n

Honi1(z) =Y f(z) Hpj(@) + > f'(a;) Hn j(x) (4.35)
=0

J=0

gdzie funkcje bazowe interpolacji sq rowne

Hy (@) = [1 = 2w — 25) Ny, (25)| N2 ()

n7]
7y 2
Hy j(z) = (z — ;) Ny, (2)
W powyzszym twierdzeniu NV, ; oznacza funkcje¢ bazowa Lagrange’a stop-
nia n dla punktu wezlowego z; oraz () = —(e).
Dodatkowo, jeli f € C?"*2[a,b] to blad interpolacji Hermite’a wynosi

B _ (z — 5130)2 (- xn)Q (2n+2)
f() = Hanga (@) = G mms = FE D E@) (430)

gdzie £ € (a,b).
W dowodzie twierdzenia, ktérego nie bedziemy przytaczaé, wykazuje sie, ze
funkcje H, ; i H, ; spelniaja warunki

Y d. |

H, j(x) = { 1 ik @Hn](iﬂk) =0 dla kazdego k
-~ . d - 0 j#k

H, j(x) =0 dla kazdego k aHn](xk) = { 1 sk

co jest zilustrowane na rys. 4.16.



4.6. Interpolacja Hermite’a s

H, J(x)

j-1 i 1 n

~

]{n J (X)

Nachylenie stycznej
pod katem 45°

Rys.4.16. Funkcje bazowe interpolacji Hermite’a

Przyktad 4.9. Wyprowadzi¢ wzor interpolacyjny Hermite’a dla dwéch punk-
téw wezlowych.
Dane: wezly interpolacji (zg, z1)

wartosci funkeji f w weztach: (f(xo) = fo, f(z1) = f1)

warto$ci pochodnych funkeji f w wezlach: (f/(xo) = f§, /(1) = f1)

Wielomian interpolacyjny jest stopnia 2n+1=2-1+1 = 3 i ma postaé
1 1
Hy(x) =) Hyj(x) fj + ) Huij(2) f
§=0 §=0
Funkcje bazowe wyznaczymy obliczajac kolejno

Tr—x 1

Nio(z) =
To — T1 Lo(@) To — T1

N170(a:) =

Hiofe) = [1 = 2e —20) 1] (50) = e+ (e - 17

gdzie oznaczono £ = (x — xzg)/L, L = x1 — x¢
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(o) = (@ - a0) (S—2)" = Lee - 1P

Nij(z) = ;1 _11:71700 N, (@) = e——

Hyy(z) = [1-2(2 — ) — i xo} (;ﬁl—_a;oo)z = £2(3 — 2¢)
Hyi(z) = (z —x1) (; - 3;500)2 —Le e 1)

\'( H;(x)
Jo-Jo m’fl'
{
; : I
< 2
1\ H, (%)
o=45° I/—\II,(}(X)
/ H,, ()
- H,,®)
o=45

Rys.4.17. Funkcje bazowe interpolacji Hermite’a

Przyjmujac xp = 0 mamy L = x; i wzory na funkcje bazowe interpolacji
Hermite’a sa w postaci
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o) 1-3(2) 42 a2
T2 T\ 3 N T2 x (437)
=5 2 A =o(G) )

Na rys. 4.17 pokazano wykresy tych funkcji.

Przyktad 4.10. Obliczyé wzorem interpolacyjnym Hermite’a f(1,5) dla da-
nych z tabeli 4.3.

W tym przyktadzie n = 2 i wielomian interpolacyjny jest stopnia 2n + 1 =
2.2+ 1 =5 wyrazony wzorem

2 2
Hs(x) =Y Haj(2) fj + ) Haj(2)f]
j=0

=0

k T}, f (o) f'(xr)

0 1,3 0,620 0,522
1 1,6 0,455 0,570
2 1,9 0,282 0,581

Tabela 4.3. Dane do przykladu 4.10

Obliczamy kolejno

(x —z1) (x — x2) 50 , 175 152

N- = ——— -
2’0($) (:L'Q—:L'l) (l’o—:L'g) 9 v 9 Tt 9
, 100 175
20(%) = =97 = =5~

Npy(w) = Emmo) e o) 100, 520, 247
’ (x1 — x0) (21 — 22) 9 9 9

200 320
Nj (o) = ~ 200+ 2

9 9
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— — 14 104
Noo(z) = @~ m) (@ — 71) 2@952——536+i

’ (:L'g — l’o) (l’Q — :L'1) 9 9 9

() = 10, 145

2,2 - 9 9

50 , 175 1522
Hao(w) = [1 = 2(z = 1,3) - (=5)] (gw -5t T) =
50 , 175 15242
(102 — 12) (gw -5t T)
B 100 , 320 24742

Haa(w) =1- (= e + = = =)

(Ex - Tw + 9
(

100 , = 320 247 2
10,5, 320, 2Ty

50 , 175 @)2

9 97 9
H = (50x2—§$+%)2
9 9 9
Hs(x) = 0,620Hs0(z) + 0,455 2,1 (x) + 0, 282Ha 5 (2) — 0,522H5 0 (z)—
0,570Hs 1 (2) — 0,581 Hy o ()

Hs(1,5) = 0,620 - (%) +0,455 - (Z_‘ll) 40,282 (8%) 0,522 (%)_
32

0,570 - (_E) —0,581-(—4—35) — 0,512

Interpolacje Hermite’a mozna tez stosowaé w wersji sklejanej. Funkcje in-
terpolacyjne moga by¢ w ogdlnoéci sklejane z wielomianéw réznych stopni
w podprzedziatach na jakie podzielimy przedzial [a,b] bedacy dziedzina funk-
cji f(x). Szczegbly takiej interpolacji funkcjami sklejanymi (ang. spline inter-
polation functions) mozna znalezé w podrecznikach z metod numerycznych.



