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Cz. I: WPROWADZENIE DO MATLABA
1. Wyglad interfejsu uzytkownika
Po uruchomieniu programu Matlab w zadesci od wersji i ustawig, pojawi S¢
interfejs  wytkownika. Przykladowy interfejs pokazano p@@)i wraz z opisem

najwazniejszym sktadnikbw okna programu. Dosiny wyglad interfejsu programu nioa
zawsze przywréociwybierapc: Gorne MenubDesktop: Desktop Layout: Default

S e T T T -
. S I e e e neniyponsseron: T - LA Katalog biechy

[ Disty dacifind Ko | biarma inkae Min W e
:: Przestrzen
ER e Okno polecen robocza
Zawartosc

: biezacego — .
,,ka_tqugu_, =~ Historia

- w-polten

2. Sposoby pracy w programie

Praca w Matlabie n¥@ mi& charakter
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- wsadowy: wydawanie poleten oknie polecé (Command Window), po znaku
zaclety >> - polecenie jest natychmiastowo przetwarzammeez program i
wykonywane: na ekranie me pojawt si¢ rezultat lub komunikat o bdizie,

- skryptowy: poprzez tworzenie tzw. m-plikbw, czylilikpw tekstowych
zawierajcych chg polecé Matlaba: nie § one wykonywane, dopokizytkownik
tego nie zagda; nowy plik mana utworzy poprzez Gérne Menu: File: New, a
otworzy¢ istniegcy z dysku: Gorne Menu: File: Open. Zaz#tgm razem pojawi
si¢/zaktualizuje nowe (domdinie niezadokowane) okno edytora z kolejnymi
zaktadkami oznaczggymi referencje do otwartych plikow

Wydajyc polecenia w Matlabie nioa wykorzystywa: funkcje wbudowane waglro (np.
funkcje matematyczne), funkcje zebrane w tzw. porglki (toolbox) pogrupowane
tematycznie lub wiasne funkcje (m-pliki) znajgicg s¢ w katalogu biegcym.

Na pocatku nauki Matlaba zalecane jest zaznajomienie heimy pracy wsadowym, a
potem stopniowe przechodzenie do tworzenia wtasngomaz bardziej zimnych m-
plikow.

3. Zasady pracy w trybie wsadowym

- podstawowym typem danych liczbowych w Matlabie jesblica liczb zwana
maciera - jakakolwiek warté¢ liczbowa wpisana przezzytkownika w Oknie
Polecaé (OP), lzdzie traktowana jako macierz

>>a=1

Po napisaniu powgzego i nadnicciu klawisza Enter, wykonanie polecenia
poskutkuje utworzeniem zmiennej 0 nazwie "a" i maela jej wartdci "1". Jest to
widoczne zaréwno w postaci echa programu (wypisypganz OP zaraz po
wykonaniu polecenia) oraz w Przestrzeni Roboczepr@space) - na dcie
zmienn\E/Eh widnieje zmienna "a", obok widnieje jeptka charakterystyka symbol
tablicy ™, jej rozmiar (1x1), liczba bajtow (Bytes), na ktéh zapisana jest
zmienna (8), wart® (Value) oraz elementy ekstremalne (Max i Min).
Widoczna¢ tych pdl i innych ména whczye/wytaczye klikajac PKM (Prawym
Klawiszem Myszy) na nazwie jednego z nich.

- w Matlabie nie jest potrzebna deklaracja zmiennyzh, program sam niejawnie
rozpoznaje, z jakim typem ma do czynienia. Typ dmzy obejmuje liczby
naturalne, catkowite, wymierne, niewymierne rzecgy® i nhierzeczywiste
(zespolone). Wszystkie one zapisywagaa 8-16 bajtach. Konwersja na inny typ
(np. catkowity - o mniejszej diugoi) musi by przeprowadzona przez
uzytkownika, np.

>> ¢ =intl6(a)
- nieprzypisane wyniku dziatania do zmiennej nie klgjg bkdem: w takiej sytuacji
tworzona lub aktualizowana jest zmienna standardowaazwie "ans", kt@r

maozna postugiwa si¢ jak kazdg inng zmienn.

>>a+1
>>ans+3+a
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- rezultat operacji podstawieniacdzie zawsze wypisywany przez program w
postaci echa, chybze linijka bxdzie zakaczona znakiensrednika (;). W takiej
sytuacji polecenie zostanie wykonane, ale rezaigatedzie wywietlony

>>p=a+b5;

Rezultat nie zostat wypisany, ale zmienna b zosiaélaorzona i ma wartg 6 -
wida¢ to chociaby w Przestrzeni Roboczej (Workspace). Wartkazdej
zmiennej mana tez podghdnaé piszic jej nazwe, np.

>>a

>> ans
>> b

- caly przestrzé robocz mazna zapiséna dysku poleceniem save
>> save zmienne
- usury¢ jedmy lub wiele zmiennych mima poleceniem clear

>> clear a
>> clear all

Pierwsze clear usunie zmienta", drugie clear - catPrzestrzé Robocz.
- zapisag przestrzé robocz mazna wczyté poleceniem load
>> |oad zmienne

- wszystkie wydane polecenia ur@a tatwo przywracaw OP za pomag strzatek
gora - dot; strzatka gorna zacznie przeszukiwangohi polecé od ostatnio
wpisanego; jeeli wczeniej wpisane zostanjakies znaki, strzatka gérna zacznie
wyszukiwa tylko te linijki, ktére s¢ od tych znakdéw zaczyngjDlatego te nie
ma sensu wpisywajeszcze raz poleae zwtaszcza tych diugich, np. w sytuacij,
gdy popetnito si wczeniej jakis blad sktadniowy. W tym przypadku néle
przywrock strzatly wezesniejsz linijk ¢ i dokon& stosownej korekty.

- nazewnictwo zmiennych (jak rowrieplikdw i funkcji) podlega takim samym
ograniczeniom, jak w innychejykach programowania: nie mua zaczyna&
nazwy zmiennej od liczby, ani ozhdnego innego znaku, ktory nie jest kter
wewngtrz nazwy réwnie nie mae by np. spacji. Poprawne nazwy zmiennych to
np. a, al, a_1, niepoprawne to z kolei 1a, a 1jtdaNalery réwniez pamketac, ze
Matlab rozrania wielkas¢ liter, np. zmienne a i A to dwie z0e zmienne.

4. Zmienne specjalne
- istnieje kilka nazw zarezerwowanych tzw. zmiennypecalnym, wbudowanym

W program, np. ans, computer, eps, i, j, Inf, Naargin, nargout, pi, realmax,
realmin
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eps - podaje dokladfbd maszynow (w zapisie wykladniczym) -
jest to odlegia od liczby 1 do nasgpnej liczby rzeczywistej tej
samej precyzji

[ - jednostka urojona (pierwiastek z -1)

J - JW.

Inf - symbol nieskfczondgci

Nan - symbol nieoznaczony

nargin - liczba argumentow aktualnych funkcji

nargout - liczba wartai aktualnych funkcji

pi - warta¢ liczby n

realmax - najwiksza liczba rzeczywista rozpoznawana przez program
realmin - najmniejsza liczba rzeczywista rozpevarea przez program

Wszystkie z nich (poza nargin i nargout, ktgydusmkcjami logicznymi
stosowanymi wewgtrz funkcji) mazna wy¢ bezpdrednio w OP. Np.
zacznijmy od pi

>> pi

Wyswietlona zostanie war§é pi z doktadnécia do czterech miejsc po
przecinku, czyli 3.1416. Program patai 15 miejsc, ale wvietla zgodnie z
biezacym formatem jedynie 4. Naginie wypiszmy eps

>> eps

Doktadna¢ "eps" wynosi 2.2204e-016. Jak czytaky liczbe? Mianowicie "e-

016" oznacza to samo, cD™®, a liczba przed "e" to czynnik skaay te
potege liczby 10. Dlatego te w klasycznym zapisie oznacza to ligzb

2.220410" lub 0.000000000000000222! (po przecinku jest 15 zer), czyli
bardzo mat liczbe.

>>

Wypisujc "i" zobaczymy na ekranie zapis zespolony jednastijonej, 0 +
1.0000i, co oznacza €& rzeczywisy rowng "0", oraz czs$¢ urojorg rowng
"1". "i" nie ma sensu liczbowego, jest to symbatiezokrélenie pierwiastka z
"-1" (czyli i :\/——1). Taki zapis pojawi sizawsze wtedy, gdy np. pierwiastek
parzystego stopnia zostanie wggmiety z wart@ci ujemnej. Np. prosz
wpisa

>> sqrt(-2)

Funkcja "sqgrt" (ang. square root - pierwiastek kea#wolvy) oblicza pierwiastek
kwadratowy z argumentu podanego w nawiasie. Wart® + 1.4142i"

oznaczai~/2. Zamiast funkcji "sqrt" mina wykorzysta znak karety "A"
("daszek", "dzidbek"), czyli

>> (-2)10.5

Przy tej okazji warto zwrééiuwag: na konieczn& zastosowania nawiaséw w
podstawie paigi. Potgowanie """ ma wyszy priorytet ni mnazenie przez "-
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1", dlatego te wyrazenie bez nawiasowebzie oznaczato podniesienie "2" do
potegi "0.5", a nasfpnie zmiag znaku wyniku

>>-270.5

Podobnie jeeli zamiast wyktadnika "0.5" napiszemy "1/2", to/2'1 musi
znalez¢ sie w nawiasach

>> (-2)N1/2)

Inaczej

>> (-2)M1/2

najpierw podniesiemy "-2" do pggi "1", a potem wynik podzielimy przez "2".
Wréémy do zmiennych specjalnych.

>> |

ma takie samo znaczenie jak "i", jest tylko "przestiem” tej zmiennej.

Symbol "Inf* (ang. infinity - nieskaczond¢) pojawia s¢ wszdzie tam, gdzie
podzielimy przez zero, lub licglbardzo blisk zeru, np.

>>1/0

>> 1/107-400

Symbol nieoznaczony "NaN" (ang. Not a Number - [famba™) odpowiada
wigkszasci sytuacji nierozstrzygatych, np. przy liczeniu granic. Wtedy w
zaleznosci od przeksztatde wynik finalny maze by skaiczony (liczba) lub
nieskaczony.

>> 0/0

>> inf/inf

>> inf*0

>> Inf - inf

Natomiast wg Matlaba symbolami nieoznaczonymi giergrazenia po¢gowe
z wyktadnikiem "0", np.

>> 0”0
>> inf*0

Za kadym razem otrzymamy waié "1". Wynika to z kodowania operacji
potegowania, w ktorym elementem startowym jest w&rtdl", od ktorej

5 padziernik-listopad 2011



Stawomir Milewski PK WIL L-5 www.L5.pk.edpl/~slawek slawek@L5.pk.edu.pl

iloczyn zwickszany jest o kolejne cztony - w przypadkuggot'0” liczba tych
cztondw jest rowna zeru.

>> realmax
>> realmin

Powyzsze zmienne przechowgujodpowiednio najwikszy i najmniejsz
dodatng wartas¢ rzeczywisi. Aby pokaza réznicg pomidzy zmieng eps i
zmienny realmin, wprowagimy do programu dwie zmienne

>>a = 0.000000000100000000000000002
>>p = 0.0000000001

Po wprowadzeniu powsgzych linijek pokag si¢ wartdgsci zmiennych, kada
po "1.0000e-010". Wygtla na to,4 53 one réwne sobie. Fakt ten potwierdzi
sie, jezeli napiszemy poréwnanie (uwaga na podwojny znakidci "=="1)

>> g ==

Podwojny znak rOwniei oznacza nie przypisanie, ale porownanie dwdabli
ze soh. Jeeli beda one rowne, wynik takiej operacji to "1" (prawd@zeli
rézne od siebie, to "0" (falsz). W naszym przypadkunikyto "1". Liczby
okazaly s} réwne, mimo 42 wprowadzone byly jako ihe. Jednake r&nica
wysfpita na tak dalekim miejscuz Matlab nie byt w stanie zapagta tego
niezerowego miejsca w liczbie "a" postugisie zmienry podwaojnej precyzji
(o doktadndéci "eps") - zapamtat wyktadnik potgi o podstawie "10" (tu "-
10") odpowiadajcy pierwszej niezerowej cyfrze po przecinku ("1"jan
czynnik skalujcy potge do 15tu miejsc wgcznie ("1"). Natomiast po
wpisaniu

>>a = 0.000000000000000000000000002

program zapamta miejsce "-27", oraz czynnik skaday "2", gdyz miesci si¢
to w granicach zmiennej "realmin”.

- przypisanie innych warkgi powyzszym nazwom nie spowodujeztb, np.
>>j=1

ale od tej pory warkd zmiennej i ldzie réwna "1". PrzywrOcenie znaczenia
domyslnego jest maliwe poprzez usugcie zmiennej (clear)

>>
>> clear i
>>

5. Formatowanie wyswietlania wynikow

- formatowanie postaci, z jakieda sic pojawia na ekranie wartei wyrazen lub
podstawié, mazna ustawia za pomog funkcji "format”
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>> format short
lub
>> format

oznacza powrot do formatu doshyego, ktéry obowjzuje od pocatku startu
nowej sesji w Matlabie. Wprowaty do pamgci zmienrn

>>a =2/100
Ustawmy nasipujacy format
>> format long

Nic si¢ nie zmienito, ale jgeli teraz wywietlimy jakakolwiek wartGg¢, zobaczymy
15, a nie 4 miejsca po przecinku

>>a

>> pi
Nalezy w tym miejscu nadmiedyj iz taka warté¢ ,pi” jest jednak wartécia
przyblizong, gdy program nie parta wszystkich miejsc po przecinku (jest ich
przecie nieskaiczenie wiele). Jest to jednak tak dobra dokiddna maze by
ona stosowana we wszystkich obliczeniach w Matlaprewadzonych w
podwajnej precyzji.
Ustawmy format

>> format long e

Od tej formy wartéci bedg wypisywane zgodnie z notacjvyktadnicz ("e"
potega o0 podstawie "10"), z 15toma miejscami po praacin

>> a
>> pi

>> format short e

>>a
>> pi

lub na powr6t czterema. Z kolei
>> format short g

oznacza format optymalny dla danej liczby z pogui@m zer od strony prawej
poczwszy nie stanovgicych zaokgglenia

>>a
>> pi

Kolejny format
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>> format rat

ustawia wypisywanie liczb w postaci ilorazu dwoéchoziiwie matych liczb
catkowitych (w postaci utamka zwyktego)

>>a
>> pi

Wartas¢ wymierna "355/113" oznacza jedynie przybhie liczby "pi" (wiksze
przyblizenie ni samo ,pi”), ktéra jak wiemy jest liczba niewymigrnnie da s
jej przedstawd w postaci utamka zwyklego. Aby przekaénsig, jak dobre jest to
przyblizenie, wr&my do formatu dtugiego

>> format long

I wypiszmy warté¢ przyblizong oraz ,,doktadg”

>> 355/113
>> pi

Na pierwszy rzut oka bardzo podobne, ale jednakigée s¢ na 7mym miejscu
po przecinku. W celu lepszego porownaniazngostworzy norme biedu

>> abs(355/113 - pi)
a wynik pokae od razu doktadrsé oszacowania liczby "pi". Wyktadnik liczby
"10" w notacji wyktadniczejwiadczy wprost o poziomie dokiadiw (btedu).
Funkcja "abs" (ang. absolute value) oblicza w&rteezwzgédng (modut) danej
liczby.
Powr&my do standardowego formatu krétkiego
>> format short
Inne maliwe formaty, np.

>> format compact

>>a

>> format loose
>> a

odpowiednio odejmuj lub dodag po jednej pustej linii pomdzy odpowiedz
programu na wydane polecenie.

6. Podstawowe funkcje matematyczne

- funkcje matematyczne, ktére pojawitye glo tej pory, to "sqrt" i "abs". Pozostate
funkcje to np. funkcje trygonometryczne

>> sin(0)
>> sin(pi)
wersja 1.0 8 padziernik-listopad 2011
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>> cos(0)
>> cos(pi/2)
>> tan(0)
>> tan(pi/2)
>> cot(0)

Argumenty tych funkcji podawaneg sw radianach. Jeli np. jest potrzeba
policzenia wartéci sin(2), naley zamient argument w stopniach na radiany,
czyli

>> sin(2*pi/180)

Zauwamy, iz kilka wartgci powyzszych funkcji zostalo podanych w
przyblizeniu, np. "sin(pi)" to nie idealne 0, ale " 1.2248Bk6". Przyczyna tkwi
oczywicie w przyblizeniu liczby "pi", ktéra jako niewymierna, nie o by
pamkgtana "w catéci” przez program. Ta sama uwaga dotyczy warto
"tan(pi/2)", gdzie dla idealnej waka n/2 powinna by odpowied "inf" lub "-
inf", jako iz funkcja tangens posiada w wielokroinbcatkowitej /2 asymptag
pionowg. Warta¢ "cot(0)" obliczana od idealnego zera, i@ taly odpowied
daje.

>> pow2(5)
>> pow2(1)
>> pow2(-0.5)
>> pow2(0.5)

to funkcja obliczajca 2 do danej pogi, w tym przypadku do pegi "5".

>> sign(-45)
>> sign(34)
>> sign(0)

to funkcja zwracajca znak ("1" lub "-1" lub "0" dla zera) liczby.

>> factorial(0)
>> factorial(1)
>> factorial(2)
>> factorial(3)
>> factorial(10)

to funkcja obliczajca silne, czyli iloczyn kolejnych liczb naturalnych. Jest t
funkcja okrglona tylko dla liczb naturalnych, dlatega tgrzy probie wywota

>> factorial(-5)
>> factorial(0.5)

pojawig Si¢ biedy.
>> asin(l1)
to przyktad wywotania funkcji arcus sinus, funkogdwrotnej do funkcji sinus,

ktOra nalezy rozumi€ nastpujaco: jezeli znamy warté¢ sinus jakiegé kata i
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chcemy dowiedzie sie, jaki to kat, naley obliczy¢ arcus sinus z sinusa i w
rezultacie otrzymamy wardé kata w radianach. Np. zeli powysszy wynik
pomnaymy przez "2"

>> 2*asin(1)

to otrzymamy Kt r, poniewa dla kgtan/2 sinus wynosi "1".

>> sin(pi/2)

Podobnie dziatajfunkcje acos i atan

>> acos(0)

>> atan(1)

>> 4*atan(1)

Ostatnia wart& to kolejne maliwe przyblizenie liczbyr, jakoze tgg/4) = 1.

>> tan(pi/4)

Funkcja "exp" podnosi liczbEulera "e" do danej pedi.

>> exp(2)
>> exp(-3)

Liczba Eulera (podstawa logarytméw naturalnych) liczba niewymierna
wynoszca ok. 2.7183. Nie ma w Matlabie zmiennej "e" zamjigej £ wartcc,
jednake mana p stworzy na wiasne potrzeby podnaszZ'e" do po¢gi "1".

>>e = exp(l)

Funkcja

>> |og(100)

nie oznacza logarytmu o podstawie "10", gaytedy wynik musiatby b§ réwny
2. Jest to logarytm naturalny o podstawie "e".

>> |log(e”-45)
>>log(e)

Logarytm dziesitny nalezy obliczat za pomog

>>|0g10(100)
>>10g10(0.0001)

Istnieje jeszcze logarytm o podstawie "2"
>> |0g2(8)
>> |og2(1/16)
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Logarytmy o innych podstawach najeoblicza za pomog wzoru na zmiag
podstawy, czylilogabz:gg—‘:z. Np. do obliczenia log3(9) nmioa wykorzystéa

c

jeden z istnigjcych juz logarytméw (log, log10, log2):

>>10g10(9)/log10(3)
>> |og(9)/1og(3)
>> log2(9)/log2(3)

Zauwamy gorsza dokladnd¢ wyniku (,hieidealna” warté¢ ,2”) opartego na
logarytmie naturalnym, w ktérym podstayest liczba niewymierna "e" - Matlab
rowniez w tym przypadku opiera @ijedynie na zaolgleniu (reprezentacii
skaaczone)) liczby ,e”.

7. Sposoby zaokgglania liczb rzeczywistych

- liczby rzeczywiste mina zaokgglac do postaci catkowitej za pompdilku
funkcji. Klasyczne zaolgglenie realizuje funkcja "round”

>> round(4.7)
>>round(4.2)

Zawsze w dét do mniejszej catkowitej zagdda "floor"

>> floor(4.7)
>> floor(4.2)

a zawsze w geér do najwekszej catkowitej - “ceil”

>> ceil(4.7)
>> ceil(4.2)

Jest jeszcze funkcja "fix", ktéra dla liczb dodatndziata tak samo, jak "floor"

>> fix(4.7)
>> fix(4.2)

ale inaczej dla ujemnych - zaggia zawsze w kierunku zera

>> floor(-4.7)
>> floor(-4.2)
>> fix(-4.7)
>> fix(-4.2)

Funkcja "rem" oblicza resgtz dzielenia - jest funkgj dwuargumentow -
podajemy dzielsp i dzielnik, oddzielgjc je znakiem przecinka - dlategoz tev
ponizszym zapisie nie jest to jedna liczba 24.3, a @4ie 3.

>>rem(24,3)
>>rem(25,3)
>>rem(26,3)
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Z kolei dzielenie catkowite (bez reszty) sma w Matlabie zawsze zrealizogva
przy pomocy funkcji "fix"

>> fix(26/3)

Warto wymiené znaki podstawowych dziata+, -, *, », /, \
Znak "/" oznacza klasyczne prawostronne dzielemiernszego argumentu przez
drugi

>> 2/5

Z kolei zapis odwrotny, za pomg@coperatora lewostronnego dzielenia "\",
powoduje zamiandzielnika z dzieln:

>> 2\5
>> 5/2

Definiowanie macierzy

deklarowanie tablicy, podstawowegosnika danych w Matlabie, nie odbywa
si¢ na kilka sposéb. Pierwszy z nich to podanie wsigistjej elementow w
nawiasach prostaknych [ ], wierszami, oddzielanymi od siebie znakig&ednia

(";"), np.

>>A=[234;,567]
>>B=[123;-101;246];

Tablice liczbowe w Matlabie stanogviinformatyczny model tzw. macierzy,
tablicy prostoktnej liczb rzeczywistych. A stanowi przyktad maewer
prostokitnej (dwa wiersze, trzy kolumny), B - macierzy kwatodwej (trzy wiersze

I trzy kolumny).

Wyrazy w wierszach magby¢ oddzielane od siebie znakiem spacji lub za pamoc
przecinka - ména stosowanotacg jednorodi lub mieszaa

>>A=[234;567]
>>A=[2,3,4;5,6,7]
>>A=[234;5,67]

Liczba wyrazéw w kadym z wierszy musi kiytaka sama - w innym przypadku
wystgpi biad

>>A=[123;45]

Istnieje w Matlabie sposob sktadowania takich zibworza pomog tzw. tablic
komaorkowych

>> 7 = {'123'; '45'}

lecz przewidziane assone przede wszystkim dla zmiennych znakowych, e ni
liczbowych.
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Drugi sposob definiowania tablic liczbowych g st z wykorzystaniem tzw.
zakresu. Jeeli elementy tablicy uktadajsie w szereg arytmetyczny, mga to
zapis@ skrotowo, zamiast podawavszystkie wyrazy szeregu, wystarczy poda
wyraz pierwszy, rénice i wyraz ostatni

>>a=1:10
oznacza zbudowanie wektora wierszowego (tablicy ngag/miarowej)
sktadajcego st z liczb od 1 do 10. Zeli réznica szeregu ma byinna niz "1"
(wartas¢ domyéina), musi by to podane pomdzy wartdcia pierwsz i ostatny

>>a =1:2:20
Zakres mae by stosowany w wielu wierszach macierzy np.

>> A =[1:10; 1:2:20]

byleby liczba elementow w kdym z wierszy byta taka sama. Dlatega te
ponizszy zapis jest nieprawidtowy:

>> A =[1:10; 1:2:25]

Rd&znica (skok) pomidzy wyrazami mge by ujemny, ale musi lywtedy jawnie
okreslony

>>a=10:-1:1
>> A =[10:-1:1; 20:-2:1]

Jezeli o tym zapomnimy
>>a =101
powstanie tzw. macierz pusta ([ ]).

Trzecim sposobem deklaracji macierzy jest zbudosvajd z mniejszym
przystagcych rozmiarami elementéw

>>A=[12;34]
>>B=[45;-12]

>>C =[AB]
>> D = [A; B]

Czwarty sposOb wie st z wykorzystaniem rnych specjalnych funkcji
tworzacych gotowe tablice

>> zeros(4,3)

tworzy macierz zeroy (wypetniory samymi zerami) o wymiarach 4 wiersze i 3
kolumny. Zapis

>> zeros(4)
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nie stworzy wektora o czterech elementach, ale enadwadratow 4x4. Jeeli
chcemy stworzg§ wektor, naley wyraznie zaznacz$, ktory wymiar ma b§ rowny
Illll

>> zeros(4,1)
>> zeros(1,4)

Podobne funkcje to

>> ones(4,5)
>> ones(5)
>> ones(6,1)

>> eye(5,5)
>> eye(2,7)
>> eye(4)

>> eye(1,4)

"ones" tworzy macierz jedynkaw(same jedynki), a "eye" - jednostkg\jedynki

na przektnej gtdwnej, zera poza ¢)i Macierz jednostkowa ma specjalne
znaczenie w rachunku macierzowym - stanowi elenmentralny dla mnzenia
(odpowiednik "1" przy mnzeniu liczb).

Funkcja "rand" produkuje zestaw rzeczywistych licgbseudolosowych
(generowanych wg danego klucza gmanego np. z czasem systemowym) z
przedziatu otwartego (0,1)

>>rand(5,1)
>> rand(1,6)
>> rand(4,5)
>> rand(6,6)

"Surowe" wartéci losowe mana obrabid na rozmaite sposoby, np. poprzez
skalowanie lub/i zwgkszanie, np.

>> rand(4,4)*10

oznacza zestaw 4x4=16 liczb rzeczywistych z prza#d£D,10)
>> round(rand(4,4)*10)

oznacza zestaw 4x4=16 liczb catkowitych z przedZ@j10]
>>rand(4,4)*5 + 2

oznacza zestaw 4x4=16 liczb rzeczywistych z praddzi2,7). Mnaenie tablicy
przez liczlg oznacza pomnmnie kadego jej elementu przez liczbe, a dodanie
do macierzy liczby oznacza zakiszenie kadego jej elementu @ liczbg.
Funkcja ta jest bardzo pomocna przy testowaniu redigww macierzowych.
Wygenerowane w ten sposéb macierze stamosize wyzwanie dla takich
algorytméw, gdy sktadaj sic z przypadkowych wartei i czesto decydyj o ich
zbieznosci i stabilngci.
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Funkcja "diag", jeeli przyjmuje argument wektorowy, buduje macieragtinala,
z elementami wektora utonymi na przeijtnej gtdwnej

>> diag([1 3 5])

Z kolei "diag" zastosowane dla argumentu maciergoamvraca wektor zimny z
wyrazow na przeknej gtdwnej tej macierzy

>> diag(A)
>> diag(B)

Stworzmy macierz ztang z losowych liczb catkowitych
>> C = round(10*rand(4,4))

Jak zmodyfikowa macierz C, za pomadnstrukcji mieszcgcej st w jednej lini,
tak aby elementy przgtniowe macierzy C zwkszy 10 razy?

>> C - diag(diag(C)) + diag( diag(C)*10)
W powyzszym zapisie "C - diag(diag(C))" pozwala na wyzemoig elementow
pozaprzektniowych, a "+diag( diag(C)*10 )" na umieszczenant elementow

oryginalnych przemnmnych przez 10.
Jakocwiczenie prosg sprobowa teraz zwgkszy elementy przekniowe o 10.

9. Edycja elementow macierzy
- Z gotowych macierzy mma wybierg elementy pojedynczo, wierszami,
kolumnami, lub calymi zestawami wyrazéw zbémych z wielu wierszy/kolumn.
Na pocatek stworzmy w Matlabie macierz C
>>C=[1346;-1569;910-40]
Doskp do pojedynczych elementow jest iy poprzez zapis
>> C(2,3)
gdzie po nazwie macierzy w nawiasach agkych oddzielone przecinkiem
(koniecznie!) wysipuja numer wiersza i kolumny, z ktérych to chcemy
"wyciggna¢" pojedynczy wyraz.
Siegnigcie po wyraz, ktory nie istnieje, poskutkujedm
>> C(5,2)
ale co ciekawe, wpisanie czégoowego do tego nieistnggego miejsca btlem
juz nie kpdzie - Matlab sam zwkszy wymiar macierzy, wypeini dodatkowe

miejsca zerami i wpisze do oklenej lokalizacji podaswartasé¢

>> C(5,2) = -7
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Wybranie za jednym zamachem wszystkich wyrazowggdrwiersza realizujemy
za pomog struktury ze znakiem dwukropek (":")

>> C(2,)
>> C(5,)

Podobnie z dogpem do kolumny

>> C(;,1)
>>C(:,3)

Znak ™" oznacza, zi chcemy wycagm¢ wszystkie wyrazy w danym
wierszu/kolumnie.

Jezeli na raz chcemy wydostawigce] niz jeden wiersz, numery wierszy nae
obja¢ nawiasami kwadratowymi [ ]

>>C([2 5], 3)
Podobnie kolumny
>> C(;, [1 4])

Jezeli chcemy wycigna¢ numery wierszy z okéonego zakresu, np. tylko
wiersze o numerach nieparzystych,ama napisé

>> C(1:2:5, 1)
lub

>> C(1:2:end, :)
gdzie funkcja "end" sama sprawdzi, jaki numer nmatoswiersz.
Na miejscu ":" mae pojawt sie dodatkowa specyfikacja kolumnowa, np. chcemy
wydost& wyrazy ze wszystkich wierszy parzystych, ale zukuhy pierwszej i
ostatniej

>> C(2:2:end, [1 end])
W koncu maliwy jest zapis

>> C([1:2:end 2], 7)
CO oznacza wyggniecie wszystkich nieparzystych wierszy oraz dodatkowo
wiersza nr 2, ktéry jednakebzie dohczony na kécu nowej macierzy (ans).
Zapis

>>C()

oznacza zamianmacierzy na wektor kolumnowy, z wyrazamizdaymi zgodnie
z biegiem kolumnowym.

>> C(3)
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nie oznacza wyboru trzeciego wierszabkolumny, ale trzeciego wyrazu lipz
wzdtuz kolumny.
Wyzerowanie catego wiersza wymaga napisania

>>C(5,))=0
a jego usuricie (z pamgci) przypisania macierzy pustej ([ ])
>>C(5,) =[]

Taki zapis pozwala tylko na usuwanie catych wiersmyz catych kolumn, ale nie
na usuwanie pojedynczych wyrazéw.

10. Dziatania macierzowe
- stwérzmy lub przywrémy wczeniej stworzone macierze postaci

>>A=[12;34]
>>B =[32;-2 3]
>>C=[34;56;-12;89]
>D=[123;-101;246]

- dodawanie i odejmowanie macierzy: dodawane i odemme mog byc tylko
macierze o tych samych rozmiarach. Wynik w poskatejnej macierzy to zbior
sum lub rénic odpowiadajcych sobie elementow (czyli pierwszego z A i
pierwszego z B, drugiego z A i drugiego z B itd.).

>A+B
>A-B
>>B-A
Ogodlnie
G,=a,;*bh, , i=l.m , j=1l.n

Préba dodania do siebie lub eclp od siebie macierzy o mdych wymiarach
poskutkuje bdem

>>A+C
>B-D

- mnazenie macierzy przez licgbto pomnagenie kadego jej elementu przez t
liczbe. Podobnie dziata dzielenie macierzy przez kczb

>> 2*A

>> 0.5*B
>> (1/pi)*C
>> D/4
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- dodanie do macierzy liczby nie spowodujedot (dodajemy macierz do skalara),
ale dodanie tej liczby do kdego elementu tej macierzy

>D+4
>>pi—A

- mnazenie macierzowe — tu sprawa jest bardziej skomplék@a, gdy wyniku juz
nie mana interpretowajako iloczynéw odpowiadagych sobie wyrazéw

>> A*B
CO wiecej, mnaenie macierzy okazuje¢snie by przemienne
>> B*A

w jaki wigc sposob jest wykonywane? Mianowicie wiersze magigiierwszej
mnazone g przez kolumny macierzy drugiej — dlatega eyrazow w wierszach
macierzy pierwszej musi bytyle samo, co wyrazOw w kolumnach macierzy
drugiej. Np. przyjrzyjmy si wynikowi A*B. Pierwszy wyraz macierzy wynikowej
2x2 to ,-1". Jak zostala ta wa#d®d policzona? Wyraz ten g w pierwszym
wierszy i pierwszej kolumnie — to znaczg ztayly sie na niego pierwszy wiersz
A (czyli [1 2]) oraz pierwsza kolumna B (czyli [2}). Wykonane przez program
dziatanie to 1*3 + 2*(-2), co daje 3-4 = -1. Poadst elementy macierzy
wynikowej g tworzone w ten sam sposéb. Np. wéftgl8” to ztozenie drugiego
wiersza A i drugiej kolumny B, czyli [3 4] z [2;3¢0 daje w iloczynie 3*2 + 4*3 =
6+12 = 18. Latwo zauwg¢, ze za kadym razem mnoymy przez siebie skalarnie
dwa wektory. | wianie mnaenie macierzowe, jeli jest wykonalne, stanowi
zbior takich mneen skalarnych wektora (wierszowego) z wektorem
(kolumnowym). Prosgz sprobowdé samodzielnie zinterpretowavynik mnazenia
B*A, przez sprawdzenieczne wszystkich wyrazéw macierzy wynikowe;.
Wykonywaln@dé mnazenia macierzowe wre St zatem z  wewgtrznymi
rozmiarami czynnikbw mn@nia. Mana to zapisé@ w skrécie w sposob
nastpujacy [mé]][[anp] [ngp] w tzw. notacji globalnej (macierzowej) lub na
poziomie elementow (notacja wskekowa)

c,=>a,b, , i=L.m , j=1l.p
k=1

Warto zwrdct uwag; na fakt, £ macierz wynikowa C ,nie parta” wymiaru ,n”
— tego, ktéry musi byrowny w macierzy A (liczba kolumn) i macierzy Bcdba
wierszy).

Préba pomnzenia macierzy, ktdre nie spetrggpowyzszej zasady, zakozy sk
btedem

>> A*C
>> B*C
>> D*C
>>C*D

ale mana wykong& mnazenia
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>> C*A
>>C*B

Warto jeszcze raz podiKitet: mnazenie macierzy nie jest przemienne. Nawet
jezeli uda s¢ go wykona ,w dwie strony”, to wynik w ogélnym przypadkwdzie
rozny. Tylko dla specyficznych postaci macierzy czyomych mana uzyska to
samo niezaliie od kolejnéci mnazenia (np. dla macierzy diagonalnych)

>> diag([1 2 3]) * diag([-1 0 3])
>> diag([-1 0 3]) * diag([1 2 3])

- transpozycja macierzy: oznacza wzajgraamiar ze solg wyrazéw w wierszach
z wyrazami w kolumnach. W zapisie algebraicznymnmgpmzycg zapisujemy za
pomog notacji AT, czego nie nalgy czyta& ,A to potegi T”, ale ,A

" . - . . N AT
transponowane”. Operacja ta zmienia wymiary maylefznﬁ]] (ol
Matlabie realizujemyg nie za pomog zapisu ,A"T”, ale za pomacA' (,A
prim”), co nie oznacza w tym przypadku pochodnej

>> A
>> A
>>B
>> B'
>>C
>>C'
>>D
>> D'

Powyzej wyswietlone g oryginale macierze oraz ich transpozycje. W prajpa
macierzy kwadratowych (A, B, D) interpretacja tnao®ycji jest jeszcze prostsza —
miejscami zamienigj Sic wyrazy pozaprzekniowe, czyli wyraz np. A(1,2) z
wyrazem A(2,1) itd. Wyrazy na przgtkej gtdbwnej pozostajbez zmian.

Macierz ,niewraliwa” na operagj transponowania to np. macierz symetryczna

(wtedy AT = A). W takiej macierzy wyrazy pozaprzghkiowe  sobie parami
rowne (ogolny warunek symetrii wyrazéw macierzy Amiarze MX N wyglada

nastpujgco: & ; =a;; i =1.m,j=1.n)

>>E=[125;28-3;5-3-10]
>> E'

Macierz E stanowi przyktad macierzy symetrycznejmacierz E do niej
transponowana jest identyczna z maciétz
Warunek przeciwny spetnia tzw. macierz anty-synwina (lub skénie-

symetryczna). Wtedy A"=-A oraz na poziomie  elementéw:
a;=-a; i=1.m,j=1.n Poniszamacierz

>>E=[125;-28-3;-53-10]
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>> -F'

nie stanowi jednak poprawnego przyktadu macierzyy-agmetrycznej, gdy
macierz do niej transponowana, ze znakiem -, ®@st jdentyczna z E. Co w
takim razie nalgy poprawt? Zgodnie z wymogiem rowKo przeciwnej
elementow, rowng ta musi obowjzywat wszdzie, take na przeitnej gtownej.

| to wiasnie tam musi by taka liczba, abyd,; = —a,,, a,, = ~—a,, itd. Jedyn

taka liczbg jest zero, i to whnie zero musi by wszdzie na przeknej gidwnej
macierzy, jeeli ma by ona anty-symetryczna.

>>E=[025;-20-3;-530]
>> -E'

Uwaga: sprawdzanie réwée dwéch macierzy (w tym przypadku E oraz')-Bie
musi odbywa si¢ na zasadzie ,na oko” — poréwnywanie element pmefleie
przez ich wywietlenie w OP. Mana np. zbudow@anastpujaca konstrukcg

>>E + E'

ktora powinna daw rezultacie (jeeli macierze E i —E'gssobie rowne) same zera,
co flatwiej zaobserwowa Innym sposobem jest przytoczone wgHe)
poréwnanie za poma@@odwdjnego znaku rowioi ,=="

>> FE == -E'

ktore, jeeli jest prawdziwe, wyprodukuje macierz sktagaj sic z samych
jedynek, co oznaczae poréwnanie rowriei kazdej pary elementéw daje wasto
logiczrg prawdzivg.

Wroémy do mnaenia macierzowego. Zdefiniujmy dwa wektory wierseow
(,lezace™)

>>a=[123]
>>pb=[-101]

Zadanie jest nagbujace: naley obliczy¢ ich iloczyn skalarny, czyli sugn
iloczynow odpowiadajcych sobie elementow tych wektorow.

asb=3ah
i=1

Rezultatem iloczynu skalarnego dla wektoréw a iolwvipna by liczba 1*(-1) +
2*0 + 3*1 = 2. Jeeli pomnaymy te wektory przez siebie beZpednio, czyli

>> a*b

to dziatanie nie wykona gi(wyswietli sic komunikat o bjdzie), gdy wymiary
tych wektorow [1x3] oraz [1x3] nie pozwadapa ich pomngenie — zgodnie z
podanymi wczéniej regutami mngenia macierzowego, ktére dotyczy zak
wektoréw. W takim razie naty te wektory ustawi wzgledem siebie tak, aby a)
dziatanie powiodto si b) datlo w rezultacie skalar (taldiclx1l). Naleatoby
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zapewné nastpujaca konstrukcg iloczynu [1x3] z [3x1]. Wtedy wymiar ,3”
bedzie s¢ zgadzat wewetrznie, a wynik bdzie miatzadany wymiar [1x1]. Jak to
zrobik bez przepisywania elementéw wektora ,b"? Za poaaaperacji
transpozycji

>> a*b'

Wynikiem jest liczba 2. Mdiwe s tez inne ustawienia wzajemne tych wektorow.
Sprawamy

>> b*a
Préba mneenia wektoréw [1x3] z [1x3] — ponownie uzyskamydtAle juz np.
>> p*a’

ponownie obliczy iloczyn skalarny z racji tega, jest to dziatanie przemienne
(acb=boa)

Inne maliwosci to
>> b*a

To z kolei nagjpito rozmnaenie elementéw do tablicy [3x3]. Jest to jednak
zgodne z zasadami mirenia, czyli [3x1] z [1x3] daje macierz [3x3]. Elentg
wyniku to wszystkie maiwe iloczyny (ka&dy z ka&dym) elementow czynnikow
mnazenia.

Z kolei

> al*bl
> bl*al

stanowj kolejne przykiady operacji niezgodnych z zasadamazenia. Wniosek
jest nasfpujacy: w zalenosci od wzajemnego ustawienia dwoch wektorowzneo
uzyska caos mniejszego (skalar czyli liczba), cwigckszego (macierz kwadratowa)
albo nic nie uzyska jezeli dziatanie jest niewykonalne.

Mnozenie skalarne nima rownie uzysk& poprzez zastosowanie funkcji o
nazwie ,dot”

>> dot(a,b)
>> dot(b,a)

W tym przypadku nie trzebagsprzejmowa ustawieniem wektorow — funkcja
“dot” policzy iloczyn skalarny niezalmie od ich ustawienia, byleby wektory
miaty ten sam rozmiar.

Jest jeszcze jeden typ wyniku, ktory ina uzyska w wyniku mnaenia dwoch
wektoréw: mana tak pomnay¢é dwa wektory (o tej samej liczbie elementéw
wynoszce] 3), aby uzyskaw rezultacie kolejny, trzeci wektor. Taki rodzaj
dziatania nazywa siiloczynem wektorowym. Zeli nalezatoby obliczy iloczyn
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wektorowy dwoch Wektorév{c’:\:L a, as] oraz [b1 b, b3] recznie, mana
skorzysté z nasgpujacej formuty wyznacznikowe;j

A~ A~ ~

[ j Kk
aQ a = iA(azbz - b2a3)+ I(blas - a1b3) + R(aibz - blaZ)
b, b, b

~

W powyzszym zapisieiA, ] K oznaczaj wersory (wektory jednostkowe) trzech

osi (X, Yy, z) przestrzennego uktadu wspédirzych. Natomiast w Matlabie iloczyn
wektorowy mana zrealizowéa za pomog funkcji o nazwie ,,cross”

>> cross(a,b)
>> cross(b,a)

Mnozenie wektorowe nie jest przemienne, zm@ natomiast zapiganastpujaca
wlasnag¢ allb=-b0a.

Aby lepiej zrozumié i zinterpretowa wynik dziatania mngenia wektorowego,
stwérzmy dwa wektory wspotptaszczyznowezflee na ptaszczpie x,y)

>>a=[120]
>>pb=[-450]

Ich iloczyn wektorowy
>> ¢ = cross(a,b)

jest wektorem magrym jedym niezerowg sktadova w kierunku osi “z” — czyli jest
wektorem prostopadtym do ptaszczyzny, w ktérep levektory a i b. Mana to
dodatkowo sprawdgj obliczapc iloczyny skalarne wektora ¢ z wektorami a oraz
b

>> dot(a,c)
>> dot(b,c)

Zerowy iloczyn skalarny a i ¢ oraz b i ¢ oznaczaespopadtéc¢ tych wektorow (jest
to warta¢ cosinusa #ta prostegav2). Z kolei zwrot wektora c jest zaley od
kolejnaéci mnazenia wektorowego a i b.

Operacja transpozycji me by takze wyta przy definiowaniu wektora, np.
chcemy zdefiniowa wektor kolumnowy (,stgjcy”), ale zapomniedimy o
wstawianiusrednika pomgdzy wierszami. Nie trzeba w takiej sytuacji wrace
pocztek linii i zamieni& wszystkie spacje folz przecinki) nasredniki, wystarczy
finalny wierszowy wektor ,legcy” transponowé

>>c=[1456-1-9 10]

Ta sama uwaga dotyczy generowania wektora poprperator zakresu (":").
DomysInie powstaje wektor wierszowy
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>>c¢=1:10
natomiast, aby uczyé@iwynik wektorem kolumnowym, wystarczy napisa
>>c = (1:10)

Uzycie nawiasoéw powsej jest niezbdne, gdy w innym przypadku transpozycja
bedzie dotyczyta wartai koncowej "10", a nie catego wektora generowanego
przez zakres.

- kolejnym omawianym dziatlaniemetizie potgowanie macierzy, w pierwszej
kolejnasci w potdze naturalnej. Po wpisaniu poléce

>> AN2
>> D3

pojawh si¢ wyniki, ale nie oznaczagjone prostych zbioréw pgg elementow
macierzy A i D. A*2 oznacza bowiem to samo, co AsAD"3 to D*D*D.

>> A*A
>> D*D*D

Potgowanie sprowadzacsizatem do pomri@nia tej samej macierzy przezni
kresl li . AP = ADALL.CA. j ' K:

samy okreslong liczbe razy i p Stad nasgpujacy wniosek: aby

mozna bylo podni& macierz do paeygi (kazdej, nie tylko naturalnej), macierz

musi by kwadratowa. Proba podniesienia do dowolnejegiotmacierzy

prostokitnej zakdczy st biedem

>> C"3

Podnoszenie macierzy kwadratowych doggotnnych nk naturalne te jest
mozliwe, chocia trudniej nada wynikowi odpowiedny interpretacs

>> AN0.5
>> BMN(1/3)
>> D(-1/4)

W pierwszym i drugim przypadku wynik ostatecznystjezbiorem liczb
zespolonych - progzzwrdock uwag na zapis kadego z elementu macierzy
wynikowych (w postaci x + i*y), skladagych s¢ z czsci rzeczywistej (x) i
urojonej (y). Podnoszenie do takich @ptwymaga operacji transformacji
macierzy do postaci diagonalnej - czyli takiej, workej macierz ma elementy
niezerowe jedynie na przgtkej gtownej. W takim specjalnym przypadku
potegowanie macierzy sprowadza ¢ sio potgowania wyrazoéw na przetaej
gtéwnej. Dla przyktadu stworzmy macierz diagomnan

>> E = diag([16 9 4])
oraz wykonajmy dziatania

>> EN0.5
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>> EN1/3)
>> EN-1/4)

Sprowadzenie macierzy do takiej postaci jestlmwe dzicki rozwigzaniu tzw.
problemu wtasnego macierzy, ktéry oznacza wyzndez@artgci wkasnych oraz
wektoréw wilasnych macierzy. Zagadnienie t@ldie rozwaane w dalszej ¢Zci
opracowania.

Specyficzg potkga macierzy jest pega o wykiadniku "-1". Zanim jednak
omowimy wiasnéci takiej macierzy, wprowadzone zostaniegp®@ wyznacznika
macierzy.

- wyznacznikiem (determinantem) macierzy kwadratowsgzywamy liczb
rzeczywist reprezentujca macierz

det(A)=|AOO
Z pojeciem tym mogkmy sk juz wczeniej spotké przy okazji rozwdazywania

uktadow réwna 2x2 metod wyznacznikéw. Dla macierzy kwadratowych 2x2
oraz 3x3 jest kilka prostych sposobow obliczaniavig/znacznikow

Ay A, _ _
| oy azj 81,85, ~ 81,8,

:121 :122 :123 =611322333+ a21a32813+ a31a12a2é_
—agi a; aaz 7831885 &8585 8y8,A5
&; &, Q3

%1 Gy By

Dla macierzy o wkszych rozmiarach (ale ta#& dla dwdch powiszych)
obowigzuje ogodlny sposob zwany rozwgniem Laplace'a wyznacznika wzdem
dowolnej kolumny lub wiersza. Sprowadzg sin do tego,2 zamiast oblicza
wyznacznik rgdu n-tego, obliczamy n wyznacznikowedu o jeden mniejszych
(n-1). Wz6r ogolny na rozwincie wzgkdem kolumny k-tej

Ay Qp e By

a2,1 a2,2 aZn — N (_1)i+k a”(Mi‘k:
i=1

&1 G oo Gy

= (_1)1+k 3 M, +(_1)2+k M, + ---+(_ ])MK a, M,

Symbol M, oznacza tzw. minor, czyli podwyznacznik powstalwykreslenia z
oryginalnego wyznacznika olglenej liczby wierszy i kolumn, w tym przypadku
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i-tego wiersza i k-tej kolumny. Gsto wyraenie (-1)"M,, oznacza gi A, i
nazywa st dopetnieniem algebraicznym elemend&l, macierzy.

Dla przyktadu obliczmy wyznacznik macierzy, kiéod razu wprowadzimy do
Matlaba

>>E=[0123;-1012;0234;2-120]

W pierwsze] kolejnéci obliczymy wyznacznik gcznie, postuguc sk
rozwinigciem Laplace'a wyznacznika wezdem pierwszej kolumny. Wybor
numeru wiersza lub kolumny jest w zasadzie dowd@kojpicowy wynik powinien
by¢ taki sam), ale warto jest wybiéréakie kolumny (lub wiersze), w ktérych jest
jak najwkcej elementow zerowych - gst wybor pierwszej kolumny w
omawianym przypadku. Rozwigtie wyznacznika wygda nastpujaco

0 1 1 2
E[=(C-D)"mdp2 3 4+ ¢c1j'0c1p2 3
-1 2 -1 2
1 2 1 2
(-1)*'myJo 1 2+ € 1070 1 = ..
-1 2 2 3

SktadnikOw pierwszego i trzeciego w pagygej sumie nie ma sensu dalej
obliczat, bowiem kady z nich da w rezultacie "0" (poprzez nipaie przez
zerowy wyraz macierzy z pierwszej kolumny). Pozestaodwyznaczniki (w
sktadniku drugim i1 czwartym) mma oblicz¢ albo stosujc rozwinkcia do
podwyznacznikbw rxu 2giego (poriej przyktad ogoélny z rozwigciem
wzgledem pierwszego wiersza)

A & A &
- +
a% 85 aj a1~ 85 ast

A, 8y

Q1 Ay az—a1a22 a,

a, & & “
8y 8p &

albo stosujc podany wczaiej wzor.

1 2

2 3 4=1(30- 273- 2 26 A B2 BE- 848 21
-1 2

1 2

0 1 2=1104 32-( W4 2p+( 03 R)E- 2 4 =2

2 3

wracagc do obliczé wyznacznika macierzy E otrzymujemyrcowg wartaé

.= 0+ 1O 15+ O ¢ 10216 !
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Zweryfikujmy te wartas¢ w Matlabie wydajc polecenie
>> det(E)

W ten sam sposéb memy policz¢ wyznaczniki pozostatych wprowadzonych
wczeniej macierzy kwadratowych

>> det(A)
>> det(B)
>> det(D)

Z kolei proba obliczenia wyznacznika macierzy po&stnej C poskutkuje lblem
>> det(C)

Wartas¢ "0" wyznacznika uzyskana dla macierzy D ma speey znaczenie.
Macierz o wyznaczniku zerowym nazywa snaciera osobling (np. macierz D),
natomiast macierz o wyznaczniku niezerowym - magiemieosobliva (np.
macierze A i B). Co takiego szczegolnego jest wierag D, iz jej wyznacznik
jest rowny "0"? W kécu tylko jeden z jej elementow jest zerowy. Dfirosz
przyjrze sie pierwszemu i trzeciemu wierszowi macierzy D

>>D

Wiersz trzeci ([2 4 6]) to wynik przem#genia wiersza pierwszego ([1 2 3]) przez
"2". Taka sytuacja nazywa c¢si liniowag zaleznoscia wierszy lub ich
proporcjonalnécia i w przypadku macierzy oznacza natychmiagtesobliwgé -
wyznacznik takiej macierzy musi byowny zero. Oczywicie ta sama wlasté
dotyczy kolumn - jeeli znajdziemy w macierzy dwie kolumny, z ktéryaddna
stanowi wielokrotné¢ drugiej, to wyznacznik takiej macierzy jest réowhy".
Wyznaczniki maj o wiele wkgcej ciekawych wlasnei, 3 one wynotowane
ponizej, wraz z odpowiednirdwiczeniem do wykonania w Matlabie

(i) wyznacznik macierzy diagonalnej jest iloczynem vigna gtownej przejtnej

>> F =diag([1 -2 5 6])
>> det(F)
>> prod(diag(F))

Funkcja "prod" oblicza iloczyn (ang. product), wntyprzypadku wyrazéw na
przekgtnej gtbwnej macierzy F. Obydwa wyniki, uzyskanepzamog funkcji
"det" oraz "prod", powinny bytakie same.

(ii) wyznacznik macierzy dolno- lub gérno-trgjkej jest iloczynem wyrazow
gtéwnej przektnej. Macierz ma postadolno- lub gérno-trojitng, jezel
odpowiednio nad lub pod przgka giéwrg s3 same zera.

>>L=[100;230;-14 5]
>>U=[234;0-35;001]

L to przyktad macierzy dolno-trégknej, a U - macierzy gorno-trgjknej.
Sprawamy wtasndci ich wyznacznikéw
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>> det(L)
>> prod(diag(L))
>> det(U)
>> prod(diag(U))

(i) wyznacznik macierzy, w ktorej jeden wiersz lub koha skiada siz
samych zer jest réwny 0

>> F = diag([1 0 5 6))
>> det(F)

(iv) wyznacznik macierzy jest réwny wyznacznikowi jej cigazy
transponowanej

>> E
>> det(E)
>> E'
>> det(E')

(v) jezeli macierz B powstaje z macierzy A przez poueroe wszystkich
elementéw jednego wiersza lub jednej kolumny przZézbe c to
det(B)=cdet(A). Aby przetestowa t¢ wlkasnag¢, pomna@my drugi wiersz

macierzy E przez "-3"
>> E

>> E(2,)) =-3*E(2,)
>> E

a nasgpnie obliczmy wyznacznik nowej macierzy E

>> det(E)
Wynik ("-15") faktycznie stanowi iloczyn "-3" jpozez warté¢ "starego”
wyznacznika, czyli "5". Z twierdzenia tego ptynpeosty wniosekze jezeli
cab macierz pomnigymy przez c, to wyznacznik nowej macierzy zmiegi Si

c" razy, (czylidet(B)=c" det(A))gdzien stanowi wymiar macierzy.
Przywr@&my oryginalry macierz E

>>E=[0123;-1012;0234;2-120]
I obliczmy

>> det(E)

>> det(-3*E)

>> det(E)*(-3)"4

Dwa ostatnie wyniki powinny iy w my§l poprzedniego wniosku, identyczne.

wersja 1.0 27 padziernik-listopad 2011



Stawomir Milewski PK WIL L-5 www.L5.pk.edpl/~slawek slawek@L5.pk.edu.pl

(vi) jezeli macierz powstata w wyniku iloczynu dwoch mazier
kwadratowych, to jej wyznacznik jest iloczynem neszy -
czynnikow.

>> A

>> det(A)

>> B

>> det(B)

>> A*B

>> det(A*B)

>> det(A)*det(B)

(vii) gdy macierz B powstaje z macierzy A przez zamiamejscami 2
wierszy lub 2 kolumn to wyznacznik zmienia znakpmaeciwny, czyli
detB)=-detA). Sprébujmy zamiedi miejscami w oryginalnej
macierzy E drugi wiersz z wierszem trzecim

>> E
>> det(E)

W tym celu nalgy np. wiersz drugi zapawgie¢ do jakiegs
pomocniczego wektora

>>c=E(2,)
a nasgpnie na jego miejsce wstatwviersz trzeci
>> E(2,)) = E(3,)

Na koniec w miejsce przestawionego miejsca trzeciegtawiamy
zawartd¢ wektora c

>>E@3,)=c

Zamiana wierszy z wykorzystaniem trzeciego wektnyia konieczna,
gdyz inaczej, bez jego wykorzystania, oryginalna zaweéértwiersza
drugiego nie zostataby zapat@na i w rezultacie otrzymalibgy
macierz ztaong z dwoch "wierszy trzecich". Podobne zagadnienie
wystepuje w codziennyntyciu np. przy problemie zamiany zawaxd
dwéch szklanek wypetnionych w cé& dwoma réanymi ptynami.
Jezeli zawartdci jednej ze szklanek nie przejemy chwilowo do ¢rep
szklanki, to taka zamiana niedzie maliwa.

Teraz obliczmy wyznacznik nowej macierzy

>> det(E)
Powinnmy otrzyma warta¢ "-5", przeciwr do oryginalnej wartéci
"5". Ta sama wilasrso dotyczy oczywdcie kolumn. Na koniec
przywr&my oryginalmy macierz E

>>E=[0123;-1012;0234;2-120]
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(viii) wyznacznik nie zmienia wardoi, gdy do wiersza (lub kolumny)
dodamy odpowiednie elementy innego wiersza (lub urkoly)
pomnaone przez dowolnstal. Innymi stowy dodanie do wybranego
wiersza (lub kolumny) dowolnej kombinacji liniowenych wierszy
(lub innych kolumn) nie zmienia wa#t wyznacznika. Wiasrig te
przetestujmy dodag¢ do trzeciej kolumny oryginalnej macierzy E

>> E
>> det(E)

kombinacg liniowa typu "2*pierwsza kolumna -3*czwarta kolumna"
>> E(;,3) = E(;,3) + 2*E(;,1) -3*E(;,4)

Obliczmy wyznacznik nowej macierzy
>> det(E)

Powinien on nie zmietiswej wartdci ("-5"). Przywr&my oryginalr
post& macierzy E

>E=[0123;-1012;0234;2-120]

Wilasnag¢ ta jest bardzo przydatna przy obliczanigcznym
wyznacznika. Mena bowiem tak dodatkowo zmodyfikowavybrany
wiersz (lub kolumg) macierzy, aby pojawito siw nim (w niej)
jeszcze wjcej wyrazéw zerowych - co znacznie utatwi jego cddinie.
Dla przyktadu wybranie do rozwigia wyznacznika macierzy E
kolumny pierwszej (przyktad obliczeniowy zaprezevaoy jaks czas
temu) pozwala nam zredukowdiczbe koniecznych do obliczenia
podwyznacznikéw rgdu 3x3 z czterech na dwa z uwagi na dwa zerowe
wyrazy pierwszej kolumny. Ale nioa postara sie tak przeksztaici
macierz, aby w kolumnie pierwszej pojawita $eszcze jedno zero.
Np. dodajmy do czwartego wiersza macierzy E wiehzgi
pomnaony przez "2"

>> E(4,) = E(4,) + 2*E(2,)
Macierz po tym przeksztatceniu powinna énpesta

E =

oo RO
RN OR
DWERN
AR W

oraz wyznacznik

>> det(E)
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Natomiast w obliczeniacheeznych przy rozwiniciu - tak jak
poprzednio - wzgdem pierwszej kolumny, liczba koniecznych
obliczen pasrednich zmniejsza sido jednego podwyznacznika

O 1 2 |3
L L 1 2
E|= 0 3 =0+ (-1 O-DJ2 3 4+ O O
-1 4
0O 1 4

=(12-16)- A 8 4+ § 8 P=- 4 24 33

Mimo tych udogodnig, obliczanie wyznacznika macierzy przy wykorzystani
rozwinigcia w podwyznaczniki jest bardzo kosztowne (pgnkiomputerowa przy
lokowaniu nowych wyznacznikow) i ugiliwe. Programy komputerowe (w tym
Matlab) stosuj nieco inny sposob obliczania wyznacznikow - przédsajp
macierz drog eliminacji do postaci trojnej (dolno- lub gérno-), lub diagonalnej,
a nasgpnie obliczag iloczyn elementéw na przetaej gtdwnej tak przeksztatconej
macierzy.

- odwracanie macierzy: specyficzna gga 0 wyktadniku "-1" oznacza uogélnienie
odwrotndgci liczby (skalara) w rachunku macierzowym. War@mii koniecznym
istnienia macierzy odwrotnej do macierzy kwadratoyest jej niezerowy

wyznacznik SA - A)_l = det(A)# 0). Ogolny algebraiczny wzor na

) (
obliczanie elementéw macierzy odwrotnej wykorzystopgcie wyznacznika oraz
podwyznacznikdw, omawianych w poprzednim podpunkg@icowania

e Ay _(EDTM,

A Thea)” det@d)

Schematyczny sposOb wyznaczenia macierzy odwratryepaga (i) obliczenia
wyznacznika macierzy odwracanej (i) wyznaczenia cierxay minorow
wszystkich jej wyrazéw (iii) wyznaczenia macierzppeinier algebraicznych
wszystkich jej wyrazow i (iv) wyznaczenia tzw. maay dohczonej
(transponowanej macierzy dopethi@algebraicznych) (v) podzielenia wyrazow
koncowe] macierzy przez wyznacznik. Dla przykladu cbjimy macierze
odwrotne dla dwoch macierzy kwadratowych - 2x2 @a3.

(i) wyznacznik macierzy

1 2
A:{ } . det(A)= 4- 6=— 2% (
3 4

(i) macierz minoréw wyrazéw macierzy A (oblicaej np. minor wyrazu
a,, =1zastaniamy pierwszy wiersz oraz piergsolumre, a nasfpnie obliczamy

wyznacznik tego, co zostato, czylet(4)=| 4= <itd.)

w43
2 1
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(iii) macierz dopetnié algebraicznych macierzy A (zmieniamy znaki elerdent

macierzy minorowA" wtedy, gdy suma numeru wiersza i kolumny, w ktéryc
lezy dany wyraz, jest nieparzysta, czyli np. 1+1 =r2e-zmieniamy znaku wyrazu
a; =4, 1+2 = 3 - zmieniamy znak wyraa}’, =3 itd.)

APA = 4 -
-2 1
(iv) transponujemy macierz dopetiézw. macierz dajczona A®)
AP =(ADA)T - 4 -
-3 1

(v) po podzieleniu macierzy dmzonej przez wyznacznik otrzymamy ostatecznie
macierz odwrotpdo A

A_l: 1 AD:—} 4 -2 = =2 1
det(A) 2-3 1| |15 -0

Dokonamy kontroli uzyskanych wynikow w programie tha piszc

>> AN-1
lub przy zastosowaniu funkcji "inv" (ang. inversiondwrotng¢)
>> inv(A)

lloczyn macierzy i macierzy do niej odwrotnej (e iktnieje) powinien dawaw
rezultacie macierz jednostkgw(ztozenie mae odbyw&é sie w dowolnej
kolejnaici)

>> inv(A)*A
>> A*AN-1

Sprawdmy powyzsze take dla macierzy wkszej E - 4x4

>> inv(E)*E
>> E*inv(E)

W przypadku powsszego przyktadu charakterystyczne jest toyynik obydwu
mnazen nie stanowi idealnej macierzy jednostkowej toioej tylko z liczb "1"
oraz "0"). Reprezentacja skrona liczb rzeczywistych oraz zu operacji
dzielenia, a zwlaszcza odejmowania (ktore drastgcahnizaja precyzg wyniku)
wprowadza na tyle diy bfad obckcia, z Matlab przechowuje niezerowe miejsca
po przecinku. Przekonajmyeso tym chwilowo whczapc format "diugi”

>> format long
>> E*inv(E)
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>> format short

Obliczmy jeszczeecznie macierz odwrotndo macierzy 3x3

1 0 -1
F=[{0 1 0| , detE -+ 0 E- 2 |
-1 0 -1

Macierz minorow wyglda nastpujaco

11 ol |0 o |0 1]
0 -1 -1 -1 |-1
-1 0 1
w o -1 ]1 - 1
EM = =0 -2 0
0 -1 -1 -1 |-1
1 0 1
0o -1 |1 - 1
1 0 [0 o [0 1]

Macierz dopetnigé algebraicznych (bez zmian, bo wyraz na "niepayzyst
miejscach s rowne "0")

-1 0 1
F*=0 -2 0
1 0 1

Macierz doiczonaF® (F®* transponowana - bez zmian, bo macierz dopgtnie
jest symetryczna)

-1 0 1
Fo=(F*) ' =lo -2 0
1 0 1

Macierz odwrotna

-1 0 1 05 0 -0.

F_1=—l 0O -2 0= 0 1 O

1 0 1/ |-05 0 -0.

Prosz sprawdzé poprawnéé wyniku poprzez (i) dokonanigezne mnaen FF™
oraz F'F (ii) obliczenie macierzy odwrotnej do F w Matlabie

To nie przypadekze odwrotné¢ macierzy symetrycznej jest rownienaciera
symetryczg. Symetria jest bowiem zachowywana w wyniku odwnéea
macierzy. Z kolei macierze anty-symetryczgezawsze macierzami osobliwymi i
dlatego nie istnigjmacierze odwrotne do nich.

Odwrotngcia macierz diagonalnej stanowi macierz zztina z odwrotngi
elementéw na przeknej gtdbwnej

wersja 1.0 32 padziernik-listopad 2011



Stawomir Milewski PK WIL L-5 www.L5.pk.edpl/~slawek slawek@L5.pk.edu.pl

>> diag([1 2 3])
>> inv(diag([1 2 3]))

Wyznaczniki macierzy i macierz odwrotnej spelpiapastpujaca relacg

AT L det(A)= 1_1 .
()’ () det(A™)

>> FE

>> EA-1

>> det(E)

>> det(inv(E))
>> 1/ det(inv(E))

Proba obliczenia odwrot§o macierzy prostaknej zakaczy st biedem
>> inv(C)

Z kolei proba obliczenia odwrotdc macierzy kwadratowej, ale osobliwej da
wynik

>> inv(D)

ztozony z samych symboli nieskozonagci ("inf") oraz ostrzeenia (nie
stanowacego bédu krytycznego przerywggego obliczenia): "Matrix is singular
to working precision” co oznacza "Macierz jest dswd dla precyzji roboczej".
Nalezy to rozumi€ w taki sposob,z wyznacznik macierzy zerowy lub na tyle
maty (ale r@ny od idealnego zera)z proba obliczenia jego odwrotém data w
rezultacie "inf" (tak samo, jak przy odwracaniu &éub liczby bardzo bliskiej
zeru). Macierz wynikowa zimna z "inf* nie mazadnego sensu liczbowego, a
jedynie posiada pewien charakter informacyjny,coé nie w poradku jest z
macierz odwracan. Macierze bardzo bliskie osobliwym nazywaje macierzami
zle uwarunkowanymi, a zagadnieniazynierskie, w ktorych wyspujs takie
macierze, stanowijeden z najwaniejszych problemow wspoétczesnej numeryki.
Macierze odwrotnegswykorzystywane m.in. do rozgeaywania uktadow rowng

o czym ledzie mowa w kolejnych rozdziatach opracowania.

- ostatnim omawianym dziataniem macierzowyguiie dzielenie macierzy przez
macierz. Taki rodzaj dziatania nie jest zdefiniowan algebrze. W Matlabie
podzielc macierz przez macierz oznacza poryto macierz przez macierz
odwrotrg, a kolejnd¢ takiego mnaenia zaley od skierowania znaku dzielenia
("/" - dzielenie prawostronne, "\" - dzielenie lestmnne). | tak:

A/ B = AOB™*'= C
(nxm) (mxnm) (wm(m

oraz

A\ B =A'0OB=C
(n) (e (rep (o ()
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Kolejnosci mnazenia macierzy w powagzych wzorach nie nioa zmienia, gdyz
jak wiadomo, mngenie macierzy nie jest przemienne. Wykonajmy kokdiczen
na istniegcych macierzach Ai B

>>A
>>B
>>A/B

powinno dé to samo, co
>> A*BA-1
Z kolei
>>A\B
stanowi inny sposob zapisu
>> AN-1*B
11. Dziatania tablicowe

W Matlabie, oprécz omawianych szczegotlowo w popnpedrozdziale operacji
macierzowych (dodawanie, odejmowanie, teroe przez skalar, mnenie przez
macierz, pajgowanie, transpozycja, odwracanie, dzielenie) égnigrupa operaciji
zwanych tablicowymi. Rinig si¢ one od macierzowych tynie prowadzonegsone na
poziomie elementow macierzy, mime kapisuje s "globalnie”, z ayciem symboli
macierzowych, bez specyfikacji numerow elementowwatuje sk je wstawiagc kroplke
(".") pomigdzy pierwszy argument takiego dziatania, a symlahtdnia. Zacznijmy od
mnazenia tablicowego. Przywémy definicg macierzy A i B

>>A=[12;34]
>>B=[32;-23]

Napiszmy (uwaga na kroppomkdzy "A" i "*")
>> A*B

Wynik jest zupetnie inny aiw przypadku operacji macierzowej bez kropki
>> A*B

Przypomnijmy: mngenie macierzowe (bez kropki) oznaczato popemie macierzy
przez macierz w sposoéb ngslijacy: wiersze macierzy Agsmnazone skalarnie przez
kolumny macierzy B. Natomiast w operacji tablicoekropks) mnazone g przez siebie
odpowiadajce sobie elementy macierzy A i B, czyli 1*3, 2*2(-2) oraz 4*3. Sid
oczywisty wniosek,7 do tego rodzaju operacji tablicowych, w ktoryclguanentami s
macierze, macierze te muysmie¢ doktadnie takie same rozmiary (aby imve byto
utozenie wszystkich par elementow pa@aizy macierzami). Jest to warunek silniejszy,
dlatego te mazliwe do pomnéaenia macierzowego, macierze C i A

>> C*A
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nie mnaa si¢ tablicowo - pojawi st komunikat o bdzie
>> C.*A

Co wiecej, mnaenie tablicowe (jeeli jest wykonywalne) jest przemienne - jak zwykte
mnazenie liczb

>>A*B
>> B.*A

Uwaga dla os6b mggych ddwiadczenie w programowaniu, zwlaszcza w stosowaniu
petli "for": mnozenie tablicowe macierzy (jak i wszystkie dziatatggo typu) zagpujag w
Matlabie zapis podwodjnie zaguazonej tli "for": A(i,j) * B(i,j) na poziomie elementéw

Z pomineciem potrzeby definiowania zakresu parametrow gieyah etli "i" oraz "j".
Podobnie dziata dzielenie tablicowe - mimo zapisu poziomie macierzy dzielenie
dotyczy odpowiadagych sobie wyrazéw. Tutaj ta&k maemy wyr@ni¢ mnaenie
prawo- i lewostronne. W przypadku prawostronnegorazy pierwszej macierzyas
dzielone przez wyrazy macierzy drugiej, a w przyqalgéwostronnego - odwrotnie.

>> A./B
>> A\B

Dzielenie tablicowe nie jest przemienne, chykazmienimy "skénos¢" kreski dzielenia
na przeciwg

>> A./B
>> B\A

Skoro istnieg tablicowe wersje mn@nia i dzielenia, to zapewne istni¢pkze tablicowe
dodawanie i odejmowanie. Sprasmaly

>> A.+B
>>A.-B

| tutaj nasgpuje zaskoczenie: dlaczego wyst komunikat o b¢dzie skladniowym?
Przecieé macierze majtakie same rozmiary... Wyjaienie jest nagpujace: doktadnie to
samo rohbi zwykle operacje macierzowego dodawania i odejmaavaodag lub
odejmup odpowiadajce sobie elementy macierzy), dlatega teie bylo potrzeby
wprowadzé dodatkowego zapisu tych podstawowych dziata

>> A+B
>> A-B

Ale za to istnieg operacje tablicowe pggowania. Np. mzna podni&c tablicowo macierz
do potgi macierzowej

>> AB
>> B A
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W obydwu przypadkach podnoszongaezywicie wyrazy pierwszej macierzy do pgt
okreslonych przez wyrazy drugiej macierzy.zdg natomiast chcemy poditewszystkie
elementy macierzy (tu ju maze by maciera prostolgtng) do okrélonej potgi,

wystarczy napisa

>> AN2
>> C.A3
>> D.A(-1)

W rezultacie otrzymujemy odpowiednio kwadraty wyraz macierzy A, sz&iany
wyrazow macierzy C oraz odwrotstd wyrazow macierzy D.

Ponizej zamieszczono listwszystkich omowionych operacji tablicowych wrazich
interpretacj na poziomie elementow

(/) mnazenie macierzy przez maciera .0B = C [g=ap]|

(xm)" (mxm) (=)

(ii) dzielenie (prawostronne) macierzy przez macieA ./ B = C [q =q/ p]

(xm)  (m (nxm)
(i) dzielenie (lewostronne) macierzy przez mazlt-%ﬁ]) \(Pm (nxm) [q b/ {ﬂ

(iv) potegowanie macierzy w liczbieA " = C [qj =3 ]

(mm) (e
(V) potgowanie macierzy w macierzyA wm = ( C) [qj = q}“’}
nxm,

(nxm)

Mnozenie tablicowe ma podstawowe znaczenie przy koowtniu np. zbioru wartei
funkcji dla wektora argumentéw (zmiennych niezakleh). Np. majc wzor funkciji

y= x°+1
T 5
xt— >
X+1

I chaac obliczy jej wartas¢ dla jednej okrdonej wartgci "x" wystarczy napisa

>>x=5
>>y = (x"2+ 1)/ (x5/4) - 5/(x+1))

Jednake, jezeli "X" bedzie wektorem - zbiorem zmiennych niezaigch, dla ktérych
bedziemy chcieli obliczy "za jednym zamachem" zbior waitd tej samej funkcji, to
bezpdrednie przeniesienie wzoru poskutkujedam

>> x = (10:20)'
>>y = (x"2 + 1)/ (x\(5/4) - 5/(x+1))

Skad sk ten bhd bierze i jaka "macierz musi bykwadratowa" (wg komunikatu
Matlaba)? Oté popatrzmy na struktempowyzszego wzoru "y = ...". Wszystkie paofi, a
takze dzielenia bda traktowane przez Matlab jako operacje macierzavegli np. x"2
bedzie oznaczato prépomnaenia x*x, co jak wiemy, jest zarezerwowane dla reexi
kwadratowych. A "x" jest wektorem kolumnowym 11xlak naley wiec to dziatanie
zapis&? Pamgtajmy, iz w rezultacie mamy otrzyndazbior wartdci funkcji dla kadego
argumentu (elementu wektora "x") osobno. To oznaazavszystkie operacje musby¢
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prowadzone na poziomie elementu (czyli elementatogp oraz element przez element).
Dlatego te nalezy wszystkie dziatania macierzowe zgmé tablicowymi

>>y=(X"2+1)./ (x~5/4) - 5./(x+1))

W sumie przybyly cztery kropki - przed #dym dzieleniem macierzowym i

potegowaniem macierzowym. Wstawianie kropki w dziatai®é4" nie ma sensu, bo

wykonywane jest ono na liczbach. Rowindziatan dodawania i odejmowania nie trzeba
modyfikowa w zaden sposob, gdyjak pamétamy, dodanie liczby do macierzy to
dodanie tej liczby do kalego jej elementu (podobnie z odejmowaniem).

12.Wybrane funkcje i zagadnienia macierzowe

W pierwszej kolejnéci omowione zostan uktady réwna liniowych w ogdlnej
postaci

X+ a%t o+ a3, x=1h
QX+ Xt 3y, X = b

AuX %t a, %= h

o takiej samej liczbie rowmai niewiadomych (uktady kwadratowe, ukiady citome).
Powyze] pokazano tradycyjny "szkolny" zapis polegg] na zapisaniu pod znakiem
klamry rownania po réwnaniu skladaych s¢ z wyrazéw liniowych ze wzgtu na
wszystkie niewiadome X, X,,...,%,, ich znanych mnmikow (wspoétczynniki uktadu

rownay) a,,,a,,,...,8,,,8,,,...,8, 0raz znanych wyrazow wolnych,,b,,...,j. Istniep

trzy podstawowe ("szkolne") metody roagywania matych ukladéw rownha(dla n=2
lub n=3): metoda podstawiania, metoda przeciwnych wsgyédicikow oraz metoda
wyznacznikow. Wszystkie te metody slosy ucigzliwie w obliczeniach ¢cznych,
zwtaszcza, jeeli rozmiar uktadu réwnajest znaczny (n>3). Dlategoztestnieje duo
algorytméw macierzowych (doktadnych i przylhych), stanowicych pewne
uogolnienia wspomnianych metod, dla uktadow aydt rozmiarach. Wymagajone
innego zapisu ukladu rownav formie macierzowej, mianowicie

A xX=Db
[nxn] [nxt] <]

Ay Ay e By
4 | Br &y e Ay : , 0
w  ktérym to [A]— to kwadratowa macierz wspotczynnikow
Gy G oo Gy
X b
(macierz gtéwna uk’fadu)[,xl] = X2 - wektor niewiadomych, ora[ml] = bz - wektor
X, b,

wyrazow wolnych (tzw. wektor prawej strony). Z podawyzej definicji kwadratowego
uktadu réwna wynika wzor na jego rozwkanie
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— 1
[w] ~ {rer] [

Wymaga on obliczenia macierzy odwrotnej (o ile reariA nie jest osobliwa - musi ndie
wyznacznik niezerowy) oraz jej pomiemia przez wektor wyrazow wolnych b. Jest to
jednak ucizliwy spos6b wyznaczania rozgwiania w sposoObeczny, gdy obliczanie
reczne macierzy odwrotnej jest zlme obliczeniowo (wymaga liczenia wielu
podwyznacznikow). Jedna& wiasnie ten sposob jest najgziej stosowany w Matlabie
to rozwizywania uktadéw rowna Np. rozwamy ukiad réwné o tradycyjnym zapisie

2% +3X,=8
X+ X%+ %=6
3+ X% =-3

Na tej podstawie naty skonstruowé& w Matlabie znane jego elementy, czyli macierz
wspotczynnikdw (np. o nazwie "A") oraz wektor prawstrony (np. o nazwie "b").
Wyrazy macierzy "A" wprowadzamy wierszami wzztkazdego z rowna, a przy
definiowaniu wektora "b" pamgiajmy o tym, £ musi on by wektorem kolumnowym
("stojacym”) - w innym przypadku niegla zgadzaty si wymiary w przysziym mnzeniu
macierzowym

>>A=[230;111;0-31]
>>b =[8; 6, -3]

Aby rozwigzat ten uktad, a rozwizanie zapamta¢ w wektorze "x", nalgy napisa
>>x = AM-1*b

lub
>> x = inv(A)*b

Wspotczynniki uktadu zostaty tak dobrane, aby r@zaniemscistym byly idealne liczby
1,2 i 3. Jednate poprzez kidy zaoksglen podczas odejmowania i dzielenia nie udato si
takich otrzyma - wprawdzie przy obecnym formacie nie wédaiezerowych pozycji po
przecinku, ale prawdopodobnie gdzjest cé niezerowego, skoro Matlab wypisuje zera
po przecinku. Sprawdzenie poprawoeio rozwigzania uktadu polega na ponwemiu
macierzy "A" przez wektor rozwgzan "x" - jezeli uklad zostat rozwazany poprawnie,
rezultatem takiego mrienia powinien b§ oryginalny wektor "b" (lub zestaw liczb
bardzo mu bliski)

>> A*X
>> Db

Dlaczego uwywamy w Matlabie tego wkmie zapisu, skoro jest on tak kosztowny
obliczeniowo? Matlab nie oblicza macierzy odwrottegefinicji” - tak, jak to podano w
jednym z poprzednich rozdziatbw. Do obliczania mexy odwrotnej stosowana jest
odpowiednia metoda eliminacji np. do postaci diajoa).

Rozwigzanie uktadu réwna w Matlabie mana zapisd@ w jeszcze inny sposob,
mianowicie z wykorzystaniem dzielenia lewostronnego
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>>x =A\b

O zaletach tego najbardziej ogdlnego w Matlabieiszapozwizania uktadu rowna
porozmawiamy bardziej szczegdlowo przy okazji onzeé prostoitnych ukladow
rowna.

Wracajc jeszcze do wzoru na rozeanie ukladu rownawynikajacego z jego definicji -
obliczenia ¢czne wymagaj nastpujacych przeksztalde zapisania macierzy A, wektora

b, macierzy odwrotneA™ oraz pomngenia A™ przez b

2 3 8
A=[1 1 1 ,b=|6
0 -3 -

0.8 -0.6 0.6

detA)=5 - A'=| -0.2 0.4 -0.

0.6 1.2 -0.

08 -06 0.6/ | 8
x=A'b=| -0.2 0.4 -0. 6|=
-06 12 -0.2]|-

OgoIinym algebraicznym sposobem rogzeinia tak sformutowanych uktaddéw rowinjast
tzw. metoda Cramera, stan@a@ uogolnienie metody wyznacznikdw. W metodzie tej
kazda niewiadoma opisana jest wzorem

~—

_det(A

= , 1=12,...
det(A) ' "

X

det(A) to wyznacznik macierzy gtownej (musi ¢byieosobliwa, by istniato jedno
rozwigzanie), a det(A) to wyznacznik macierzy powstatej z macierzy gtéywA po

zastpieniu jej i-tej kolumny wektorem wyrazéw wolnych tNp. pierwsza niewiadoma
wczesniej analizowanego uktadu réwiavg wzoréw Cramera obliczana jest r@astiaco

8 3
6 1
Xl:det(A&): -3 -3 =_5=1
det(A) 5 5

W Matlabie nie ma osobnej funkcji rozyzujacej uktady rowna metody Cramera (jest to
sposib niewiele lepszy,zeli chodzi o czas oblichei liczbe operacji, w poréwnaniu do
metody wynikagcej wprost z definicji z uwagi na obeddovyznacznikow). Ale mana
wzory na wszystkie niewiadome wpésagcznie, z wykorzystaniem funkcji "det".
Najpierw stworzymy trzy macierzéy, A, oraz A, rézniace s¢ od oryginalnej macierzy
A w taki sposoOb,7 odpowiednio 1, 2 i 3 kolumnactly zasgpione wektorem wyrazéw
wolnych
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>> Al = A;
>>Al1(,1)=b
>> A2 = A;
>>A2(:,2) =b
>> A3 = A;
>>A3(:,3) =b

W nastpnej kolejndci wpisujemy niewiele j# réznigce s¢ wzory na kolejne trzy
niewiadome

>> x1 = det(Al)/det(A)
>> x2 = det(A2)/det(A)
>> x3 = det(A3)/det(A)

ktOre nastpnie mana zebra do jednego wektora rozgaan "x"
>> X = [x1; X2; x3]

Jezeli wyznacznik macierzy gtéwnej uktadgdrzie réwny 0,zadna z metod nie znajdzie
rozwigzania. Z matematyki wiemyze ukiad taki mee mieg nieskaiczenie wiele
rozwigzah (uktad nieokrélony) lub mae nie mi€¢ w ogole rozwizania (ukiad
sprzeczny). O tym jednak decyduje joostg wektora prawej strony b. Np. przywiray
lub stwérzmy w Matlabie osoblivmacierz D

>>D=[123;-101;246]
>> det(D)

Kazda z préb rozwizania uktadu réwna z macierz D i wektorem b skaczy sk
niepowodzeniem

>> DN-1*b
>> inv(D)*b
>> D\b

W algebrze istnigjtakze uktady rowna o raznej liczbie niewiadomychnj i rowna (m)

a1,1X1+ ai,2X2+"'+ A, X = q
az,1X1+ a2,2X2+"'+ , X = t&

A Xt A%t g, %= D,

- tzw. ukilady niedookrdone (lub pod-okrdone - gdy réwna m jest mniej ni
niewiadomych n) i nad-okrélone (gdy rowna m jest wkcej niz niewiadomychn).
Ogoélnym sposobem analizy (nie roawania, lecz przekonaniagsiczy taki uktad posiada
rozwigzanie, a jeeli tak, to czy jest ono jednoznaczne) jest wyketagie twierdzenia
Kroneckera-Capellego, ktore ye st z pogciem tzw. rzdu macierzy. Rad macierzy
jest to wymiar najwikszego niezerowego podwyznacznika tej macierzyuRdenie tego
pojecia zacznijmy od macierzy kwadratowychzdle wyznacznik macierzy kwadratowe]
0 rozmiarzen jest niezerowy, to g takiej] macierzy wynosi. Jeeli jest zerowy, to

nalery sprawdzt, czy ktong z podwyznacznikow tej macierzy o Wymiarﬁa—l) jest
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niezerowy - jeeli chocia jeden okae st by¢ rézny od zera, to g macierzy wynosi
(n-1). Jeeli wszystkie bda zerowe, naley sprawdza podwyznaczniki rgdu (n-2) az
do czasu, kiedy dotrzemy do wyznacznikbw z pojedyolk liczb. Poniej kilka

przyktaddw obliczé w Matlabie rzdu macierzy kwadratowych z wykorzystaniem funkcji
"rank”

>> rank(A)

>> rank(D)
>>rank([400;000;000])
>> rank(zeros(50,50))

Macierz A o rozmiarze 3 jest nieosobliwa (wyznakzricdu 3 ré&ny od zera), wic jej
rzad wynosi 3. Macierz D jest osobliwa, ¢girzad nie mae wynost 3, ale posiada ona
podwyznaczniki rgdu 2 - niezerowe, np. paotszy powstaty po skégeniu pierwszej
kolumny i trzeciego wiersza

D _|2 =2%0
317 g

Dlatego rad D wynosi 2 (nie dlategae podwyznacznik jest rowny "2", tylko dlatege,
jego rzd wynosi "2" ).

Rzad trzeciej macierzy o wymiarze 3, sklagt@j st z samych zer, i jednej czworki
wynosi 1, bo tylko jeden podwyznacznikedzi 1 jest niezerowy (chodzi wéaie o t
czworke i podwyznacznik z niej rowny 4). Bd czwartej macierzy jest rowny zero, bo
mimo dwego rozmiaru (50), sktadagsdbna z samych zer i nawet podwyznaczngdrz1-
szego jest zerowy.

Z kolei rzdy macierzy prostainych wymagaj wycinania z nich podwyznacznikéw w
wyniku skrélania r@&nej liczby wierszy i kolumn. Przywétny macierz C o rozmiarach
4x2

>>C=[34;56;-12;89]
Macierz jest niekwadratowa, g nie mana obliczy¢ z niej wyznacznika, ale moa

wycina z niej podwyznaczniki klow 3, np. porriszy powstaly z wykrdenia trzeciego i
czwartego wiersza

C3..4,0 =

j=18— 20=-2# C

Jest on niezerowy, dlategotezad macierzy powinien kyréwny 2. Sprawgmy
>> rank(C)

Twierdzenie Kroneckera-Capellego mowi rzecz ¢aghca. Niech: r, =rz(A) - rzad
macierzy gtownej uktadu orazr, =rz(Ab) - rzad macierzy rozszerzonej (macierzy
gtéwnej A z dofczomy po prawej stronie kolumnwyrazow wolnych). Yeeli uktad ma
rozwiazanie (wtedy i tylko wtedy gdyr, =r;), to o liczbie jego rozwzar mozna
wnioskowa wedtug nasipujacych regut:
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() dlar,=r,=n (n - liczba niewiadomych) uktad ma doktadnie jednawiazanie, przy
czym dla uktadu jednorodnego (wektor b jest wektormerowym) tym rozwgzaniem jest
X=X =..= )%:0,

(i) dla r, =ry <n zbibr rozwazan zaleyy n—r parametrow i tworzy rozmaié liniowa

wymiaru n—r. Jgli przy tym ukfad jest jednorodny, to zbior tychzwagzan tworzy

n-r wymiarowg podprzestrzeprzestrzenn - wymiarowej,
(i) przypadekr =s> n jest niemaliwy.

Céz to wszystko oznacza? Przede wszystkim o istnigmitnoznacznego rozgdania
ukladu prostotnego (n;t m) decyduje rowng dwdch rzddéw macierzy: gtébwnej i
rozszerzonej gtbwnej o wyrazy wolne. W§iiamy to na przyktadzie

X +2% =5
-3x, +4X,=5
—2x —4x,=-10

Aby dokon& analizy tego uktadu, wprowaehy w Matlabie macierz A i wektor b

>>A=[12;-34;-2-4]
>> b =[5;5;-10]

Nastpnie obliczmy rzdy macierzy A i macierz rozszerzonej Ab

>> rank(A)
>> rank([A b])

Obydwa rzdy §3 rowne 2, to oznaczaz rozwigzanie istnieje, a dalej, wg powszego
twierdzenia interesuje nas przypadek (i): jest dyljedno rozwgzanie i nie jest to
rozwigzanie zerowe, gdy wektor prawej strony nie jest zerowy (uktad niestje
jednorodny). Dlatego f& mimo pozornej nad-okénosci (trzy réwnania, dwie
niewiadome) uktad ma jedno rozmanie. | rzeczywécie - rbwnanie trzecie to rownanie
pierwsze przemnmne przez "-2". Jest to wd pozornie nad-okékony ukiad rowna,
gdyz - w interpretacji graficznej - prosta pierwszazecia pokrywatyby size sob. Jak
zatem to rozwgzanie znalgt? Najtatwiej jest oczyvicie jedno z rowna (pierwsze lub
trzecie) odrzud, ale oczywdcie trzeba wiedzig ktore z nich s zalezne. Twierdzenie o
tym nie méwi, a metoda "na oko" jest dobra w prziqpa matych uktadéw réwna
Sprobujmy wgc zastosowawzor wynikapcy z definicji

>> X = AN-1*b
>> x = inv(A)*b

Obydwa powysze zapisy zawodz gdyz nie da si odwréct macierzy niekwadratowej.
Wykorzystajmy wec trzeci zapis, ktory rownigbyt wczeniej stosowany

>>x=A\b

Udato sg¢! Stad jasny wniosek,z niewinny z pozoru znak lewostronnego dzielenig ('\
robi nieco wgcej, niz tylko mnary odwrotng¢ A przez b. | faktycznie: w przypadku
uktadow prostoitnych ukitad taki przechodzi proces "ukwadratowi&n@dpowiedniej
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specjalistycznej procedury, ktdra sprowadza uktadstplgtny do kwadratowego o
wymiarachnxn. Do tego dziatanie dobiera odpowiegioptymalrm metod eliminacji do
dalszego rozwzania tego uktadu, wynikgja z postaci macierzy wspoétczynnikow
(symetrycznej, pasmowej, rzadkiej, diagonalnejkttiej itp.).

Sprawamy, czy otrzymane rozwzanie jest rozwizaniem wiaciwym dla wygciowego
uktadu rowna

>> A*X
>> Db

RoOwna¢ powyzszych wyraen potwierdza przypuszczenia (na podstawie rd&eno
rzedow) o pozornej nad-okinaosci tego uktadu.
Rozwamy podobny przyktad

X +2% =5
-3x, +4X,=5
—2X —4x,=-12

ale r&niacy sk ostatnim wyrazem wolnym. Skonstruujmy nowy wekior
>> b =[5;5;-12]
i dokonajmy analizy rd6w dwoch macierzy

>> rank(A)
>> rank([A b])

Rzad macierzy A (jak i sama macierz) nie zmieni¢ $iwynosi 2. Natomiast szl
macierzy rozszerzonej wynosi teraz 3 (co oznaczawyznacznik macierzy jest
niezerowy). W myl twierdzenia nie ma rozwzania - ukfad jest sprzeczny. Sprawgy
zatem, co obliczy Matlab

>>x =A\b

Céz to @ za liczby? Czyby program dziatat wbrew udowodnionemu twierdzeniu
algebraicznemu? M najpierw sprawamy poprawné¢ rozwigzania wstawiac je do
uktadu rowna i poréwnupc z wektorem b

>> A*X
>>p

Czyli nie jest to witéciwe rozwhpzanie, skoro otrzymaimy nieco inny wektor. Graficznie
oznaczatoby toze punkt o wspotrdnych zawartych w wektorze "x"4g idealnie na
prostej drugiej, ale nie 2y na pierwszej i trzeciej. To, co obliczyt Matlatazywa s}
pseudo-rozwizaniem i ma charakter kompromisu dla trzech spragte sobie warunkéw
- stanowi wspotrzdne punktu l2gcego maliwe blisko kadej z prostych, nie wytdiajac
przy tymzadnej z nich. W ogo6lnym przypadku punktiamie lee¢ nazadnej z prostych
- w rozwaanym przypadku ey na prostej drugiej, na co pozwolity warunki zadamie
jest jednak rozvezaniem w sensie algebraicznymg(shazwa - pseudo-rozgzanie), bo
nie spetnia réwnania "w calo". Jednake zastosowanie w technice (np. w obrobce
danych pomiarowych) tego rodzaju uogélnienia rgzamia uktadu jest spore - ¢sto
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sparod duej liczby informacji, czsto wzajemnie wykluczagych sg, naley wybrat
jedno - nie idealne, ale optymalne.

Przy uktadach nad-okilonych i zastosowaniu dzielenia "\" Matlab wykonujéka
operacji w celu uzyskania postaci kwadratowej. peracje sprowadzajsic do budowy
nowego uktadu réwnmawg nasg¢pujacych wzoréw

C=A" A
C x=d | [ [rxn] [
[rr] [o] [ nc] = AT

[a]  [xe] [rc]

Oczywicie wzory te maj swoje uzasadnienie, ale na razie ngdze ono przytaczane.
Prosz zwrock uwag na fakt, # w wyniku tych "sprytnych" mngen wymiar
rownaniowy "m" jest kasowany - "nie pagta" go zarbwno macierz C, jak i wektor d
nowego ukladu rowna Sprawamy, czy tak faktycznie jest, budij macierz C i wektor
d na podstawie ostatniego rozaego ukfadu prostaknego i rozwazujac go bez aycia
operatora "\"

>>C = A*A
>>d=A"Db
>> x = inv(C)*d

Wynik jest identyczny z tym, otrzymanym weémeej w wyniku bezpéredniego
"dzielenia" (czyli rozwgzania uktadu)

>>x =A\b

Analiza uktadow pod-okgtonych jest nieco trudniejsza. Rozmay nasgpujacy przyktad
takiego uktadu o dwoch rownaniach i trzech niewragioh

X+tX%+X%=3

X —2%+3%=2

Wprowadmy dane do Matlaba

>>A=[111;1-23]
>> b =[3;2]

Dokonajmy analizy r@déw macierzy

>> rank(A)
>> rank([A b])

Obydwa rzdy s rowne 2 - rozwizanie istnieje. Jednak liczba niewiadomych réwna 3
kieruje nas do wariantu (ii) twierdzenia Kroneck@apellego. Zatem nie istnieje
rozwigzanie jednoznaczne (jedna jedyna trojka lioghx,, x;), ale nieskaczenie wiele
rozwigzan - rodzina rozwizan zalezna od jednego (3-2=1) parametru. Nazwijmy go C.
Wtedy zastpujac jedry z niewiadomych (npx ) tym parametrem, miemy zapisé
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%

C
=3- 2
X, + X =3-C . Cx=d- 1 |
—2X,+ 3%, = 2-C 1 d_{B}
RE

Rozwigzujac w sposéb tradycyjny ukiad row&x = d

>> x =inv([1 1;-2 3])*[3;2]
. 1.4 ) )
otrzymamy rozwjzanie X:L 6}' Nalezy go uzupelni o dodatkowy "parametryczny"

1
fragment —c BD’{J. Pomocniczego mrenia macierzy odwrotnej do C i wektora [1;1]

mozemy dokona w Matlabie

>> inv(C)*[1;1]

. . 4 2.5
co daje skorygowany o parametr wektor ragania x(c) =L 6}_ C{—J' zalezny od

tego parametru. Przyjmag zatem za parametrc (odpowiadagcy niewiadomej x)
dowolm liczbe rzeczywist obliczymy dwie pozostate niewiadomex,, X,. Zobaczmy
jeszcze, jakie rozwranie wyprodukuje Matlab przy zapisie z dzielenlemostronnym

>>x =A\b

Jest to jedno z mitiwych rozwigzan rozwaanego uktadu rowma dla parametru c
réwnego 0.

Kolejnym zagadnieniem, ktoreedizie poruszone, jest problem obliczenia dkego
wektora. Diugé¢ wektora a=[a1 a .. a,] to liczba nieujemna dolaca

pierwiastkiem kwadratowym sumy kwadratow jego wsp@inych

o= 3

Uwaga! W powyszym wzorze zapi$a| nie oznacza juwyznacznika (jak poprzednio),

ale dtugé¢ wektora a (lub bardziej ogodlnie: nogmkwadratow). Istnieje kilka
mozliwosci obliczenia tej wielkéci w Matlabie, z wykorzystaniem poznanychz ju
wczesniej operacji, a take kilku nowych. Zdefiniujmy w Matlabie wektor wie@wy

>>a=[12-3]
Obliczenie diugéci wektora za pomagciloczynu skalarnego

>> sgrt(a*a’)
>> sqrt(dot(a,a))
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W powyzszych zapisach korzystamy z fakty,iloczyn skalarny wektora przez samego
siebie to nic innego, jak suma iloczynu wspédhizych wektora - wynik ten wystarczy
pierwiastkowa (funkcja "sqrt").

Obliczenie diugéci wektora za pomacdziatania tablicowego

>> sgrt(sum(a.*a))
>> sqrt(sum(a.”2))

W powyzszym zapisie a.*a (oraz a.2) oznacza wektorarly z kwadratow elementow
wektora a. Nalgy je dodatkowo zsumowae soh (funkcja "sum™) oraz pierwiastkowa

Obliczenie dtugéci wektora za pomacfunkcji "norm"
>> norm(a)

Najprostsza w dziataniu funkcja pozwala na wielecsj czynndci. Krotki spis jej
mazliwosci uzyskamy wpisujc polecenie

>> help norm

Wyswietla sk opis dziatania funkcji dla macierzy i dla wektordrzyjrzyjmy s¢ sktadni
dla wektoréw ("For vectors..."). Wywotanie

>> norm(a)
jest rownowane wywotaniu
>> norm(a,2)

co, wg opisu (w sktadni Matlab), oznacza dla dowgim drugiego argumentu "p" nogm
postaci

ol

l, =( Sl

Powyzszy wzér (podwojne kresKja| oznaczaj norne, a wewntrz wzoru|a| oznacza

wartas¢ bezwzgédng) stanowi uogolnienie normy kwadratowej (dig§owektora) na
normy O po¢dze p. Obliczenie tej normy np. dlap =3

>> norm(a,3)

powinno d& liczbe zblizong dla norm(a), ale jednak niecozma. Skad takie bogactwo
normowe? Mianowicie kKala formuk maozna nazwé normg, o ile spetnia trzy warunki:
jest nieujemna, jest rowna zeru tylko wtedy, gdguanent jest zerem oraz spetnia tzw.
warunek trojigta (Ja+b|<|d|+| 4 ).

Inne wywotania normy wymagajpodania jako drugiego argumentu "inf" lub "-inDla
"inf" otrzymamy
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8], = M3

najwickszy z modutow wyrazéw wektora a, a dla "-inf"
3], =min[a

najmniejszy z modutdw wyrazéw wektora a.

>> norm(a,inf)
>> norm(a,-inf)

Powyzszych formut nie naley myli¢ z funkcjami szukacymi najwikszej i najmniejszej
wartasci sparod wyrazow wektora, gaypowyzsze odszukagjnajwicksze i najmniejsze
wartasci bezwzgédne. Z kolei funkcje "max" oraz "min" odszukagkstremalne warfgi
bez modutéw

>> max(a)
>> min(a)

Z koleisredni elementéw wektora niemy prosto obliczy dziebc sung elementéw tego
wektora przez ich liczp

>> sum(a)/3

Funkcje "max", "min", "prod" (funkcja obliczgja iloczyn elementéw wektora) oraz
"sum" dla argumentu macierzowego zwrao&gktor wierszowy ztgony odpowiednio z
elementu najwikszego, najmniejszego, iloczynu oraz sumy wyrazowoszczegolnych
kolumnach. Jeeli interesuje nas np. element maksymalny z calagienzy, nalgy
dwukrotnie wykoné dane polecenie

>> E = round(rand(4,4)*10)
>> max(max(E))

Sortowanie elementow wektora w kolejnbrosrycej zatatwia funkcja "sort"

>> b = round(rand(20,1)*100)
>> sort(b)

Dla wymuszenia kolejri@i malepcej naley dod& drugi argument w wywotaniu funkcji
"sort"

>> sort(b,'descend’)

Sortowanie elementéw macierzy wgdgm wybranej kolumny realizuje polecenie
"sortrows". Jako argumenty podajemy nazwacierzy oraz numer kolumny, wzdem
ktorej funkcja ma posortowamacierz. Dom§inie elementy bda segregowane rogoo,
dla poradku malejcego naley numer kolumny poprzedziznakiem "-". Przykiad
posortowania macierzy wzglem kolumny drugiej rogco i malejco

>> A = round(rand(20,2)*100)
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>> A = sortrows(A,2)
>> A = sortrows(A,-2)

Cala sita tego polecenia polega na tyimyislad za elementami kolumny drugiej @pgdja
elementy kolumny pierwszej, co przypomina sortowados¢pne np. w arkuszach
kalkulacyjnych typu Excel.

Informacji o rozmiarach macierzyd wektora dostarcza funkcja "size"

>> size(A)
>> size(b)
>>E=[0123;-1012;0234;2-120]
>> size(E)

Zwraca ona wierszowy wektor dwuelementowy, zawiesgjliczbe wierszy (jako
pierwszy element) oraz liczlikolumn (jako drugi element).

Z kolei funkcja "length" wbrew nazwie nie zwracaigksci wektora (to robi omawiana
funkcja "norm"), a najwikszy z rozmiarow (liczb wierszy ladz liczbe kolumn, w
zaleznosci od tego, ktora jest wksza), np.

>> |length(A)
>> length(b)
>> |length(E)

Wszystkie funkcje matematyczne i zagiajace omawiane w pierwszych rozdziatach
(sqrt, sin, cos, abs, log, round itdg) tak skonstruowanez ijezeli ich argumentem jest
macierz lub wektor, to w rezultacie dostajemy miaclieb wektor wartéci danej funkcji

>> x = (1:10)'

>> sqrt(x)

>> abs(x)

>> sin(x)

>> exp(X)

>> |og(X)

>> round(sqrt(x))

Nalezy jednak uwaac przy zamianie tych funkcji na ich algebraiczne @a@dniki. Np.

funkcja "sqgrt" dla argumentu macierzowego lub webkieego dziata inaczej hi

podniesienie do pegi 0.5. Funkcja "sqrt" dla takiego argumentu oldiczestaw
pierwiastkow kwadratowych wszystkich elementéw iab(czyli dziata na wzor operacji
tablicowej - "z kropk"), a operacja "*0.5" dokonuje macierzowegoegotvania (czyli w

przypadku wektora "x" dzialanie zakzy st bledem). Aby uzysk& w obydwu

przypadkach to samo, nadoby napisa".~0.5"

>> sqrt(x)
>> x"0.5
>> x.0.5

13. Cwiczenia do samodzielnego wykonania

1. Ktore z poniszych dziata da sg wykon&? Jeeli nie, napisz, dlaczego,z@i tak,
wykonaj je. Obliczenia eczne skontroluj wykongg odpowiednie polecenia w
Matlabie
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3 1
3 1 -1 -2 3 -2 -
A= , B=|-1 2|, C= , D=
-1 2 1 2 1 0 1
0 -2

A+B
A+C
B+D'

. Oblicz recznie ponisze wyznaczniki. Wynik skontroluj w programie Matla

1 -1 0 1
-2 -1 3
-1 1 -1 1 1
|—a, 5 .10 1 2, 0o 1 1
3 -1 -
1 0 -1 1

. Dokonaj analizy liczby rozwktai uktaddéw rowna stosujc odpowiednie twierdzenia.
Jezeli rozwigzania istnieg, znajd je postugugc si definicy lub metog Cramera.
Uktady prostotne magce rozwgzania doprowadl do ukladéw kwadratowych i
rozwigz. Wyniki sprawd postugugc s programem Matlab.

- 4 - -2 -1 3|x| |5
-1 1(X 1
[o]= 2 o 2 2]yl

2 - —4
: il 3 -1 -2|z| |-5
1 17 - [1 X

X 11 0 i
2 -3|%|=|-4] vl=

y 2 21 5
2 2| | 7
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4. Zadeklaruj w ¢zyku MATLAB macierz&, B, C i D oraz wektorya, b i ¢ z zadania nr
1. Dodatkowo wygeneruj losowo macidéz o rozmiarze 20x30 ztorng z liczb
catkowitych z zakresu od -2 do 7. Zapisz skiagolece realizugcych automatycznie
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