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|. APROKSYMACJA | INTERPOLACJA FUNKCJI JEDNEJ
ZMIENNEJ

Ogolnie zagadnienie aproksymaciji ma opisé nastpujaco:
* Dane g§ punkty nalegce kydz to do wykresu funkcji #dz pochodzace z danych
eksperymentalnych lub numerycznych (liczba punktavy

(x,f) dla i=12,..n

Odckte x nazywamy wztami aproksymaciji, natomiast gdne f. wartagsciami
weztowymi.

* Przyjmuje s¢ tzw. rad aproksymacjim (m=0,1,...,n— 1. Jest to ilé¢ niezalenych
liniowo funkcji bazowychg, (x), przyjmowanych na podstawie danego kryterium, a
takze ilos¢ nieznanych wspoétczynnikow liczbowyddy, ktore zostasm wyznaczone w
dalszym cigu zadania. Ogolny zapis funkcji aproksygogj:

P() = ado( Y+ ab( 3 +..+ ad. (3= #:( X 1)

m
i=0

lub w notacji macierzowey:

% Po(X)
p(X) = aT¢(X), gdzie (19m) = ai , (lgn)( X: ¢1(X)
an Pn(X)

* Przyjmuje s¢ tzw. wagi w dla kadego wzta z osobna, ktoréwiadcz o odejciu
krzywej aproksymacyjnej od oryginalne] waitd weztowe] wg zalenosci: im
wicksza waga, tym biej tego widnie punktu przejdzie krzywa. Wagi mta dobiera
np. wedtug kryterium odlegésiowego od ustalonego z gory punktu. Wagi zbiega si
do macierzy diagonalnej zwanej maciewagows.

w O 0
W =diag(w) = § 0 .
(nxn) 0O O 0
0O 0 O w

Oczywicie wprowadzanie wag hie jest konieczne. W takimzypadku:
w=w=..=w =1
» Wyznacza s wspotczynniki liczbowea, z nasgpujacego uktadu rowna



¢o(><1) di(x) - (%) fy
(%) (%) - F,(X)

— — f2
<1xn)_| 1=
¢o(><n) ¢1(><n) o Pn(X%) fa
d'Wha=0'Wd, = a=(@Wo)'d'WF
Na ich podstawie mma budowa aproksymagj funkcji za pomog wzoru (1).
* Oblicza s¢ blad aproksymacji na podstawie ngstjagcych wzorow:

=|#,%)| =

(nxm)

Xy
o Dla aproksymaciji aigtej: £ = J'(p(x) = f(x) dx,
o Dla aproksymacji dyskretnej:
\/Z(p(x)— f)?, dla normy Euklides:
- .

max|p (% )= f|, dla normy maksimow

e=p(X) = fl s =

Powyzszy algorytm aproksymacji jest ogolny i prawdziwg dowolnej liczby wztow, ilosci
I postaci funkcji bazowych. Wszystkie pesze rodzaje aproksymacji o tatwo
wyprowadz¢ korzystajc z tego algorytmu. Jest on jednaksdaucigzliwy zwitaszcza w
obliczeniach ¢cznych, sid dla konkretnego rodzaju aproksymacji korzysta zsiinnych
zaleznaosci, prostszych w zapisie i zastosowaniu.

INTERPOLACJA FUNKCJI

Interpolacja funkcji to taka aproksymacja, w ktdigjkcja p(X) przechodzi przez wszystkie
punkty (x, f), 1=1,2,..n bez zadnego wytku. To znaczy, 4 blad liczony jak dla

aproksymacji dyskretnej musi &yw weztach bezwarunkowo réwny zeru.a8twarunek
interpolacji formutuje si nastpujaco:

p(x)=f, dlai=12,..n.

Implikuje to od razu posédunkcji interpolacyjne;j:
P(Y=>.a8(% )
i=1

, tzn., ze funkcji bazowych (oraz wspétczynnikéw interpolpepusi by doktadnie tyle, ile
weztow. Tak, wic zadanie interpolacji jest zadaniem jednoznacz(gst tylko jedna krzywa
interpolacyjna, ktora dla danego zestawu funkciidwaych przechodzcisle przez wszystkie
dane punkty). W zapisie macierzowym interpolacja@ga nasfpujaco:

3 ¢.(x)
p(X):aT¢(x), gdzie (19n)= 82 ’ (l?n)( X= ¢2(X)
a, @, (X)



Wspotczynnikia, wyznacza si z nas¢pujacego uktadu rowna

9(x)  PAX) . Br(X) fy

0y :‘¢1()§)‘: ¢1(X2) ¢2(X2) ¢n(X2),

(nxn)

(1xn):| | =

(%) P(X%) - Pa(X) fo
da=F, = a=0¢"'F

Powyzszy uklad rowna ma jedno rozwizanie, gdy macierzd jest nieosobliwa, a to
zachodzi wtedy, gdy gely interpolacji nie pokrywaj sie (wyjsciowe przyporzdkowanie
dyskretne jest funkg).

W przypadku interpolacji zg¢anie po liczbie funkcji bazowych nie jest konieczgdy: jest
ona réwna liczbie wztéw, a wec macierz wspoétczynnikowd jest od samego pogiku
macierz kwadratowg. Nie ma sensu réwnievprowadza wag, gdy z zat@enia wynika, 1

w weztach krzywa ma mieustalone z gory warfoi, a wic sterowanie jej przebiegiem w
weztach jest niemdiwe (wprowadzanie wag niegtlzie miatozadnego wptywu na wynik
koncowy). Po wyznaczeniu wspotczynnikow ama budowaé krzywg wg wzoru (2).

Btad interpolacji zalgy od wyboru funkcji bazowych.

Nalezy réwniez nadmiend, iz interpolacja podana w tej postaci nie jest najeps
mozliwych interpolacji, mimo #z przechodzi przez wszystkie dane punkty. Kosztego fest
jej niestabilne i niczym nie kontrolowane zachoveamidzy weztami. Interpolacja stabo
wiec odtwarza oryginalmfunkcje. Im wiecej weztdw, tym wigkszych niestabilnai mazna
si¢ spodziewd, zwtaszcza dla interpolacji wielomianowej. Poza typrze§cie funkcji przez
wszystkie punktyscisle wcale nie musi ky najlepszym rozwizaniem, zwilaszcza przy
obrébce danych eksperymentalnych, gdy:dyawynik obarczony jest bldlem zupetnie
zaniedbywanym w wyniku zastosowania interpolacji.

1. Interpolacja jednomianowa

Jest to najprostsza, ale i najbardziej prymitywnanterpolacji (wymaga rozweywania
duwzych ukladow rowna). Znana jest w klasycznej postaci: dane jest kpkaktow, przez
ktére ma przeg krzywa. Zapisuje si wiec jej wzOr wielomianowy zalay od tylu
wspotczynnikdw, ile jest punktéw, przez ktore magzefc. Wspotczynniki znajduje siz
uktadu rowna, powstatego z zapisania jej praef scistego przez wszystkie punkty. Np. dla
dwoch punktow (x, f,),(X,, f,) zapisuje s wzor funkcji liniowej p(x)=ax+ b, a
wspotczynniki ai b znajduje si z warunkow p(x) = f, oraz p(x )= f, . Dokfadnie to
samo posipowanie wyniknie z ogélnego schematu interpoldgiko ze szczegéinpostaci
funkcji bazowych w postaci kolejnych jednomianow:

H(0=1 4,(0)=x% F,(¥=X, ¢,(¥=X, .., 4, (X= X"

Ogolnie: ¢ (x) =X, dla i=12,...,n.



Krzywa (2) znajduje si wtedy z uktadu réwna

1 % .. X"
-1

da=F, = a=o'F, gdzie: <¢>=i % %
1 x .. X+

Macierz @ przy interpolacji jednomianowej w literaturze noszwe macierzy Van Der
Monda. Podobnie jak przy ogélnym sformutowaniu iiptgaciji, macierz® jest nieosobliwa

(detd 20), gdy [, ; X # X .

Przykfad 1

Dany jest zbi6r punktéw:
i 1 2 3
X 0 2
f 0 1 4

Dokon& interpolacji jednomianowe;j.

Dobieramy trzy funkcje bazoweg,(x)=1, &,(X)=x, ¢,(X)= X. Przyjmujemy posta
interpolacji p(X)=Za¢i(>9= at( 3+ ap,( X+ P x= a ax av

1 00
Budujemy macierz Van Der Mond&=|{1 1 1| oraz ukiad rowna
1 2 4

1 0 Ofla 0 a 0
11 1j|a,|=|1 = |a|=|0.
1 2 4 a 4 3, 1

Stad: p(X) =g+ ax+ g Xx=0+00x10%k= X
Interpolacja idealnie odtworzyta pierwatparabao¢, z ktorej zd¢te zostaty punkty.

2. Interpolacja Lagrange’a

W przypadku, gdy funkcjami bazowymiy swvielomiany coraz wiszych stopni, wynik
koncowy (krzywa interpolacyjna) jest oczyeie taki sam. Natomiast moa poszukiwé go
na r&ne sposoby. Jeden z nich pozwala na oguiai rozwgzywania uktadu rowna
zaktadagc specyficzg wielomianows posta& funkcji bazowych. Ot jezeli przyjmie s¢
funkcje bazowe ¢ (x) =L (X), tzw. wielomiany Lagrange’aw zalenosci od rozi@enia
weztow tak, ze: Li(xj)={2’ I;_tj to macierz wspotczynnikow® przyjmie nasipujaca

posta:



L(x) L) .. L()| |1 0 .. O
o= Ll(xz) Lz(xz) Ln(Xz) _ 01 .. 0

L(x%) L(x) .. L(x)] [0 0 .. 1
Uktad rowna bedzie miat rozwazanie:la=F = a=F.
Tak wiec w przypadku tej interpolacji (tzwinterpolacji Lagrange’a przy odpowiednim

doborze funkcji bazowych znang ad razu wspétczynniki krzywej interpolacyjnej g rsmi
wartasci weztowe:

POI=D FLO= f LA+ § LR+t f L(X,

Jedyn trudna¢ stanowi wec znalezienie wielomiandw Lagrange’a. Jest ich, ifdeweziow.
Dowolny, i-ty wielomian zeruje giwe wszystkich wztach oprécz wzta z numerenirtym, w
ktoérym przyjmuje warté¢ 1. Oczywgicie pomedzy weztami wielomian przyjmuje warkai
niezerowe. Ména go opisawzorem (tzwwzor interpolacyjny Lagrange)a

n

EI(X_X,‘)

_ (X2 Hx= %) LA X )Hx % )O.Hx X)) _ s

L = .
() (% =) % = %) LLAx— X )H x= %) L.L(x= X) ﬁ(& - x)

j#

Licznik jest iloczynem rénic (x-X;) tworzonym z pomiriciem wezta x . Pojawia s} on za
to w mianowniku, ktory jest licznikiem policzonynfadx = X .

Btad interpolacji Lagrange’a dla dowolnegonozna okréli¢ z nasgpujacego wzoru:

) crj (x= X)
Izn!

f‘“’(f)qj(x—x)

n!

E(x) = < ‘ X <SESX, .

f (™ oznacza pochodm-tegorzedu, natomiasté jest punktem poednim z przedziatu, w
ktérym dokonuje siinterpolacji.

Uogolnieniem interpolacji Lagrange’a jestterpolacja I'Hermitte’a w ktérej w weztach
obok wartdci funkcji mogy by¢ rowniez dane wartéci pochodnych.

Przykfad 2

Dany jest zbior punktéw:
i 1 2 3
- 0 1 2
f 0 1 4

Dokon& interpolacji Lagrange’a.



Budujemy kolejne wielomiany Lagrange’a:

= (x=x) (=) _(X=D(x=2)_ 1 o
e (X =%)(%x=%) (0-1)(0-2) Z(X )(x=2)
L(¥) = (X= %) (X= %) :(x—O)(x—Z):_x(X_Z)

(%=x)(%=-%) @-0)1-2)
L) = (X=%) (x= %) =(x—0)(x—1)=_1x(x_1)
(X% =%)(%—%) (2-0)(2-1) 2

Wz6r interpolacyjny:

p(¥) = LN+ LL(Y+ LR
P09 =0 (x-1) (= 20+ T ) (- 2 4% X 1= kv 2 25 2% 3
Btad interpolacji jest rowny dla dowolnegox z uwagi, ¥ pochodna rgdu n = 3 wyjsciowe]

funkcji f(x) = x* jest rownaf" (x)=0.

Przykfad 3

Dokon& interpolacji Lagrange’a funkcji ggtej f(x) =sin(x) w przedziale<2,4> stosugc
rézne liczby weztdw. Wyznaczy blad interpolacji. Obliczy wartg¢ wielomianu
interpolacyjnego dla, =77 dla i poréwna z wynikiemscistym.

W podanym przedziale dokonujemy dyskretyzacji fynkta pomog@ pn=3 weztdw
réownomiernie roztgonych. Otrzymujemy nagbujagce punkty:

i 1 2 3
X 2 3 4
f.=sin(x) | 0.909297 0.141120 -0.75680
Budujemy wielomiany Lagrange’a:
_(x=3)(x=4)_ 1. _ (=2 4)_ o
L0 =5y ama” XTI L= =~ (e 2 4,

_(x=-2)(x-3)_1, B
Ls(x)—m——z(x 2)(x=3)

Budujemy interpolagj
p(x)=0.909297% k= )& 4y 0.141170-( Mxe 2} 4) 0.75@&% % 2)( % 3)=

=-0.0648%" - 0.44381%+ 2.056416

Wartas¢ interpolacji dlax, = 77: p, = p(%, = 77) =0.02182¢,
Wartas¢ scista dlax, = 77: f, =0.0.

Btad bezwzgtdny wyniku: & =|p, — f)| =|0—0.021828= 0.0218Z,
Oszacowanie btlu interpolacji:

f"(x)=-sin(x), fil =f" (x=2)=-0.90929



g(x)s—0.909297(X_2)(Xg3)(x_4)|=|0.151550x(— 6 I |

Btad interpolacji dlax, = 77 wynosi:

& = (%, = m) <|0.15155@7~ 2)fr— 3}~ 4F 0.021(

Wynik ulega istotnej poprawie dla gkiszej liczby veztéw: dla n=4 p, = 0.00040,a
dla n=5 p, = 0.00025¢

3. Odwrotna interpolacja Lagrange’a

Zamiast budow@ interpolacg na zmiennych niezataych x, mazna odwroat miejscami
zmiennex zy i znalez¢ w rezultacie wielomian interpolacyjmp(y):

Dla danych punktow wztowych: (x, f), i =1,2,...n budujemyn wielomianéw Lagrange’a,
ale traktugc y jako zmieng niezalena:

[
(y- ) Wy- ) L.0y- {)Hy- f)BHy- f) _
(f - f)af - f,)0.0f - f_)af -f,)0.0f - 1) ﬁ(f' T

j#

oraz stosujemy zmodyfikowany wzor interpolacyjnygtange’a:
PN =2 % L(Y=% LY+ % L( Y+t X k(Y
i=1

Teraz mana odtworzy, jaki oryginalnie X, byt przypisany danemyy poprzez obliczenie
X, = p(Y,) . Metoda odwrotna m@ by tez dobrym przyblieniem metod iteracyjnych do
znajdywania pierwiastka rownania algebraiczne@¢x) =0.Wtedy budujc interpolacg
odwrotrg na zbiorze punktéw funkcjif (X) w przedziale 3 < x< pmozna 0szacowa z
dobrym przyblieniem miejsce zerowe oryginalnej funkcjf (x) poprzez obliczenie
X =p(y=0).

Uwaga! Warunkiem rozwezywalnagci zadania jest thowartgciowosé¢ funkcji f(x).

L(y)=

Przyktad 4

Znalez¢ przyblizenie miejsca zerowego réwnamia-sin(x) = 0 w przedzialex ] (g,—:;n) .

W podanym przedziale wprowadzamy=3 wezty, dobierajc wartgci weziowe na
podstawie réwnanid (X) = Xx—sin(X).

i 1 3
x i n L
2 2
f=f(x) ’5’—1 n S+l




Budujemy na wart@iach weztowych wielomiany Lagrange’a:

_ % ﬂ)(y—fﬂ 1)
_(y-B)y—f) _ 2 v (v=S7-1
L,(y) (1) T 1371 = e 2y 2 (y=m(y-57-1)
2 2 7 2
T 3
L(y) = y-f)y- %) _ y 2+1)(y—§7'[ 1)_ 4 (y_7_7+1)(y_§ﬂ_1)
RN UEIS T N ﬂ+1)(,,_2,,_1) (@+m? ™" 2 2
T
Ly =YW= h) (y_ﬂ)(y_TD 2 (y-m(y-Z+1)
(f3 1)(f3 2) ( T+1- ﬂ-)( ﬂ+1_7+1) ( +2)2 2

oraz wzor interpolacyjny:

IO(y):Xlli()be % L(Y+ >§ls( y

PO =55 +2) (y- ) (y=2rr-D)+ nu—)(z 5 (e
3 +2
e -

Przyblizenie miejsca zerowego rownania:= p0) _22_” =1.222033
+

4. Wielomiany Czebyszewa

Interpolacja wielomianowa funkcji dyskretnej dajeyniki $ciste, gdy interpolowany jest
wielomian, co najwie] stopnian-1. Dla stopni wyszych oraz dla wygiowych funkcji
niebedgcych wielomianami wyniki & w jakis sposOb przybhone. Dla wysokich stopni
interpolacji krzywe wielomianowe as niestabilne, tzn. mimo prZgja $cistego przez
wszystkie punkty ngidzy nimi zaczynaj coraz bardziej girozbiega do nieskaczondgci.
Aby zapewnti maksymalg stabilng¢ takich wynikéw stosuje sijako funkcje bazowe
wielomiany ortogonalne (lub ortogonalne z wagp. funkcje specjalne Lagrange’a (nie
myli¢ z wczéniej omawianymi wielomianami Lagrange’a), I'Hermeith, Legendre’a czy
Czebyszewa. Te ostatnie m@gszcze jednbardzo wang dla aproksymacji wkasioé: jezeli
mianowicie tak dobierze siwezty aproksymaciji, aby byly one réwne miejscom zenow
odpowiedniegowielomianu Czebyszewao wtedy maksymalny b#l tak zbudowanej
interpolacji wielomianowej zostanie zminimalizowany

E~J|'| (x-= x)‘

Znalez¢ minimum maksymalnej wargoi w przedziale (~1,1) z iloczynu rj(x—)g),

Btad maksymalny interpolacijis(x) s‘ £

czyli: min maxh‘l x—x * - oryginalnezagadnienie Czebyszewa

% —sxsth_



Wielomiany Czebyszewa moa okréli¢ na dwa sposoby:
* Sposob iteracyjnyT, (X) = cos(nCarc cosx ,
TO(X) :1
* Sposob rekurencyjny T.(X) = x
T.() =2, (Y- T.(3

Powyzsze wzory obowizuja w przedziale-1< x<1. To przedziat, w ktérym wielomiany
Czebyszewaasokreslone i w ktérym g ortogonalne.

W konkretnych zastosowaniach bardziej korzystnyt wgor rekurencyjny, gdzie dany
wielomian oblicza s na podstawie dwoch poprzednich. Dla przyktadu paka kilka
nastpnych wielomianéw Czebyszewa:

T,(X0) =2XM(R- T(Y=200%1=2 %-1

T,() =2XML(R- T(R=20X(2 k-1~ x 4% 3

T,(X)=8X'-8X+1

T.(X) =16X - 20X+ 5

Aby znale¢ miejsca zerowa-tegowielomianu Czebyszewa, nie trzeba ragywac w tym
celu rownaniar (X) =0; mozna postay¢ si¢ gotowym wzorem:

)g:cos—g, i=01L1.n- .

Wiasna¢ ortogonalnéci wielomiandw Czeybszewa z wagi(X) = polega na tym/i

1-x°
catka:
0, i#]j
fT()O(R /S
|, = | ——L—dx={=, i=j#0.
: :[1 V1-x2 2
T, i:j:o

Poniewa w konkretnych zadaniach mamy do czynienia z dowulprzedziatenx, dlatego
tez zachodzi cgsto potrzeba transformacji végiowego przedziatu do przedziatu, w ktorym
znane g wielomiany Czebyszewa i odwrotnie:

Niech zO(a b, x3(-11):

_2z-(b+ 9

y=2c"\07 9
b-a

e Przefcie x » z : z:%[( b- alx( b §.

* Przefcie z » x :

Uwaga! W zadaniach interpolacji mta bazowé na zadanej siatce ¢ggtow a tylko jako
funkcji bazowych ay¢ wielomiandw Czebyszewa (tzwnterpolacja Czebyszewaalbo
przyja¢ wezty jako miejsca zerowe odpowiedniego wielomianiel3szewa a interpolowa
uzywajac do tego jednej z poznanych metod (w tynvéaiaterpolacji Czebyszewa). To samo
dotyczy take aproksymaciji funkciji.



Przykfad 5
Dana jest funkcja dyskretn@,, ), i=1,2,¢, taka jak w przyktadach 1i 2:

i 1 2 3
z 0 1 2
f 0 1 4

Dokon& interpolacji Czebyszewa.

Weztéw nie wyznaczamy —asz gory podane. Do interpolacji na trzechziach potrzebne
beda trzy wielomiany Czebyszewa (w przedzial€l(-1,1)):

T,(0=1 T(¥=x T(R=2%-1
Wzory na transformagjmiedzy przedziatamiz3(0,2), xO(-13}: x=2z-1, z= x+1.
Wielomiany Czebyszewa w przedziatél(0, 2)

T.(2=1 T(2=2z1 T(3=2(zl-1=2% 4+%.
Tworzymy uktad rowna:

T(z) Wz W3] |1 -11 fl |0
P=T(z) T(z) T((=|1 0 -1, F=| f|=1
T(z) Wz H(2] |1 1 1 f] L4
i rozwigzujemy:
1.5
Pla=F = a=| 2
0.5

Wz6r interpolacyjny:
p(X=a T,(2+aT x+ a X )z:gEH 201 —zl)+% (2%2 4 1= *?

Otrzymany wzér odtwarza pierwatnparabo¢, tak samo jak w przypadku interpolaciji
jednomianowej i Lagrange’a.

Przykfad 6

Dokona interpolacji funkcji f(z)=v1+ Z w przedziale zD(O,S}. Jako funkcje bazowe
przyja¢ wielomiany Czebyszewa, a jak@zby interpolacji miejsca zerowe wielomiary(x) .

Zacznijmy od wztéw interpolacji w przedziale<D<—1,]>. WielomianT,(X) ma trzy miejsca

zerowe, co od razu implikuje trzygwty a wicc interpolact parabod. Korzystamy ze wzoru
na miejsca zerowe:

10



x = 2[1‘J+17_7, =012
3

x, =cose 2t I oo T 3_ (866025

2° 6 2

20+1m T

X, =CoOs———=cos-= 0

3 2 2

X, =cos%+ll—;= osgﬂ= I3 _ 5 86602

Natomiast wielomiany potrzebne do wzoru interpaojlaego:

T,(X=1 T(¥=x TL(I=2%-1
Wzory na transformaejmicdzy przedziatamiz(1(0,5), XxO(-1,}:

x(z)=§ 1, 4 >)=g( % 1).

Miejsca zerowe i wielomiany w przedzia#1(0,5):
5 5
2,=2 (% +1) =Z(\/§+ 2)= 4.66506.

5 5
==(%+1)===2.50
2=2(x+D)=7

z, =g(x2+1):§(2—\/§): 0.33493
= —g = 2 - :_8 —_8 ‘
T,(2 =1, 'I;(z)—5 z1, T(2 2[1@5 % 1§ - I o Z : 7!

Dyskretyzacja funkgjif (zZ) =v1+ Z (wezly utozono w kolejndci rosmcej):

i 1 2 3
z 0.334936| 2.50 | 4.665064
f =f(z) | 1.054600| 2.692582| 4.771040

Budowa i rozwazanie uktadu rowna

T(z) Tz T(2] [1 -0.866025 O. f 1.05460(
©=|Ty(z) T(z) T(3I|=|1 0 -1, F=| f|=| 2.69258
T(z) T(z) T(2| |1 0.866025 O. f 4.77104
2.83940
®@E=F = a=|2.14568
0.14682
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W?z0r interpolacyjny:
P(D=a T(3+ a x+ a X )z=2.8394070% 2.145689%( 7z 3B 0.1468252% 22_2 +Z

=0.046984%" + 0.62339%+ 0.840544
Sprawdzenie wiasnioi interpolacyjnych wielomiany(2) :
p, = p(z =0.334936)F 1.054608 f

P, = p(z =2.50)= 2.69258Z f

P, = p(z =4.665064F 4.771046 f

Obliczeniesredniego b¢du interpolacii:
5 5

€0 = [[P(2 ~ (2] dz=[(0.04698417+ 0.623355 2 0.840544/ +1%7 Yz 0.048!
0 0

Oszacowanie maksymalnegedhd interpolaciji:

f (2)=-3 z - fr:LX — (Z:%):—O.SSSGE
(1+2°)?
£(z)<|-0 8586'42_0334936)@_ 2.50)¢- 4.66506|4_)
<|-0. 5 - |_

=(0.1431081¢~ 0.334936}- 2.503 4.6650p¢

Np. dla z=2oryginalna wart& funkcji wynosi f =1+ 2° = 2.23606¢, a ta pochodga z
interpolacji p = p(2) = 2.2751¢ Oszacowanie bu £(2)< 0.31752.

5. Interpolacja funkcjami sklejanymi (funkcje typu spline)

Przy wzrdgcie liczby weztéw interpolacja daje niepggdane efekty midzyweztowe w postaci
coraz wekszych gradientow funkcji interpolgej. Aby temu zapobiec i jednocmee
zachowé wiasndgci interpolacyjne, wprowadzono interpoladunkcjami sklejanymi. Polega
ona na znalezieniu krzywej niskiego stopnia, skigmg st z r&nych kawatkéw, (czyli o
réznych wzorach analitycznych) na przedziatach wyzoageh przez kolejne paryaztow.
Dodatkowo wymaga siodpowiednich warunkéw gitosci: funkcja sklejana (spline) ¢du k
ma we wszystkich przedziatach wszystkie pochodggteiaz do rzdu k-1 wiacznie.

Rozwamy zbior punktow(x, £), i=1,2,...n. Kazdy spline rzduk ma pierwszym odcinku
k+1

xO(x, %) wzor: p(x) =g X'+ g, 0X?+..+ xJa+ a=>» a%"". Nastpnie wraz z
i=1

przekraczaniem kolejnychemtow dochodz nastpujace sktadniki wielomianowe:

P(X)+ B (x- %) dla xI( %, %)
P(X)+b(x= %)+ (% »* dla X( x ¥ itd.
Ogolnie spline rgdu k mazna zapiséjednym ogélnym wzorem:

9= KO UOr L=, AKX 5 i x X (x—mt:{“‘*ﬁ)' da x>x

0, dla x< x

12



W kazdym spinie g niewiadome wspoétczynnika, i=1,2,..k+ i b, i=2,3,.n-1
Razem niewiadomych jesh-1+k. Pocawszy od k=2 (kiedy niewiadomych jest
n-1+2=n+1) same réwnania pochogtz od punktow przez ktére krzywa ma pfzega
niewystarczajce. Wprowadza siwiec dodatkowe warunki na pochodne spline’u wziach.

| tak spline rzdu k=1 (spline liniowy) nie wymaga znajoréd zadnych dodatkowych
warunkéw), spline r@u k=2 (spline kwadratowy, paraboliczny) wymaga znajéaio
wartasci pochodnej w ktoryfz weztow, tj. s (x)=a, natomiast spline gdu k=3 wymaga
znajomdci wartcsci pierwszej i drugiej pochodnej w wybranych dwaetztach (mae by
w tym samym), tj.s' (x)=a, s (x)=28 (j.1 0{1,2,..n}). Jeeli informacje o pochodnych
s3 podane w wztach pierwszego przedziahxD(xl, x2> (tam gdzie obowgizuje przepis
S(X) = p(R), to wspotczynniki a mozna wyznaczy niezaleénie (z uktadu réwna od
wspotczynnikow by (ze wzoru rekurencyjnego). z#i natomiast warunki brzegowe nie
pozwalaj na jednoznaczne wyznaczenie odcinka krzywej wdazizée xD(xl, x2> to wtedy
nie mazna wyznaczy rekurencyjnie wspotczynnikows , lecz trzeba zbudowaw ten sposéb
uktad réwna na niewiadome wspotczynnikg i b. Dalej rozwaany ledzie przypadek
pierwszy: wszystkie warfsi pochodnych daneysv pierwszym wzle (X = X).

Ogollne wzory na spline (die=1, 2, 3):
n-1
« Spline liniowy: (XY = g x+ g +> b x X,

i=2

n-1
 Spline kwadratowys(X) = g X + g % @+Z Hox X,

i=2
n-1
« Spline szécienny:s() = aX+ a X+ ax a+> ff x X.
i=2
Wyznaczenie wspofczynnikow, 1=1,2,..k+ =
* Poprzez zapisanie warunkow interpolacji spline’u p&erwszym przedziale
x0(x, %) oraz poprzez wykorzystanie ewentualnych dodatkéwitormaciji o
pochodnych w tych wztach:
o Dlaspline’u Iiniowego:{

SO9= 6 {qv a= 1 _ {6}:---

s(%) = f, axt+a= i a=...
o Dla spline’'u kwadratowego:
s(x)= 1 ax+ax+ a= { 3=
s(x)=1 = {a%+ax+a=f = 1 a=..
s(x)=a 235+ a=a a=..
o Dla spline’u széciennego:
S(x)= 1§ ax +a,x+axt a= { q =
s(x)=1% _ Jaxtaxtaxtazt | |&=
|
s (x)=a 3a) +2a,X+ &=a 3, =
s'(x)=8 6a,x +2a, = 8 a,=

13



Wyznaczenie wspofczynnikdly, i=2,3,..n— 1

* Ze wzoru rekurencyjnego niezatée od rzdu spline’'u; wzér wyprowadza i
wykorzystupc pozostate warunki na spline pgeszy od X = x;:

dla x=x: s(x)= {X)+ b(x- Y= § - b= &‘_pis_k)

f, = P(x%) = b( %= %)"

da x=x,: s(%)= p(%)+ B(x— X+ K x ¥= f - W

itd. Ogolnie dlax=x,,,, j=2,3,..h— I

SO = IO Bram A= o~ B XD+ M0 X b 6o, X

(X4 - Xs)k

fj+l - p(Xj+1) _i b( X~ ?()k
b, = =2 .

: (Xj +1 - X] )k
Przykfad 7
Dla danych z poprzednich przyktadéw zridlepline liniowy.
[ 1 2 3
X 0 1 2
f 0 1 4

3-1
Wz0r ogolny spline’u:s(X) = p()9+z b(x X,= ax at+ [{ x1),.

i=2
Wyznaczenie wspotczynnikow,, a,:
{S(O)IO N { =0 _ {alzl Y p(9= X
s@1)=1 a+a, =1 a,=0
Wyznaczenie wspotczynnikia, :
S(2)=4 = p2+h(2-D)=4 = bh=4 2= :
Wyznaczenie wzoru na spline:

X, dla 0<x<1
S(X) = x+2{ x-1), = .
(3 et {3x—2, dla 1< x< 2
Przykfad 8

Dla danych z poprzedniego przyktadu zuialspline kwadratowy.

[ 1 2 3

X 0 1 2

f 0 1 4
Dotaczamy informagj o pochodnej spline’u dla=0 - s (0)=a = 0.
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9= HI+Y B Bi= aks ax g f )

Wz06r ogolny spline’u: s :
S (N=P(R+2), b(x ¥, =2ax ar2p x1)
i=2

Wyznaczenie wspoétczynnikow,, a,, a:

s(0)=0 a=0 a=1
s)=1 = {g+a+a=1= {a=0 = pR= X%
s'(0)=0 a=0 a=0

Wyznaczenie wspotczynnikia, :

s2=4 = pR+h(2-1f=4 = h=4 2= (
Wyznaczenie wzoru na spline:

() =X+0x1>= X da 0 x

W ostatnim przyktadzie tylko pozornie interpolafgat sklejana. Ponievwzalane pochodzod
funkcji kwadratowej, to spline kwadratowy przeistgicsie w oryginalry funkcje o jednym
przepisie dla wszystkick

6. Najlepsza aproksymacja

Aproksymacja to takie dopasowanie krzywK) stopniam-tego (m< n-1) do zestawu
danych punktow(x, £), 1=1,2,...n, ze krzywa aproksymacyjna w ogoku przezzaden
punkt scisle nie przejdzie, dopuszcaaj odchylie miedzy oryginalm wartdgscia f, a
wartcicia na krzywejp & 2 f. Ogolnym zatéeniem podeicia najlepszej aproksymadgst
minimalizacja sumarycznego dolu (sumy odchytek) w sensie jakienormy. Jeel

zastosowagnormy jest norma Euklidesanednio kwadratowa) to metoda nazywa rsietod
najmniejszych kwadrataw

Aproksymacja: p(x) = i ag(x.

i=0

Btad aproksymacjie(x) = f(x)— p(®, dla x< x< X.
f(0->" ag (x){

« Metoda min-maxje(x)|, =maxe (x] - rgin rrla*f &) pX),

Najlepsza aproksymacjalin||£(x)|| = n’;in

*  Metoda najmniejszych kwadratownin||e (x),:
g

Xq 1
o Dla zbioru cigtego: |(x)|, = ( j £2(X)dx?,
X
n 1
o Dla zbioru dyskretnegdis(x)[, = O £%(x))? .
i=1

Najpopularniejsz baz funkcji bazowej dla aproksymacji stangwwielomiany, w tym
najcketniej wwywa st funkcji ortogonalnych (lub przynajmniej ortogongth wag), takich
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jak wielomiany Czebyszewa, Bessela, Legendre’a ldaypkela. Korzysta sitez z bazy
jednomianowej, zwiaszcza dla aproksymacji dyskiet@e jednomianach jako funkcjach
bazowych bdzie dalej mowa. Funkcja aproksymea kedzie miata wtedy posta

p(=> ax"'=gX+aXt+. .+ g, % @
i=0

Wspotczynniki liczbowea, i=0,2,...m naleey wyznaczy¢ na podstawie minimalizacji
sumarycznego btlu w kadym z weztdw w sensie normgrednio kwadratowej.

Uktadamy funkcjonat zbieragy informacje o wszystkich gztach do jednego wzoru:

B, &,03,)= (PO [F+ (Rx)= 0F+.+ (X fF=Y (R
B(a, &)= Z(p(x)— F=Y0 aki- ff

i=1 j=0
W celu wyznaczenia niewiadomych wspoiczynnikow dilay réwnania ddace
pochodnymi powyszego funkcjonatu wzgtlem kadego z nich:

%B(a‘),a1 ..... 3, )= 22”1&31)?_]_ )X =0, da k 012,..n

i=L j=0

Z uktadu réwnéa (m+1)x (m+1l)wyznaczamy wspotczynniki, a ngphie wyznaczamp(X):
a, =...

Y Qax =Y (o = 15T 5 gy=) k.
i=1 j=0 i=1 i=0

a,=..
Zmodyfikowana metoda wana polega na przypisaniu Zkemu z wztow liczby (wagi)
w, i=12,..n swiadcace] o stopniu odegia krzywej od wartfci weztowej: im waga
wicksza waga, tym w rezultacie d#j krzywa przejdzie obok punktu z wag. Funkcjonat
wzbogacony o wagi wygtla nasfpujaco:

n

B(a, &, &)= W PO~ fF+ Wil - £ + .6 Wi - F=3 v 0} |

i=1

Dalsze operacjegsdentyczne, co prowadzi do ukfadu rowir(& =0,1, 2,...m):

a,=...
Swdarngt=y wiit = {577 5 gx=) ax
a =..

O bkdzie aproksymacji decyduje wastofunkcjonatu dla policzonych wspétczynnikow.
Informuje o maksymalnej odchyice dla danego zestasaidw.
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Przykfad 9

Dla danych z poprzedniego przyktadu zwnéleaproksymagj linowsa. Rozpatrzy dwa
przypadki: metog zwykla i wazong przypisugc kazdemu z wztdéw jego numer jako wag

i 1 2 3
0 1 2
f 0 1 4

Przyjmujemy funkgj liniowa: p(x) = alx+ k.
|. Metoda zwykta
Uktadamy funkcjonat:

B(a,b)=23:(aD>,<+ b- f)? =(dD+ b-OfP+ (&l+ b 1f+ (&a2+ b 45.

i=1
Rézniczkujemy po zmiennychi b:

aiB(a, b) = 2[{a+ b-1)+ 202(2a+ b- 4= O
a

aibs(a, b) = 20+ 2[{a+ b- 1)+ 2)(2a+ b- 4F (

5a+3b=9 a=2

— oyl
3a+3=5 = b= = p(x)=2x 3"

1
3

Wyniki zestawiono w tabelce.

i X f, p=p%x) | 6=p-f &

1 0 0 -0.333333| -0.333333 0.111111
2 1 1 1.666667| 0.666667  0.444444
3 2 4 3.666667| -0.333333 0.111111

Btad maksymalnyB__ = ief =0.66666".
Il. Metoda waona -
Wagi:w, =1, w,=2, w=23.
B(a, b)=23: w(alx+ b- =10 d0+ b Of+ 2)(a+ b 1j+ (a2 b 4.
R()Zniczklljzjlemy po zmiennychi b:
%B(a, b) = 2[2a+ b- 1)+ 20203](2a+ b- 4F 0

%B(a, b) =120+ 22 (a+ b- 1+ T0F(2a+ b- 4F |

{14a+ =26 { a= 2.2

= p(x)=2.2x-0.€.
8a+6b=14 b=-0.6
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i X fi p=p0%) | &=p-f &

1 0 0 -0.60 -0.60 0.360
2 1 1 1.60 0.60 0.360
3 2 4 3.80 0.20 0.04

3

Bow = D W& =1M0.36+ 270.36 810.04 1.
i=1

Wida¢ popraw tam gdzie waga byta najgkisza: dla wzta x, = 2.

Przykfad 10
Dla danych z poprzedniego zadania zastog@apaoksymagj kwadratov.

i 1 2 3
X 0 1 2
f 0 1 4

Funkcja aproksymaga: p(X) = al)}¢ + bOx+ .
3

B(a b 9= (alf+ ilx+ e H*=(e0P’+(& b €l’+(4 a2 b <4Y.
i=1

g—B=(a+ b+c-1)+4{4a+ 2b+t c- 4)= 0

a

oB

%z(a+ b+ c-1)+2[{4a+ 2b+t c- 4)= 0

oB

%=c+(a+ b+ c-1)+ (4at 2b+ c- 4)=C

17a+ %+ 5c= 17 a=1
9a+5b+3c=9 = {b=0 = p(X)=X.
5a+3b+3c=5 c=0

Jest to przypadek szczegélny: budowanie aproksyrkagjdratowej na trzech ¢gtach daje
w rezultacie interpolagj otrzymalsmy wyjsciowg parabo¢. Nie ma sensu stosowanetody
wazonej.

ll. NUMERYCZNE RO ZNICZKOWANIE FUNKCJI

Wynikiem numerycznego #fiiczkowania nie jest analityczny wzo6r na pochgdale jej
wartés¢ w wybranym wzle zwanym wziem centralnym. Zadanie sprowadza sio
wyznaczenia tzwwzoru ré&nicowego czyli wzoru licacego okrélong pochodlg w wezle
centralnym na podstawie waftd dyskretnych funkcji w innych gztach, np.:

Dane g wartcci funkcji wy,w,w, w rownych odsipach h. Naleey zbudow& wzory
roznicowe na pierwsgi drugs pochodn w wezle centralnymw, .

Najbardziej oczywistym sposobem, ale najbardzigimitywnym jest dokonanie interpolaciji
(ogolnie: aproksymaciji) w podanych punktach, a¢pase na podstawie otrzymanego wzoru
interpolacyjnego (np. wielomianowego) okré wzor na pochodni w koncu policzye
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wartas¢ pochodnej wzagdanym wezle. Jest to d& ztozony proces, gdywymaga przégia z
wartasci dyskretnych funkcji do wzoru ggtego a nagpnie ponowne przégie na wartéci
dyskretne. Mana tego unikgc, skoro i tak wychodc od wartéci w punktach, szukamy
rowniez wartaci dyskretnej. Najlepsz metody do tego celu jestnetoda wspoétczynnikow
nieoznaczonychazugca na rozwijaniu wszystkich wakm weztowych wszereg Taylora

Przyjmujemy lokalny uktad wspokdnych w wezle centralnymw,. Teraz odlegtéci od

pozostatych wztéw wynosza odpowiednio—horaz h. Rozwijamy kada z wartgci w szereg
Taylora wokot wezta centralnego zachowagj tyle wyrazéw ile niewiadomycheblzie w

koncowym uktadzie réwna Liczba niewiadomych jest réwna $lo informacji, na jakich
budujemy wzor rénicowy (w tym przypadku zachowamy trzy wyrazy). Wzodznicowego

szukamy jako kombinacji liniowej wara weztowych i nieznanych (nieoznaczonych adst
nazwa metody) wspotczynnikow liczbowych.

2
« Dla pierwszej pochodnejy' (x) = Z aw=gaw+ aw+ g w,

i=0
2
« Dla drugiej pochodnejw" () => hw=Qw+ bw+ bw.
i=0
Dla obydwu pochodnych wypisujemy rozwgoia w poszczegolnych ¢ztach:

W, =W, - hD/\{+% Fw+...
W =W
W, =W, + h[W+% ow+...

Rozwinicia mnaymy przez wspotczynniki stgege we wzorach tmicowych. Nasipnie
sumujemy je ze sab porzadkujac wyrazy stagjce przy odpowiednich pochodnych. Ukfad
rownaa powstaje przez poréwnanie wspotczynnikbw gggh przy odpowiednich
pochodnychscistej pochodnej i wzoru emicowego.
» Dla pierwszej pochodnej:
=w}

aWw+taw+aw= W at g+ + W- Hagr b+ '\«% *h @r% *h¥

1 1
Wo=w(g+a+a)+ W(- g+ g+ WE hgs ha
* Dladrugiej pochodnej:

B+ BWr Bw= w(hr br B+ W b B he YE hp “hy
W' = wi(y+ b+ b)+ (- g+ Y+ W hpD hp.

Dla obydwu przypadkéw powstaje ukiad rowinaty sanmy maciera wspoétczynnikow, ale z
innymi prawymi stronami:
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: : 11
11 1 h] [0 O 2h h;
h 0 h|Ta B|=|1 0 a Bl=| 0 —
Ehz 0 l-hz a b 01 a b 1 1
L2 2 N "
Stad: ) )

1
Wll :%(Wz - Wo)

f .
W= (W =200 )

Obliczenie doktadngi takich wzoréw polega na przywroceniu pierwszegodrzuconych
niezerowych wyrazéw w kalym z rozwingé, przemnaeniu przez odpowiedni wspotczynnik
a nasgpnie zsumowaniu.

* Dla pierwszej pochodnej (wyrazy trzeciegedu):

g(h):aogq-%wu)Jrazgé i W =_els Al ( a @:_é ﬁll{{\,(?::+?];)=_é Hiw,

* Dladrugiej pochodnej (wyrazy czwartegedn):
1 1 1 1 1 1 1
ehy=h E=Hw +pE=HW =— H - Bh=— h(S+=)=—_h
(M =k K + b3 W =— KW (b= h=— hli+)=— hi
Sprawdzenie powygzych wzoréw mee odby sie dla wielomianow, dla ktérych wzory daj
jeszcze wynilécisty. W tym przypadku d¢xla to wielomiany rzdu drugiego.

Przyjmijmy funkcg f(x) = X* oraz nasfpujace wezly:

i 1 2 3
X 0 1 2
f=1f(x) 0 1 4

Wezty s3 rownooddalone, ich odlegiowynosih=1.
« Sciste wartdci analityczne pochodnych:

fx)=xX - f'(=2x - ' (R=2,s4d: f' =2, f' =2.
» Wartdci numeryczne pochodnych (ze wzoréwnicowych):
w'~4_0—2 Wl.~0—2Dl+ 4
oo 7 '

Whniosek:w, = f =2, w = f] =2,

Wyprowadzone wiej wzory naleg do tzw. centralnych wzordow xaicowych. Oprdcz nich
istniejg tez tzw. poboczne wzory ibicowe, o wiele mniej doktadne, np. dla pierwszej
pochodnej:

. .-~ W, — W,
 tzw. iloraz ,wprzod”: w, :1T°,

 twz. iloraz ,wstecz”:w| :%.
Daja one wynikisciste w ramach pierwszegoed wielomianowej aproksymaciji. Dla vgj

testowanej funkcji nie datyby wynikéseistych, tylko przyblione.
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Przykfad 11
Znalez¢ przedstawienie operatora drugiej pochodnej w pasta

fi“ =a fi—l+qui+l+JI/f+2'

Zaktadajc, iz odstpy miedzy weztami g state i wynosz h, dana konfiguracja yztow
wyglada nasfpujaco:

fi -1

fi+1 fi+2
h h // h //
O O

-1 i i+1 i+2

W punkcie () nie jest danaadna informacja (a Wt nie jest on wziem), a mimo wszystko
poszukuje s w nim wartgci numerycznej na dragoochodn funkcji.

Rozwijamy kada wartas¢ funkcyjmg wzgledem punktui) w szereg Tayloraachowujc tyle
wyrazow rozwingcia, ile nieznanych wspotczynnikdw naje wyznaczy (3). W takim
przypadku uzyskamy interpolggjczyli przeprowadzimy lokainkrzyws paraboliczg przez
wszystkie wartéci weztowe.

1
o= f-nf +2
1
f =f+hf'+=hn*f"
i+1 i i 2 f
fla= f 420+ @n) 1

Dalej mnaymy kazde z rozwing¢ przez niewiadomy wspotczynnik s4oy przy rozwingtej
wartasci funkcyjnej we wzorze rnicowym.

f=f-hi'+ W f xq
fu=feht sl g
f. =T +2hf’ +%(2h)2 f' ky

Teraz dodajemy stronami powgze rozwingcia, pamgtajgc 0 mnaeniu ich przez
wspotczynnikia,, 3, y .
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afat ALt K= (@ 4 +y)+ ' (-hTr +hTp +2hy )+ 1" (g +2 1p +2Hy)

=f!

Poniewa wyrazenie lewej strony to wygiowy wzor r@&nicowy na drug pochodn, mazna
zasypic je wartacia drugiej pochodnej.

f'=f(a+4+y)+{ (-hlg +h0F +2hiy)+ f" (% g "'_; g +21y).

Aby zachodzita rown& miedzy lewg i prawg strory, wspoétczynniki przy funkcji i jej
kolejnych pochodnych musgby¢ sobie rowne.

a+fB+y=0
-hlor, +hB +2hlj =0

1 1
Zh’a +=h*’B +2h’y =1
Sa+s B 14

W ten sposob powstaje ukiad rowinaa wspotczynnikia,, B,y . Po jego rozwizaniu
otrzymujemy

a=_1
' 3n?

1
ﬁi:‘ﬁ-
o2
' 3n?

Koncowy wzér r@nicowy

f_” —_ 1

i _w(fi—l_3f'+l+2fi+2)

Dokladna¢ wzoru mana oszacow@azbierajc pierwsze odrzucone wyrazy rozwiéi
1 1 1 1 2
ehy=-a =" +g=rf" +y=2n’* " =— ndf" (-1-3+8w)=—HrJ"f .
(=-a 2P 1"+ fo P vy @02 f = HOF = 10!

Wz0r jestscisty dla wielomianéw rgdu, co najwyej drugiego. Sprawdzeniedizie polegéa
na policzeniu pochodnej numerycznej dla funkcjitdeg] oraz poréwnanie z&cisly
wartascia. Przygto rozstaw wztow: x_, =0, x,, = 2, X,, = 3. Rozstawh=1.

« Funkcja testowaf (x) = X

0 Wartdci weztowe: f_ =0*=0, f,,=2=4,f ,=3=¢
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1
3
0 Wartasé scista drugiej pochodnejf (x) =X = f'(¥=2 = f' =2

0 Wartgé¢ numeryczna drugiej pochodnef' = (0- 3%+ 2B)= -

Numeryczna wart@ jest wartécia scisfa. Nie jest to przypadek, gdyfaktycznie dla
funkcji parabolicznejf " (x) =0, a wiec blad wyniku £ =0.

+ Funkcja testowaf (x) = X°

0 Wartdci weztowe: f_, =0°=0, f,,=2=8,f,,= 3= 2.
1
3
0 Wartdsé écista drugiej pochodnejf (x) =X = f'(=6x = f' =6.

0 Wartas¢ numeryczna drugiej pochodnef' = (0- 3B+ 227 1

Numeryczna wart@ nie jest wartécia $cisky. Btad wyniku & :éﬂﬂfi'” =6)= 4 jest
w tym przypadku rénica bezwzgédng miedzy wartgcig numeryczg i scista.

Metoda wspotczynnikéw nieoznaczonysparta na rozwigtiu w szereg Taylorana wiele
zalet. Jeds z nich jest maliwo$¢ tatwego oszacowaniadatu wzoru ré@nicowego. Metoda
pozwala réwnie na budowanie operatoréwarticzkowych dowolnej postaci, np.

d? d
L=alE—+bE—+ a0
dx? dx ¢ ah

poprzez przybfianie ich wartéci w wezle (i) wzorem interpolacyjnym opartym na trzech
weztach:

Lu =Ly =a Yy, tButy. U,

Inng cechy tak budowanych wzoréw #éicowych jest to,4 mog one bazowanie tylko na
wartasciach samej funkcji w wztach, ale take ich kolejnych pochodnych (byle nie #gzych
niz najwyzszy rzd pochodnej wyspujacej w operatorze tmiczkowym). Wartéci
pochodnych funkcji w wztach (lub nawet wartgi caltych operatoréw tdiczkowych)
nazywane guogolnionymi stopniami swobody.

Przykftad 12

Znalezé numeryczg wartcs¢ operatora réniczkowego £u, = -2u, +4u, — 34 za pomog
nastpujacego wzoru rénicowegoLu, = au, + Bu, + y U, dla zadanej konfiguracji gztow jak
na rys. Wzor sprawdidla funkcji testowychx®, x*. Okreli¢ doktadngé takiego wzoru.

2h h
O ©) O
1 2

o
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Rozwinkcie wartgci weztowych w szereg Taylorai przemnaenie rozwingé przez
odpowiedni wspotczynnik:

U = U - 2h1Y +%(—2h)2 d+.. Kka

w=u /xpB

uy=u +htd +... /xy

Ostatnie rownanie to rozwitie wart@ci pierwszej pochodnej. Znajduje¢sje poprzez
rozwiniecie samej warti funkcji: u, = u + hlf +% K OJ +... a nasgpnie r@niczkuje st

je stronami (tak, aby otrzymgoo stronie lewej pierwazpochodm) opuszczajc wyrazy
rzedu wyzszego ni drugi.

Dodanie rozwing¢ stronami:
ally+ B+ = u(a+p)+ (-2Har+y)+ { (2 Aler + ty)

oraz zasfpienie (w przybleniu) wzoru ranicowego (lewa strona) wadta operatora
rézniczkowego:

ally+ A +yO = ua+ )+ U2 +y)+ § R+ ) =
Lu=—2u+4u -3d! ~

=  -2u+4u -3d Ou@+B)+ 4 C2Har+y)+ § QR+ hy)

prowadzi, po przyrownaniu wspoétczynnikoéw przy fujkicodpowiednich pochodnych do
koncowego uktadu rownealgebraicznych:

-3-4h
AT
a+f=-2 8h? + 3+ 4h
-8h? + 3+
_2h|]7+y:4 — IB:T
2h2|]}'+h|3/=_3 -3+ 4h
~ 2h

Koncowa postéawzoru r@&nicowego:

-3-4h -8 +3+4 -3+ M
Yt u+ u.

fn=2urad -sd = LU= ar? 2n

Doktadna¢ wzoru:

h

- 4§ (3+28h.

() =2 (2 ' @+ Y =
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Sprawdzenie dla jednomiandw:
(przyjeto: x,=1, =3, =4 - h=1J)

o dau(Xx)=x (u(®=2x d(XN=2, U (=0

Wartcéé écista: u, =9,u} =6, =2 - rLu=-29 416- 32 |
Wartas¢ numeryczna:
bL=Lu=9,4=8 - Ly= _34_451+ 3+j‘ 8o 4; He ¢

Btad wyniku: & =1—12[(DE(3+ 28)= C.

e dlau(X=x (u'(x)=3%, d(X=6x U (%=06)

Wartasé scista: u, =27,u = 27,uf =18 - Luy=-ZI12# 427 318
Wartas¢ numeryczna:
U, =1,y =27,U,= 48 - Luy= _34_453 3+2_ 822 4; Hae 1s.

Btad wyniku: &£ =1—12[6E(3+ 28)=15.t

Operatory ranicowe mana te budowa& metodami aproksymacji funkcji dyskretnej, np.
najlepszej aproksymacjWyniki mog si¢ rozni¢ od wynikow pochodgcych z interpolacii
(zwtaszcza, jeeli w tzw. gwiefdzie — czyli konfiguracji wztow — jest nadmiar gztow w
stosunku do niezignej liczby informacji potrzebnej do zbudowania odgedniego
operatora). Technik powszechnie iaywamg w metodach dyskretnych do rozeywania
rownai rozniczkowych brzegowych (zwtaszcza w bezsiatkowejatizie r@nic skaxczonych
BMRS stuzagca do generacji kompletow wzordéw mdicowych jest technika aproksymacii
MWLS(ang.Moving Weighted Least Squayestechnika najmniejszych é@nych kroczcych
kwadratow

. NUMERYCZNE CALKOWANIE FUNKCJI

Tak jak wynikiem numerycznegomdiczkowania byta wartd dowolnej pochodnej w
konkretnym wzle (lub w dowolnym punkcie), tak wynikiem catkowamumerycznego nie
jest funkcja analityczna, a jedynie waktoliczbowa catki. S§d oczywisty wniosek, z
numeryka pozwala na obliczanie przede wszystkirekcaznaczonych (liczb) w dowolnym
przedziale (a,b). Wzory catkowania numerycznego, zwane kwadraturgmoewalag na

obliczenie (w przyblieniu) wartdci catki:

f (x)dx

D C——y T

Na pocatek zaktadamy,z granice catkowaniagsskaiczone, a funkcja podcatkowa nie ma w
przedziale(a, b) osobliwaci (jest cagta) — tzw. catka wisciwa. Wzory te dzielimy na dwie

gtéwne grupy:
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» kwadratury Newtona — Cotesgolegajce na zagpieniu funkcji podcatkowej
wielomianami coraz to wgzych rzdow w przedziale podzielonym na odcinki
réwnej diugdci,

» kwadratury Gaussapolegagce na zagpieniu funkcji podcatkowej wielomianami
ortogonalnymi w taki sposOb, aby wzoOr bytisty dla wielomianu maiwie
najwyzszego rzdu.

Po zastpieniu funkcji podcatkowe] wielomianem, tatwym dcatkowania, otrzymujemy
wzér catkowania, bazggy na wartéciach funkcji w przedzialéa, b).

Kwadratury Newtona — Cotesa

Funkcja podcatkowa jest aproksymowana przez wiedogicoraz to wiszych rzdéw w
przedziale(a,b) podzielonym na odcinki o rownej dtugm (podziat rownomierny).

Zatozenie: x,, — % = X — X, = h= cons
Przedziat(a,b) dzielimy na podprzedziaty o rownej diugo punktami x, 1=0,1,2,...n,
=%*ph b=x+ah @O, & !

Budujemywielomiany Lagrange’a
b b

jf(x)d :jz LV (%) f dx= |, Zj V(% f d.

a al j=0a

Wprowadzamy indekstak,ze x = x, + sh.

X

29 0 (%, +SH = (o + Kb sk “ ! Qs
. f hds= h f ds= f ||
o ;'[H(Xo"']h) (%+kh ,»:0{ - j=0 jl;]; = k{ s ’

Wprowadzamy wspotczynniki liczbowe;,

R a[]s—k
h( v j“ _ds, j=0.1,...n
n! J Sl

p

HJ— nes

k#j

Ostateczna post&wadratury
b

jf(x)dx~za f+E E= 1= lo,,

a

gdzie bhd E wyniku wyraza st wzorem:
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2r—1
n+2 m+ k==
2™ | f (&) J' (s—Kds dla nnieparzystychéO( a b
E = ( +1) 0 (=211
- 2
ng f<n+2>(,7)]'1 M (s>-k? ds dla nparzystychr;(D( a b )
(n+2)! 1] |

. oo a .
Tabela wspo’rczynnlkowh—' wzorow Newtona — Cotesa

n|j=0]j=1]j=2]|j=3 bigd nazwa wzoru
1 % % —_— - —1—12 h*f" (&) | wzor trapezow
2 % g % —_ —% h° " (&) | wzér Simpsona
3 9 9 3 3 —_—
3] 2 2 2 2 e
8 8 8 8 80 ©)

Szczegollnie korzystny w zastosowaniach jg@gbr Simpsonae wzgédu na podwyszory
doktadndc.

Trzy pierwszekwadratury Newtona — Cotesa najpowszechniejaywane wzory catkowania
numerycznego.

y=1f(¥
A
f, |
/A > .
a b
Wz0r prostokgtow Wzor trapezow Wz6r Simpsona

*  Wz0r prostoktow

b

jf(x)dx~j f(@dx= f X = f(b- a= fL

a

e Wz0r trapezow
=jf(x)dx=j f(a>—+ f(H = - (z+ ).

e Wz06r Simpsona
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b

| =[f (x)dx~j HA P (9+ f(—=

a

a+b

)HZ)(>9+ f( (% dxe— ( f+atif+ f)

=a+b' h= b-a

2 )

W praktyce nie sywa Sk juz wzorOw wyzszego rzdu, natomiast stosujegspowyzsze trzy
wzory niskich rzdéw (zwlaszczawzor Simpsonlaw podprzedziatach wynikggych z
podziatu wygciowego przedziatu(a,b). Powstag w ten sposéb tzwwzory zldgone

catkowania llos¢ podziatow nie jest z gory zatona, naley ja dobra iteracyjnie ze wzgldu
nazadary doktadnd¢ wynikow & .

Przykfad 12
1
Podan catke | :.[\/1+xdx obliczy¢ numerycznie stosaf wzory Newtona — Cotegaoste i

ztozone (dwa podziaty). Za kdym razem porowréa otrzymany wynik numeryczny z
rozwigzaniem analitycznym.

Wynik analityczny

3
=§E22 -2 1.21895.

1 2 st
I :J;\/1+xdx=5(1+ X)2 0

wl

Proste wzory catkowania (1 przedziat)

_| _
P ‘[}100%‘%‘%100% 18¢

I
=f@h=v1+00=1, &=
& @ 1.218951

= _f@+ () (a)’z’ (D) qulTowlTl)_l—*/_z_ 1.207107,

1.207107 1. 2189$h00(y 1%
1.218951

E=

=1
‘ (100%=

b-a 1 1 1+4\f2+*/_2
Iy =2 (F@+41 @)+ F(0) =L TWIT 0+ 4/ 1~ + B 1 ——-&—— = 1218866,

ls —1
(100% —|1 218866 1. 21895}&100%; 0.007%
I 1.218951

E=

Ztozone wzory catkowania (2 rowne przedziakyF %)

—f(O)G1:+f(1)El} N oc-ﬁ+ 1 2[—)—2——; —;\ﬁ‘} 1112372,

-1
‘ﬂooo/_p 112372 1. 2189$h000/ 8.7%

E=

1.218951
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{f(o%f(%)}%t—%{f (—i)+f(1)}[—l—$[—l—$=[ﬁ+ /1+_;]5LL11+[ /3—;4?9@‘11:

I, -
=2+ Z\E +2)= 1215026, & =|1e |1 10006215926 1.2189%
o | 1218951

|
[f(0)+4f( )+ E )}G—+[f(2)+4f( )+ f (1)} Llﬂ\f %ﬁ+ 4%/7+\/_2JG——

e 7 10004 |1:218945- 1.21895
| 1.218951

& 100% 0.z

I,
=1.218945, €= b 100% 0.0005%

Kwadratury Gaussa

We wzorach Gaussaastpujemy call¢ analityczr w przedziale{—l,]} kombinacy liniowsa
wartasci funkcji podcatkowej f (x) w tzw. punktach Gaussa; (wezty catkowania) oraz
wag liczbowychq).

J 100dx= Y ()

N oznacza il& punktéw Gauss§ak i rowniez wag).

Wagi i wezty catkowania ustala siwedtug zasady, by wzor catkowania przybhy byt
wzoremscistym dla wielomianu mdiwie wysokiego stopnia.

, ; [ 1 k+l _
;““(‘):;“Wﬁ{%d)(:k—ﬂ[l-(-l) ], k=012, N .

Np. dlaN =2 (wz6r dwupunktowy Gaussa

k=0 - @l+w0=2
k=1 - @x+w,x=0 yg=w,=1
2 = 1 1.
k=2 o 4 =— =——, =
), g 2 3 X \/5 % \/é
k=3 - wX+w,X=0

W praktyce wag punktéw Gaussaie znajduje si w powyzszego warunku. Pochogone
mianowicie od rodziny pewnych wielomianéw ortogenah (z wag) w przedziale(—l,]}.
Wtedy punkty Gaussass ich miejscami zerowymi. Powsgze liczby pochodg od tzw.
wielomianow Legendre’a wtedywzory Gaussaazywane gwzorami Gaussa — Legendre’a

Wartasci wag i miejsc zerowych tych wielomiandéw blicowane, tak jak innych kwadratur
wykorzystupcych wielomiany ortogonalne.
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Tablica rodzinywzoréw Gaussa — Legendre’a

Stopiex wielomianu Miejsca zerowavielomianéw Legendre’a Wagi
Legendre’a X S
1 0 2
2 s 1,1
V3
3 O,i\/§ §'§’_5
5 999
4 +0.339981043 0.652145154!
+0.861136311 0.347854845.

W ogdlnym przypadku liczymy cagkz dowolnego przedziahfa,b). Konieczna jest wic
transformacja liniowa ngdzy danym przedziatem a przedziakéwﬁ,]), tak aby mana byto
zastosowapowyzsze dane z tabeli, oboyzujace tylko w tym przedziale.

Niech | :Jtlf(z)dz, Z1(ah.

Wzory na transformagj(a,b) = (-1,1)

:22—(a+ b) Z_b a a+b
b-a . 2 2

dx:idz dz-ul dx
b-a 2

Ef(z)dz J g b;ajltb;axa;?dx t’ﬁ ExexYa )

Przyktad 13
1
Obliczy¢ catke 2z poprzedniego przykiadul=j\/1+zdz stosugc wzory Gaussa

0
dwupunktowy i trzypunktowy.

1-0 1+0 1.1
= X+

2 2 2 2
dx=1dx

V1+zdz== J"/— X+— d).

a=0, b=1 -

11
O'—.H
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Wz06r dwupunktowy:

A

ElOO‘V—|1 219008 1. 21895};&]100%; 0.005¢
1.218951

E=

Wz0r trzypunktowy:

=== / = +— =1.218952
5 2 9 2

=1
E= ‘ELOO"/—|1 218952 1. 2189??&1].000/(; 0.00007%

1.218951

Wszystkie omawiane powgj] wzory catkowania numerycznego dotyczyly przypadk
nieosobliwych, tzn. tzw. catej wdeiwych. Istniej tez catki niewtaciwe, gdy jedna z granic
catkowania to nieskiczonag¢ (niewtaciwos¢ | rodzaju) lub istnieje osoblived funkcji
podcatkowej w jednej z granic (niewtawos¢ 1l rodzaju). W tych przypadkach na ogo6t nie da
sic stosowa bezpdrednio wzoréw calkowania numerycznego, wngledodatkowo
przeksztalai catke analitycznie. W przypadku nieskeczondci w jednej z granic wzory
Newtona i Gaussagsbezuyteczne, bo nie da ¢iwprowadzé weztow catkowania do
przedziatu nieskieczonego. W drugim przypadku osobliggofunkcji podcatkowej w jednej z
granic nie mena stosowa wzorow Newtona — gdywymagaj one znajomsci wartci
funkcji podcatkowej w jednej z granic — a jest aidavna nieskaczonagci. Wzory Gaussa
mozna stosowd, gdyz wezty catkowania pochodzwtedy z wigtrza przedziatu i nie natrafigj
na punkt osobliwy.

Catki niewtaciwe | rodzaju
Mozna je przedstawiw postaci og()lnej f (X)dx.
Analityczne rozwazanie wymaga liczenia granicﬁ/f (x)dx= F(R|. =lim R 3- R 3.

Numeryczne rozwgzanie wymaga podstawienia typ)l;l. Wtedy korzystajc z twierdzenia
X
0 zmianie granic otrzymuje i nowe, skaczone granice  calkowania
t, =t(o) -1 0, t,=t(a) :E. Posté caltki nadaje sijuz do catkowania numerycznego.
00 a

00

jf(x)dx= f(x(t))%( dt=...

Q | — O

Q
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Wyjatkowo ,ztosliwa” jest nasgpujaca catka osobliwa l =jf(x)dx Proponowane
0

podstawienie nie odniesieagdanego skutku, dlategaz ina powrGt dostaniemy gragic
catkowania rowa nieska@czongGci tlzt(oo):iz , t2:t(a:O)=%=oo(!). Dlatego te
(0]

naleey np. roztay¢ catke na dwie catki sktadowe, tak, aby catka nielgteva miata drug
granig; rézna od zera.

1

| :Tf(x)dx:j f(x)dx+]2 f( 3 db.

Pierwsz catke obliczamy numerycznie bezfrednio, drug sktadows po opisanym wiej
podstawieniu.

Catki niewtaciwe Il rodzaju

b
Ogélna postacaiki: | :j f(x)k
> (x-a)
Aby pozby si¢ osobliwagci, nalery usun¢ ja z mianownika funkcji podcatkowej. Maa to
zrobié réwniez przez podstawienie, ale tatwiejszedbie w tym przypadku zastosowanie

twierdzenia o catkowaniu przezeei.

dx, kOO, k#O0.

b

=[ fY g [ F(¥ ¢ X

a

f(x) ()
g'(® a(X

b
Catkowanie przez eZci: | =If (X)g'(x)dx=

W omawianym przypadku dlb:%
f(X) f'(x)

_r e o _ — P _f £ .
I—!mdx—g(x): Xl_a ZJXT—[Zf(x)\/x a]a 2£f(x}\/x—ad,.

Ostatnia catk mozna policz¢ numerycznie bezadnych trudngci. Dla innych wartéci k
nalezy powtorzy catkowanie przez ezci tak, aby otrzyma w koncu cate wiasciwa.
Przypadek szczegoln =1doprowadzi do funkcji logarytmicznej, ktérgdzie miata znowu
osobliwas¢ dla x = a. Taky catke nalezy oblicza kwadraturami Gaussa

Przykfad 14

00

1
Obliczy¢ numerycznie nagpujace catki niewtaciwe | :jd—zz orazl :j X
Z 0

V1-x

a

Wyniki analityczne

1 1

3
dx:[——s(l— N2 +2(1- ¥ | =1.33333

0
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Przeksztalcenia analityczne (dla obliezeimerycznych)

1 1
t=— L z=—= () =0
Tdz | 7 Jt (<) P A S 1tdt
=== . —ItEQ—E)[ﬂ dt—EII.
Z -3
! d——EtZdt =1 * 0

f(x)=x f'(x)=

zlng'(x)= 11_X 2% (2x\/_x)(1) ijdx- 4x/_xd)

Obliczenia numeryczne/v(zordwupunktowyGaussa

t(x)—1x+1
1 - —~ 1
%f 21 2=711 dx :711(15 1 vip 1 y-082534
O dt==dx -1 }X+1 \/1Bi+1 1 _i +}
2 2" 2 23 2 21 J3) 2
-1
£= G—‘ DOO%:|O'825133(} 1'pmoo<y<; 17.4%
1.1
1 0 t(x) = - x+ 1
2772 1 1 1 1.1 1 1
| =-2[V1-tdt = 2[V/1-tdt = S+ = xdx=10|=+=B= +10|=+—11-—= | =1.34777"
I I 1 I 2 2 2 2.3 2 itéﬁaj
0 1 dt=-=dx !
2
-1
. E100<y_|1 347775 1333331?_‘1100<y 1.1%
1.333333

IV. NUMERYCZNE ROZWI AZYWANIE PROBLEMOW
POCZATKOWYCH

Ogolne sformutowanie problemu patizowego

ﬂ— ' n-1)
NG =f(xy Y., )} ), xXd(ab)
YOO =¥ YOX)= Yo o YO0)= 45 ¥D(aD

Szczegolnym przypadkiem problemu pgtkpwego jest rownanie #diczkowe rzdu
pierwszego z warunkiem na niewiadpfankcje. ROwnania wyszych rzdéw sprowadza si

do réwnania rgdu pierwszego i rozwkeuje niezalenie.

%zf(x,y), xd(ah, ¥X¥)=y ¥0(ab

Metody numeryczne pozwaidgjna wyznaczenie zbioru wastm dyskretnych funkciji
niewiadomejy = y(xX) pocawszy od punktu pogtkowego x,. Zbior par(x,y) wyznacza

si¢ z nastpujacych zalenoici (dla weztow réwnoodlegtychx,, — x = X = X, = h= cons)
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X1 =

% +h=x+ilh

Xi41
Y=Y+ [ ftydi=y+ay, y= ¥y
X

Catke oznaczom przez Ay, oblicza s¢ numerycznie na tie sposoby. W zateosci od
sposobu jej obliczania metody numeryczne do rezywania zada pocztkowych mana
podziel¢ na jednokrokoweAy =Ay(f), f= f(x,y) (warta¢ delty zaley tylko od
jednego punktu wstecz) i wielokrokowsy, =Ay (f, f_,, f_,,...) (warta¢ delty zaley od
kilku punktow wstecz). Inna klasyfikacja dotyczywtzawnaci metod. Przedstawione wsj
wzory dotyczyty metod jawnych (otwartych, ekstramyljnych) — warté¢ y,,, liczona jest na

podstawie znanych watd funkcji danych lub obliczonych wcésiej w poprzednich
punktach -Ay, =Ay (f, f_,, f_,,...). Natomiast ina grup; metod stanowi bardzo doktadne

metody niejawne (zamkgte, interpolacyjne), gdzie wafd y,,, zalezna jest od siebie same]
poprzez delf Ay, =Ay(f,, f, f_,,...). Oblicza st ja stosujc metody iteracyjne, startige
ze wstpnego okrélenia wartgci y? znanego z metody jedno- lub wielokrokowej otwartej

Metody jednokrokowe

Metoda Eulergmetoda ta zaktada statofunkcji y(x) na odcinku(x, x.,,) ).

Y = ¥+ hOf(X, y)
Metoda ulepszona Eulera

Vi = Y +hOf(X, y)
ff — fi + fi+1

' 2
Vi = Y+ hUf

Metoda Rungego — Kultty ll¢du

K, =hf (X, y)
K,=hOf(x +h y+ K)

1
Y=Y +E(K1+ Kz)
Metoda Rungego — Kutty 1Vgau

Ky =hf (X, ¥)

1 1
K, =hf(x += =
2 (x+2hy+2K)
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1 1
K.=hOf(x += =
3 (>ﬁ+2hy+2K2)
K,=hf(x+h y+ K)
Va = ¥ 2 (K F 2K, + 2K, K,)

Metody wielokrokowe

* Metoda Adamsa — Bashfortliametoda otwarta)
j=0
Yo =Y +hD f, OO = y+ W f, OF +..+ £, 00+ f0O0)
j=n

Tabela wspotczynnikow wzorow Adamsa — Bashforthalh

n/k 0 1 2 3

0 1

; 3 1
2 2

) 23 _10 5
12 12 12

3 55 59 37 i)
24 24 24 24

Np.dlan=2: vy, =Yy +1—hZEﬂ23( -16f_,+ 5f_,).
* Metoda Adamsa — Moultor{enetoda zamkgta)
j=0
Y =¥+ h@ f‘] +1 '(Ej)+1: yT hm ifﬁ +1D(:1)+1+"'+ ifDiI(-n) + ithtf)l)
j=n

Tabela wspotczynnikdw wzoréw Adamsa — Moultond[h

n/k 0 1 2 3

0 1

1 1 1
2 2

2 S 8 L
12 12 12

3 9 19 _S> 1
24 24 24 24

h
Np.dlan=2: vy,=YV +1—2Eﬂ5(+1+8f - f.,).
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Przyktad 15

Znalez¢ wartas¢ funkeji f (1), jezeli

f'=f>+2+x, f(0)=1 h=1

metod Rungego - Kutty rzedu.

=0, f,=f(x)="f0)=1 F(x,f)= fP+2x, h="

K, =h[F(x, f,)=10F(0,1)= 1+ 2+ 0= 3

1,1 1.1 (5 13
K, =hIF(x+ h f+- K) =100+ S(L1+— 3K -
2 0o +5h T+ K =10F(0+ %(zj >4
K3=hEF(x0+%h,fo+—; K,) =10F(0+ 1EL1+1 2 (4? 2+—1_—2§fg

4309617
64164

8

K, =h[F(x+h £+ K)=10F(0+ 1 1+ 2229)=( Zgﬁ o E

35 2009 430961

f =1+ (K +2K,+ 2K, +K )= 1+= (3+— ;183548%
4 64 64164

Praktyczne stosowanie metod zamgkych (zazwyczaj wielokrokowych) wie st z
nastpujacym algorytmem iteracyjnym zwanym zwyczajowwetod predyktor — korektor
Polega ona na znalezieniu kilku pierwszych wéamitofunkcji metod jednokrokovy
wysokiego rzdu (np.metod Rungego — Kutty IV gglu), a nastpnie wstpnego okrélenia
(predykcji — sid nazwa ,predyktor”’) szukanej, naghej z kolei wartéci funkcyjnej za
pomog wzoru otwartego wielokrokowego. Wastota sty jako punkt startowy dla metody
wielokrokowej zamknitej, ktora iteracyjnie poprawia st nazwa ,korektor”) szukan
wartas¢ az do osigniecia wymaganej doktadsoi.

Dla przyktadu rozwamy rownanie pocgkowe rzdu pierwszego
dy _ -
&—f(x,y), xO0(ab, v¥)=y ¥d(ab

Dwie pierwsze wartei funkcyjne znaleziono stosig meto@d Rungego — Kutty gzu 1V.

=y(x) - zwarunku poczkowego
Y1 = Yo +AY,

} ~ zmetody Rungego - Kutty IVedu'
Y, =Y, Ay,

Wartas¢ y,, a doktadniej jej zerowe przybénie znaleziono korzystgj z metody Adamsa —
Bashfortha rzdu Il

y© = y2+1_h2EQ23f2—16f1+ 5f,), f=fk.y) i=0,1.
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Nastpnie postaono s¢ odpowiednim schematem zamétyim (metoda Adamsa — Moultona
rzedu 1l) uktadagc w ten sposob proceduriteracyjry, kontrolowam przed warunek
zbieznosci na podstawie znanej doktadeowyniku ¢ .

h fi=f(x,¥%), 1=12 . .
(k+1) — (k) _ i ! - 0)
A _y2+12E65f3 +8f,- 1), {fi("):f(x,y“‘)). gdzie dla k=0wynik y;

pochodzi z poprzedniej metody (z predykatora). Wyoprawiamy sprawdzgg na kadym
kroku warunek zbienosci

(k+1) _

Y~ y5

(k+1)

Y3

<€.

Gdy wynik si ustabilizuje, ména przej¢ do obliczania nagpnej wartdci funkcji y,w ten
sam sposob, co poviyj.

V. NUMERYCZNE ROZWI AZYWANIE PROBLEMOW
BRZEGOWYCH

Podstawow roznica miedzy problemem pogtkowym i brzegowym jest sposéb okieni
warunkéw. W problemie pogitkowym warunki (pocgtkowe) nataone byly na funkej
niewiadony i jej kolejne pochodnezado odpowiedniego gdu w jednym, wybranym punkcie
obszaru. W problemach brzegowych na ogét mamy dwmiemia ze zbiorem punktéw, w
ktérych dane gwartdsci funkcji lub jej pochodnych. Metody numeryczne mawigzywania
obydwu problemow diametralnie mdig sie od siebie. Problemy pogtkowe numerycznie
prowadzity do znalezienia tablicy waéto funkcji punkt po punkcie zaczyrg od punktu z
warunkiem pocgtkowym. W metodach dyskretnych do analizy zadbrzegowych
otrzymujemy dla zadanego zbioru punktéwethdow) uktad réwné, z ktérego jednoczeie
otrzymujemy wartéci we wszystkich niewiadomychegatach.

Niezwykle wang rzecz jest sposob sformutowania problemu brzegowego.lfgydkazdy

zapis problemu, w ktérym wygiuje nieznana funkcja jest dopuszczalny, ale w diaigaiach
fizyki i mechaniki funkcjonuj od lat dwa zasadnicze typy sformutawlrzegowych —
lokalne i globalne. Réwnieod sformutowania zahy sposob otrzymania i jaké wyniku

réznicowego.

Zagadnienie (problem) brzegowelany jest obszarQ, w ktérym poszukiwane jest

rozwigzanie, uktad rowna rozniczkowych castkowych oraz warunki pogtkowo -—
brzegowe natoone na zbior punktéw nalgcych do brzegwQ obszaru.
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0Q

P(X)

W rozwaanym obszarze poszukiwana jest funkaf)w kazdym punkcie P(X). Mozna
stosowa nastpujace sformutowania zagadmidrzegowych:
» Sformutowanie lokalnglmocne, silng szukane jest rozwzanie ukfadu rowna
rézniczkowych w kadym z punktow obszaru osobno:

su=f dla POQ
Hu=g dla POIQ

gdzie / i # 3 operatorami raniczkowymi odpowiednio w obszarze i na jego
brzegu. Réwnaniefu=g dla PO0Q nosi nazw warunkéw brzegowych. deli
s3 one natégone na funkej (tzn. % =1), nosa nazwe podstawowychwarunkéw
brzegowych Dirichleta natomiast dowolna kombinacja warunkow brzegowych
ztozona z pochodnych nosi nagwosi nazw naturalnychwarunkéw brzegowych
Neumanna

» Sformutowanie globalne maze by formutowanie jako problem optymalizaciji
funkcjonatu lub jako zasada wariacyjna.

o0 Minimalizacja funkcjonatu

0 =%$(u, u)— £ (U)

W funkcjonatach energetycznych pierwszy skiadnikezpntuje energi
wewretrzng uktadu, podczas gdy drugi jest rowny pracy wykajamzez sity
zewretrzne. Nieznana funkcja(P) moze przedstawia soly przemieszczenia
u, odksztatceniae, napezenia o lub wszystkie z nich. Funkcjarealizupca
ekstremum (minimum, punkt stacjonarny) funkcjona(hui)nl (u)jest szukana.

Mozna rozwaa¢ problem optymalizacji funkcjonatu bez ogranitzgv calej
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przestrzeni rozwizan dopuszczalnych) lub z ograniczeniami (ekstremush je
szukane w podprzestrzeni narzuconych ogranjcze
0 Zasada wariacyjna

B(u,0u)y=~2(@u) dla oudV

W mechanice powssze réwnanie me& mig€ sens np. zasady prac
wirtualnych. Sformutowanie wariacyjne (tzw. stabepa podstawowe
znaczenie przy konstruowaniu rozaén przyblizonych. M@na go uzyskaze
sformutowania mocnego w czterech krokach:
= Przemnaenie rownania riniczkowego przez dowadnfunkcje (tzw.
funkcja testujca),
= Przecatkowanie wyniku po rozwanym obszarze€ ,
= Caftkowanie przez ¢#ci z wykorzystaniemwierdzenia Greenav celu
zredukowania pochodnych do minimalnegediz,
=  Wprowadzenie do funkcjonatuarunkéw brzegowych Neumanna

Sformutowania globalne wymagajdodatkowego catkowania po obszarze.
Sformutowanie wariacyjne jest ogolniejsze, gdnazliwe jest w przypadku
wszystkich zagadniebrzegowych, podczas gdy uknie funkcjonatu mdiwe
jest tylko dla niektorych zadamechaniki, np. dla zaddiniowej spkzystaci
(funkcjonat Lagrange’a, Hamiltona, Reissnera, Cdsimp, itp.).
Mozliwe s3 rOwniez podegcia mieszane, poleggje np. na podziale obszaf na
podobszary, gdzie stosuje sozne sformutowania wraz z odpowiednimi warunkami
ograniczagcymi.

Budowa rozwazania przybltonego problemu brzegowego zaleprzede wszystkim od
wybranej metody dyskretnej. Moa wyr@ni¢ dwie gtbwne koncepcje:

Rozwigzanie dyskretne w postaci kombinacji liniowe] wsdinnikow liczbowych
oraz funkcji bazowych:

n

P(X) = ad (R + ag(3+..+ @, (3=, #( ¥

i=1
Funkcje bazowe (najezciej: wielomiany, funkcje trygonometryczne, funkcje
specjalne) mugzby¢ liniowo niezalene, odpowiednio ggte oraz musg spetniad
jednorodne warunki brzegowe rozieaego problemu (jednorodne warunki to takie, w
ktérych po prawej stronie stoi 0, (nu(x,) =0, u (%)=0). Przy takim zapisie
postaci rozwgzania przybttonego mana szuka budupc odpowiednie residua, (czyli
wyrazenia swiadczce o0 spetnieniu przez rozywianie przyblione wygciowych
rownai rézniczkowych) odpowiednio w obszarze i na brzegu:

E(X)=Lp(RN- 1, (=B R- ¢
Funkcjonat waacy powyzsze wyraenia ma posta

[(p) = jgdwddQ + j E,W,0Q .
Q 0Q
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Wagi w, i w, swiadcz o odefciu p(x) od wynikuscistego odpowiednio w obszarze i
na jego brzegi. Dlanetod residuéw wanych(metoda Bubnowa - Galerkinejetoda
najmniejszych kwadratgwmetoda kolokacji i metod energetycznyclimetoda
Rayleigha — Rit2azaktada si btad na brzegug, =0(sciste spetnienie warunkow

brzegowych) i rozwza jedynie I(p):jgdwddQ. Odmienn koncepc} prezentuyj
Q

tzw. metody Trefzaw ktorych zaklada i sciste spelnienie rownania wewtnz
obszaru a rozwean przyblizonych poszukuje na jego brzegu.

* Rozwigzanie dyskretne w wybranych punktach obszaru (g brzegu) zwanych
weztami. W tej koncepcji niezldna jest dyskretyzacjabszaru (na wety, elementy
itp.), gdzie zaspuje st wielkosci ciagte wielkasciami dyskretnymi. Numeryczne
wyniki dyskretne mena aproksymowafunkcijg ciaggta w ramach tzwpostprocesingu
Do tych metod nale: metoda rénic skaeiczonych (MRS, zamiana operatorow
rézniczkowych na rénicowe, poszukiwanie waroi weztowych funkcji szukanej,
aproksymacjametodami najmniejszych kwadrajpwnetoda elementéw skxzonych
(MES, podziat na elementy i aproksymacja funkcjami &i¢a) orazmetod elementow
brzegowyc{MEB, podziat brzegu na odcinki, obliczanie catek bmegch).

Przyktad 16
Belka swobodnie podparta obobna obcizeniem cygtym réwnomiernie roztoonym.

q
0 1 2 X
Wo * We
Y
Wi
- L L
Sformutowanie lokalne:
d? M (X)
L(X) =— =f f(R=- 0< x< 21
(x) ™ w(X) = (% (% =

M(x)=%q><(2|— Y w0)=0 w2l)=C

Sformutowanie globalne:

* W postaci funkcjonatu:

1 dw,

mint @) = 10)=[[() —%;)w]dx W0)= W2 =0
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» W postaci zasady wariacyjne;j:

dw2 M
j[ + 29 dx=0, w0)= w2)=0
v(x) funkcja prébna, odpowiednioggjla, sglnia warunki brzegowe: v(@v (29

lub po przecatkowaniu przezeéei (sformutowanie stabe):
j[d—WiV P g1dx=0, w0)= W2)=0, W0)= w2)= ¢

Rozwigzanie przybltone dlametod residualnych

+ Funkcje bazoweg,(x) = x(x—21), @,(X)= X (x=2l),

+ Rozwigzanie prébnep(x) = ag, (X + B,( 3= axX x2 )+ bk( *x2),
d*p(xy , MY _

dx’ EJ

* Dlametody Bubnowa - Galerkina

* Residuum w obszarze(x) =

2a+ b(6x- 4I)—% gx(21- x)

Tg(x)wl(x)dxzo T[2a+ l:(6x—4l)—% g2k X)X x2)d=x 0
2? 2|O =ab=...
Ig(x)@ﬁz(x)dx=0 j[2a+ k(6x—4|)—% g2 R k(% 2)dx 0
» Dlametody najmniejszych kwadratow
I(a,b)=jl£(x)DL‘(x)dx = minl(ab
0 (ab)
2 1 iI (a,b)=0
| (a,b) = [[2a+ b(6x- 41)-= gx2I- Wf dx = aa = abe..
3 2 2 i@b)=0
ob
» Dlametody kolokacj{punkty kolokacji: x; :I§’ X, :%):
{f(X) [B(x~- %) dx=0 {f(xl) 0 2a+b(6X - 4|)—% ax (21— X)= 0 )
= =a,b=...
£(x) =0

00 (x- %) de=0 2a:+b(6% - 4)-2 % (21~ %)= 0

W metodzie rénic skaiczonychMRS wprowadzono w ramach dyskretyzacji obszarue3tyv
(patrz: rysunek). Z trzech wakm weztowych dwie z nich stanowiwarunki brzegowe:
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w, =w, =0, pozostaje do obliczenia wagtow, . Przy sformutowaniu lokalnym zamianie na
operator régnicowy  ulega  operator  #diczkowy na  drug pochodg:

2 —
ZX\ZN‘ =W = val:W"Zl—\élevz. Réwnania rénicowe generuje si metody kolokacji
x=I

(sciste spetnienie réwnania wegtach obszaru):

0 0
W, —2w +w, _1ql?
Lw, = f 21 2= =...

1T h |2 2EJ "
W sformutowaniu globalnym mmma utazy¢ funkcjonat energii potencjalnej uktadu. Po jego
dyskretyzacji (catkowanikwadratug Newtona-Cotesaniedzy weztami) otrzymuje si:

() = 2 [ (R

| |
My~ (Mw, + M) === (Mo M ) =]

Niewiadomy w, (oczywkcie w, =w, =0) otrzymuje st minimalizupc powyzszy funkcjonat
wzgledem w :

d
ml(wl)=0 = W=..

Przy sformutowaniu wariacyjnym stabym (funkcja tesa: v(0)=v(21)=0) od razu
otrzymuje s¢ gotowe rOwnanie tdicowe:

W~ W, V1_V0| +W2_Wi V,~ Vv
I | I I

I I
| _(M OWO+M1W1)ZE_J_(M 1W1+ M ZWZ)ZE_\]:O.

Podstawiggc w,=w,=0 oraz v,=Vv,= C i przyrbwnupc wyrazenie stojce przy
dowolnymyv, do zera otrzymuje giwartese w, .

Przyktad 17
Rozwigzat rownanie
w"+w=1 w(0)= 0, w(4)=1

metod roznic skaiczonychi analitycznie. Wynik sprawd&ianalitycznie dlax =2 (obliczy¢
norme biedu)

Rozwigzanie analityczne

CO/RJ. w+ w0 - F+1=0 - w(X= Asin( X+ Bcos(x- catka ogdlna
CS/RNJ w( x= C > Wy W)=l - €1 - M )%x1-catka szczegolna

W(X) = w(X+ w(3= Ain( y+ Bos(R+ 1
{w(0)= 0 {B+ 1=0 N {A= 0.863691
w(4)=1 Asin(4 Bcos(4y £ 1 B=-1

= W(X) =0.8636911sink ¥ Tcos(4 1
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Rozwigzanie numerycznar(etoda rénic skaiczonychMRS)

Wprowadzono do obszaru zadanda<0,4> pi¢¢ rownoodlegtych wztéw (h=1). Warunki
brzegowew, =wW(x,=0)=0, w,= WX =4)=1 Przygto klasyczny operator #dicowy na
drugg pochodn (zbudowany na trzecheatach).

Wi” ~ W, — 2hV;( W .

Generacja rownaréznicowych (technilg kolokacj)

W 2W W
1? '
W, — 2w, + 2w Wt w =1
l 122 =, =1 = AW 2wt wtw =1
W2‘2\;V3+W4+W3=1 W, — 2w, + 1+ w, =1

w,=0, w,=1

_W1+W2:1

W
Wt W=l = W

1
2
2

w,-w, =0 W,

Sciste  wartéci  wezlowe (z  rozwazania  analitycznego) w(l)=1.186469
w(2) =2.201499w(3) = 2.11187..

Norma bédu wyniku numerycznego dla=2:

. =‘w(z)— WZ‘ ElOO%:| 2.201499- 2.

Ro0ve 9.2,
w(2) 2.201499 |
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Przyktad 18

Znalez¢ wartasci weztowe dla rownania

0%  0°

(ﬁ-l-a_ijf :1, h=1

przy zerowych warunkach brzegowych na fugkcj

0 1 2 3 4
O—O0—O0—0—0
h
pLi G oL, G S
h
10 Qll 12 013 14

Zadanie brzegowe nalg do dziedziny zada dwuwymiarowych, typu eliptycznego
Wystepujacy w sformutowaniu problemu operator zniczkowy zwie st operatorem
Laplace'a Mimo to metodologia pogbowania jest identyczna jak w zadaniach
jednowymiarowych. Obszar zadania podlega dyskrefyza wprowadzono 15 gziow
numerowanych od 0 do 14 rownomiernie rapioych w obszarze (obszarze obydwu
kierunkachh=1). 12 z nich do wzty brzegowe, w ktérych z warunkéw zadania wiadoneo,

f =0. Pozostale wzly zawieraj niewiadome wziowe wartdci. W zadaniu mzna
skorzysta z warunkéw symetrii (symetria wynika z geometrisaaru, postaci warunkow
brzegowych i postaci funkcji prawej strony roéwnaniézniczkowego w obszarze).
Uwzgledniajgc symetré maozna zapisé

f0= f1= f2= f3= f4= f5= f9= f10= f11= f12= f 13= f 14=O

Liczba niewiadomych zostata @ zredukowana do dwoch{, f, =?).

Kolejnym krokiem analizy numerycznej problemu braeggo metogl MRS jest zasfpienie
w weztach obszaru operatora zriczkowego odpowiednim operatorem zm@&cowym.
Operator ranicowy Laplace’a mazna wygenerowa dowolna metogl do budowania
schematow rinicowych (np.metod; wspotczynnikdw nieoznaczonyaiawian w rozdziale
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II). Mozna rownie, korzystajc z jego prostoty, stworZygo za pomag kompozycji
odpowiednich sktadowych operatoréw go twagmych. Ostateczne rozgaanie

Q

(i,k+1)
h
h h
O O~ O
(i-1,k) (1,K) (i+1,k)
h

& (i.k-1)

to nasgpujacy wzor r@nicowy

9> 9 1

Of i = (W+a—y2) fig=

(k) ~ hz(f(i—l,k)J’ fraot foent Tren= 4T ))'

Po raz kolejny stosujemy techanikkolokacji do generacji uktadu réwiardznicowych.
Przyktadamy operatdraplace’aw weztach z niewiadomymi wargsiami funkcji — (6) i (7).

CE
z f1+f7+f11+f5—4f6J:1 f:_i
f,—4f, =1 . 6 14
f B _ .
o koo 2f, - 4f, =1 __6
1—2 f2+f8+f12+f6_4f7 =1 7 14
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