Wersja 2.41

Przyklad 1
Przyktad przedstawia rozwigzanie problemu brzegowego

u" 4 2u =22% — 4 + 12

u(0) =5 (1)
u'(2) =2

metodami wariacyjnymi.

Zanim zaczniemy obliczenia zamienimy powyzszy problem z niejednorod-
nymi warunkami brzegowymi na problem réwnorzedny z jednorodnymi wa-
runkami. W tym celu podstawimy za u(x) = y(x) + uo(z) gdzie funkcja y(x)
bedzie spelniaé¢ jednorodne warunki brzegowe, a wug(z) jest to dowolng funk-
cja ktora spetnia niejednorodne warunki. Dla naszego przyktadu przyjmiemy
funkcje postaci ug(x) = ax + b. Po uwzglednieniu u(0) = y(0)+a-0+b=5
oraz, ze y(0) = 0 (warunek jednorodny) = b = 5. Oraz analogicznie dla
drugiego warunku v'(2) =¢y'(2) +a =2 =a=2.

W ten spos6b otrzymana zalezno$é u(x) = y(x) + 2z + 5 wstawimy do
réwnania (1) i otrzymamy problem brzegowy z jednorodnymi warunkami
brzegowymi

y" + 2y = 222 — 8x + 2
y(0) =0
y'(2)=0

1. Metoda Rayleigha-Ritza

Ogélne wzory:

2

— _ 2

I(y) = %(y,Ay) —(y, f)

l\DlP—‘

2 2
/ (y" + 2y)dz /ny — 8z + 2)dz
0 0

Rozwiazania bedziemy szuka¢ w przestrzeni energii H4 co wymaga scal-
kowania przez czesci pierwszego cztonu ostatniego réwnania:

) /y (222 — 8z + 2)dz

=0.

I(y) = ; ((yy

2
Uwzgledniajac warunki brzegowe czton (yy') .

Przyjmiemy dwie funkcje bazowe spetniajace jednorodny podstawowy
warunek brzegowy (co najmniej klasy ciggtosci C!)

@1:35, (132:332

Woéwczas y = ®c, oraz

—_

2 2
Iy) = 5 / T @'c + 27D Be)dx / cT@T (222 — 8z + 2)da
0 0
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Wersja 2.41

Po minimalizacji funkcjonatu otrzymamy

2

2

oI

- / (—®T®'c + 28 ®c)dr — / BT(222—8r+2)dz=0 (2)
0

a po podstawieniu konkretnych funkcji ®
f 1
/(—l%]“ 2z | +
0
z 2 _
+2[$2] [1‘ x ])dxc—
2
z 2
:/[352 ] (22° — 8z + 2)dx
0

Po przemnozeniu i scatkowaniu otrzymamy uktad réwnan

10

=y 28

3 1| _ 3

g 2le 208
15 15

Rozwigzanie uktadu réwnan

Ostatecznie y(z) = —4 - ®; + 1 - &y = 2 — 47 a wracajac do réwnania
wyjéciowego u(z) = y(r) + up(z) = 2> —dr +2x +5=x> — 2+ 5
co jest rozwiagzaniem dokladnym.
2. Metoda sformulowania wariacyjnego (réwnowazna z metoda R-R)

Startujemy z réwnan

d2

A=—4+2 f=22"—-8zx+2
da?
(Ua Ay) = (Ua f)

2 2
/v(y” +2y)dxr = /v(2x2 — 8z + 2)dx
0 0
Pierwszy czton ostatniego réwnania catkujemy przez czesci

2

2
/ v'y 4 2uy)dx /0(2552 — 8z +2)dx (3)
0 0

Zwazywszy na to, ze funkcja v spelnia¢ ma jednorodny podstawowy
=0.
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Wersja 2.41

Podstawiamy za y = ®c i v = ®&d = dT®", oraz przyjmujemy te same
funkcje bazowe co w zadaniu poprzednim.

Réwnanie (3) po przeksztalceniach przyjmie postaé

2 2
/ (—d*®"®'c + 2d® T Bc)dr — / dT®" (2% — 8z + 2)dz = 0
0 0

a dla warunku, ze réwnanie to jest spelnione dla kazdego d # 0 mamy

2 2
/(—CI)’TCIJ'C + 28T ®c)dr — /@T(M 8z +2)dz =0
0

0

co jest identyczne z réwnaniem (2). Dalszy tok postepowania jak w
zadaniu poprzednim.
. Metoda Bubnowa-Galerkina

Metoda to nalezy do grupy metod residuéw wazonych. Ogélny wzor ma
postaé

(v,R)=0 (4)
gdzie R = Ay— f a dla naszego przyktadu réwnanie (4) przyjmie postaé

2
/v(y” + 2y — 22° + 8z — 2)dx (5)
0

Rozwigzania bedziemy szuka¢ w bazie funkji dopuszczalnych spetnia-
jacych podstawowe i naturalne warunki brzegowe, oraz co najmniej
klasy ciggtosci C?.

Przyjmiemy dwie funkcje bazowe ® = [2? — 4z 23 — 122] a y = Pc.

W metodzie B-G funkcja wagowa v = ®&d = dT®". Podstawiajac te
wszystkie zaleznosci do (5) otrzymamy

2
/dT<1>T ("¢ +2®c — 24% + 82 — 2) dz = 0
0

Réwnanie to ma by¢ spetnione dla dowolnego d # 0, oraz po podsta-
wieniu konkretnych funkcji bazowych, przyjmie postac

0/2[;2_—14;;]{[2 6r | ot

+2[m2—4x x3—12x]c—(2x2—8x+2)}dx:0
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Dalej catkujac i przeksztatcajac otrzymamy uktad réwnan

352 1352 352
15 15 [ C1 ] 15
1352 12032 Co 1352
S ==

Rozwiazanie tego uktadu wynosi

-[3]

a ostateczne rozwigzanie ma posta¢ y(z) = 1-®; +0- Py = 2% — 4x.
Wracajac teraz do réwnania wyjsciowego u(x) = y(z) + uo(z) = 22 —
4y + 20 + 5 = % — 2z + 5 otrzymamy to samo rozwigzanie jak we
wezesniejszych metodach.

. Metoda kollokacji

Metoda ta jest réwniez z rodziny metod residuéw wazonych. W porow-
naniu do B-G réznica polega na doborze funkcji wagowej v = 0(x — ;)
gdzie x; jest punktem kollokacji. Punktéw kollokacji dobieramy tyle ile
jest funkcji bazowych i powinny one zawierac sie w obszarze szukanego

rozwigzania. Przyjmijmy x; = £ oraz x5 = 3.

~—

Réwnanie (4) ma teraz postaé

0(x —z;))R(x)de = R(z;) =0 dla i=1,2

O\w

czyli
R(x;) = (®(2;)" +2®(x;)) e — (227 —82;+2) =0 dla i=1,2
dalej
2 3
2 2 2 2 2
R(z,)=0— | +2 ] —4-= [Z] —12-= |¢c=
) {[263] 3) 3 (3) 3”

co prowadzi do uktadu réwnan

22 308 29
92T | [ g )
46 520 l cs ] T
9 27 )

Powyzszy uktad rownan daje identyczne rozwigzanie co w poprzednie;
metodzie.
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5. Metoda najmniejszych kwadratow

Sposéb postepowania jest podobny do tygo ktéry byt stosowany w
dwéch ostatnich metodach. Réznica polega w doborze funkcji wago-
OR

wej v = —.
dc
Residuum mozemy zapisa¢ jako
R=®"c+2®c— (22 — 8z +2)
stad
OR

=—=d"+2®
v e +

czyli réwnanie (4) przyjmie postaé
2
/ (@ +28)" ("c +2dc — (227 — 8 +2)) dz =0
0
podstawiajac za ® nasz wektor funkcji bazowych otrzymamy
F 2 2_y
x* —dx
]2 e
+2[a:2—4x T3 — 122 ]c—(2x2—8x+2)}d3§:0

co po scatkowaniu i przeksztatceniach daje uktad réwnan

168 1864 168
? ? C1 ?
1864 16672 l@ ] ~ | 1864
5 35 -

ktérego rozwigzaniem znéw jest ¢ = [1 0]T.

Powyzsze metody sa metodami przyblizonymi. Jednakze jezeli mamy do-
swiadczenie w dobieraniu funkcji bazowych to w szczegélnym przypadku mo-
zemy otrzymac nawet rozwigzanie Sciste, jak w tym przyktadzie. Jest to nie-
stety rzadko spotykane by rozwigzanie z tych wszystkich metod bylo iden-
tyczne, a co dopiero bylo zgodne z rozwigzaniem Scistym.
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Przyktad 2
Przyktad przedstawia rozwigzanie problemu brzegowego

u' + 2u = 222 — 4z + 12
u(0) =5
u'(2) =2
metodg elementéw skoniczonych w sformutowaniu wariacyjnym.
Zapiszemy powyzszy problem dla jednego elementu
e e
/ v (0" + 2u8)de = / ©(2(a° + d)? — A(2f + d°) + 12)dz
0 0

gdzie d° jest przesunieciem elementowego lokalnego uktadu wsplrzednych
wzgledem uktadu globalnego.
Pierwszy czton przecatkujemy przez czesci
e L
0 +/( v+ 20°u)de —/ ©(2(z° + d°)? — 4(z° + d°) + 12)dz
0 0

/
vu’

Podstawiamy teraz za u® = N°Q° i v® = N°c® = cTN®" gdzie N® sg linio-
¢ ¢
—]) otrzymujemy

wymi funkcjami ksztaltu Lagrange’a (N¢ = [1 7

le

le

. 4 /(_CeTNe/TNeIQe +2C6TN6TNeQe)d$ —
0

CeTNeTuel

—/ CETNET(2(2 + d°)? — 4(a® + d°) + 12)da

dalej przeksztalcajac
le
+ [ (NN 4 2NTNY) Qedz —

le

CeT { NeTuel
0
0

—/NeT 2 + d°)? — 4(a® +de)+12)dx} —0

Réwnanie to jest spetnione dla dowolnego c€ i po przeksztatceniach przyj-
mie postac
K‘Q®=P° - P;
gdzie
le
K= [(-N""N“ + 2NTN)da
0
le

/NGT 2° + d°)? — 4(2€ + d°) + 12)da

e
Py =Nu |
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Wersja 2.41

2
Przyjmujemy trzy elementy skonczone o réwnej dtugosci ¢ = —. Dla

poszczegdlnych elementéw otrzymujemy macierze i wektory: (O — nr wezla)
Element 1 d' =0

@ @
—1.055555556 1.722222222] 0

1.722222222 —1.055555556 | (@

p! — 3.753086419 | (D
| 3.555555556 | (@

pi= | Jwer- | |vo - [ o ] @

|

2
Element 2 d? = 3

@ ©)
2 | —1:055555556  1.722222222 ] @
T 1.722222222 —1.055555556 | 3
po_ [ 3358024674 ] @
3.358024687 | (3
pe_ |00 | @
’ 22 | ®
4
Element 3 d® = 3
® @

K3 — —1.0555555656  1.722222222 | (3
| 1.722222222 —1.055555556 | @)
P — 3.5555555644 | (3
3.753086412 | @
pi_ —u?’I(O) ®
’ (B | @
Teraz przystepujemy do agregacji macierzy i wektoréw
@ @ ©) @
—1.055555556  1.722222222 0 01 @®
K — 1.722222222 —2.111111111  1.722222222 0| ®
N 0 1.722222222 —2.111111111  1.722222222 | (3
0 0  1.722222222 —1.055555556 | @
3.753086419 1 @
p— 6.913580230 | @
~ | 6.913580231 | (®
3.753086420 | @
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Wersja 2.41

—u(0) = —u'(0) ] @
o _ | v -0 =0| @
b— 2! (712 30 —
uw (I*) —u?(0)=0 | @
(P =u'(2) | @
Stad mamy uktad réwnan
—1.055555556  1.722222222 0 0 Q)
1.722222222 —2.111111111 1.722222222 0 Q>
0 1.722222222 —2.111111111 1.722222222 Qs
0 0 1.722222222 —1.055555556 Q4
3.753086419 —u'(0)
6.913580230 0
6.913580231 0
3.753086420 u'(2)

Uwzgledniajac teraz warunki brzegowe u(0) = QQ; = 5 oraz u'(2) = 2 nasz
uktad rownan przyjmie forme

—1  1.722222222 0 07 «(0)
0 —2.111111111  1.722222222 0 Q |
0 1.722222222 —2.111111111  1.722222222 Qs |~
0 0  1.722222222 —1.055555556 Q4
3.753086419 —1.055555556
| 6.913580230 _ 5| 1722222222
6.913580231 0
3.753086420 — 2 0

Rozwiazanie powyzszego réownia - niewiadome pierwotne:

)

Q- 4.057109995
| 3.987568525
4.845214143

oraz niewiadome wtérne

—2.043619209
0
0
2

P, —

Funkcje ksztattu sa liniowymi funkcjami Lagrange’a i rozwiazanie MES
speknia jedynie podstawowy warunek brzegowy (dla u'(2) = 1.286468 # 2).
Spelnienie naturalnego warunku brzegowego wymagatoby przyjecia funkcji
ksztattu Hermita. Zachowujac funkcje ksztaltu Lagrange’a btad rozwiazania
dla pochodnej mozemy zmniejszy¢ zwiekszajac liczbe elementéw skonczo-
nych.
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