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Przyklad rozwigzania problemu brzegowego metoda Rayleigha-Ritza dla réznych typow
aproksymacji rozwiazania.

1. Sformulowanie zadania.

Dany jest problem brzegowy:

2

—d—yzy(x)+7r2y(x) =2x%sin(z x); x e (0,1); (1)

z jednorodnymi podstawowymi warunkami brzegowymi:

y(0)=0; y@)=0; 2)

2. Sformulowanie funkcjonalu w przestrzeni energii.

Budujemy funkcjonat:

1 1
J[y]:;Iy(—y"+7z2y)dx—J.Zﬂzysin(yzx)dx; (3a)
0 0
lub
1 1 1 1 1
Jlyl= EJ-_ y y"dx +5.[7z2y y dx —IZﬂzysin(ﬁ X) dx; (3b)
0 0 0
Rozwigzania bedziemy szuka¢ w przestrzeni energii H,, zatem funkcjonat (3) catkujemy przez
czesci:
11 1 1 i
VRV = RV 0,2 _ 2\ i :
JIyl= 2yy 0+2£yydx+2£z y ydx !27[ ysin(z x) dx; (4)

Uwzgledniajac warunki brzegowe otrzymamy:

1 1 1
J[y]:;J.y'y'dx+;jﬂzyydx—Ianysin(zx)dx; (5)
0 0 0

3. Aproksymacja i budowa macierzowego ukladu rownan.

Przyjmujemy funkcje bazowe spetniajace jednorodne podstawowe warunki brzegowe i zakladamy
rozwigzanie w postaci:

y(x)=@(x)e=c'®'(x); Yy (x)=@'(x)e=c'®" (x); (6)
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Wstawiamy aproksymacje (6) do funkcjonatu (5), otrzymujac:

1 1 1
J[c] = ;Ich'T ®cdx +;Iﬂ2ch)T(I)ch —IZ;zchtl)T sin(z x) dx; (7a)
0 0 0
lub po uporzadkowaniu:
1 [t 1 1
J[c] = EcT {j(l)” @'dx + J7Z’2(I)T(I) dx}c —c' {I 27°®" sin(r X) dx}; (7b)
0 0 0
Z warunku minimalizacji funkcjonatu:
Al _y, ®
oc
otrzymamy:
0[c] 1 1 1
= J(IJ'T @'dx+jﬂ2¢T¢dx c— J‘ZnZCI)T sin(z x) dx b; 9)
de 0 0 0
co prowadzi do ukltadu rownan w formie:
1 1 1
{jcp” @'dx + jnzqﬂp dx}c —{j 27°® " sin(7 X) dx} =0; (10)
0 0 0
Przyjmujemy oznaczenia dla macierzy i wektora:
1 1 1
A=[@T@'dx+[z’@T0dx;  F=[27°®sin(zx)dx; (11)
0 0 0

Ostatecznie otrzymujemy uktad rownan w postaci macierzowej:

A-c=F (12)

4. Aproksymacja funkcjami ciaglymi.
Z postaci funkcjonatu (5) wynika, ze funkcje bazowe powinny by¢ co najmniej klasy C; [0,1].
Przyjmujemy funkcje bazowe w postaci:
$(X)=x-(1=X); 4(X)=x"-1=-X); 4,(x)=x"(1-x); (13)

Nalezy zauwazy¢, ze funkcje bazowe spetniajg obydwa podstawowe warunki brzegowe i sa ciagle
w calym obszarze rozwigzania (rys. 1).
Z zaleznosci (12) otrzymamy uklad réwnan:

0,662 0,331 0194 |c, 2,546

0,331 0,227 0159 |- c, |=|1,273 (14)

0194 0159 0125] |c, 0,724

ktérego rozwigzanie ma postac:

c, =3,113; ¢, =3,536; c, =-3,536; (15)
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Rys. 1. Funkcje bazowe (13).
Rozwiazanie przyblizone problemu (1) ma forme:
y(X) =®(x)e=3,113-x-(1-x) +3,536- x* - (1-x) -3,536 - x*(1— X); (16)

Rozwiazanie (16) pokazano na rys. 5.

5. Aproksymacja liniowymi funkcjami sklejanymi.

Przyjeto odcinkowo liniowe funkcje, zlokalizowane (daszkowe), klasy Cé w przedziale [Xi_l, X; +1].

Funkcje bazowe mozemy opisac zaleznoscia:

0; 0<X<X.;
X—=Xi4 .
h ; K4<XSX“
g0)=9 (17)
Xi+l - X, .
; X, < X< X
h,
0; X, < X1,
gdzie 1=0,1,...,n i hy =X, — X . Funkcje bazowe dla i =1, 2, 3 pokazano na rys. 2.
Z zaleznosci (12) otrzymamy uklad réwnan:
9,645 —3,589 0 C, 3,314
-3589 9,645 -—-3589|-|c, |=|4,686 (18)

0 -3589 9,645 | |c, 3,314
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Rys. 2. Funkcje bazowe (17).

ktorego rozwigzanie ma postac:
¢, =0,725; ¢, =1026; c,=0,725; (19)
Otrzymane przyblizenie problemu (1) jest okre$lone w czterech podprzedziatach i ma forme:

X

0,725- : 0<x<0,25;
0.25
0725. 997X 1 1026. X792, o5 x<0s5:
0.25 0.25
y() = 0,75 X Xx—05 (20)
1,026 - +0,725- = 0,5<x<0,75;
0.25 0,25
0,725-1_—)(; 0,75<x <L
0,25

Rozwigzanie (19) pokazano na rys. 5. Jest ono réwnowazne rozwigzaniu skonczenie
elementowemu z wykorzystaniem dwuweztowego elementu skoriczonego o dtugosci 0,25.

6. Aproksymacja szesciennymi funkcjami sklejanymi.

Sze$cienna funkcja sklejana B-spline (Bell-shaped spline) jest pokazana na rys. 3 (krzywa
przerywana) i wyraza si¢ zaleznosciami:
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0 t<-2;
1t3+§t2+3t+2; 2<t<-1
4 2
3 Sy, ~1<t<0;
s=1,* ,° 1)
S b o<t<lL
4 2
—1t3+§t2—3t+2; 1<t<2;
4 2
0 t>2;

15
1
so(t) s3(t)
s(t)
0.5
_—.”/ < -
[0 sq0
_0'5—2 -15 1.5 2

Rys. 3. Budowa sze$ciennej funkcji sklejanej.

Nalezy podkresli¢, ze powyzsze wzory otrzymano wykorzystujac nastepujace warunki brzegowe:

a) S(t) jest wielomianem sze$ciennym sklejonym, okreslonym przez kolejne wielomiany
s, (t) w przedziale [t;, t,,] dlai=0,1, 2, 3;

b) s(t,)=f(t) dlai=0,2 4;

o S.(t.)=s(,,)dai=012;

d s..,(t,)=s.(t,) dlai=0,12;

e) SI'i+1 (ti+1) = S”i (ti+l) dla i = O’ L 2;
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f)y s"(t,)=s"(t,) =0, tzw. ,swobodny” koniec;
g) S'(t,) =s'(t,) =0, tzw. ,,utwierdzony” koniec;

Funkcje ksztattu, utworzone z funkcji B-spline, sa obliczane ze wzorow:

X=% —4~s(x+h} i-0;
h h ) !

wn

o X% _S(x+hj; i—1

h h
4()=1s X_hxij; 2<i<n-1 (22)

o X=X _S[x—(n+2)-h} i—n:
h h

o X~ Xun _4‘S(x—(n+2)-hj; i=n+1;
h h

gdzie n jest dodatnia statai h= oraz X, =1-h.

n+1
Funkgje ksztattu (dla n =3) maja postac jak na rys. 4.

Z zaleznosci (12) otrzymamy uklad réwnan:

[ 6,546 4,076 -1372 -0074 0 ¢ | [ 108 ]
4,076 10,329 0,261 -1668 -0,074| |c, 4,72
-1372 0,261 8661 0261 -1372|-|c,|=|6,675 (23)
-0,074 -1.668 0,261 10,329 4,076 | |c, 4,72
0 -0,074 -1372 4,076 6546 | |c,| | 108 |
ktorego rozwigzanie ma postac:
c, =0; ¢, =0,522; c,=0,739; ¢, =0,522; c, =0; (24)
co prowadzi do rozwigzania konncowego w formie:
0,522 - ¢, (x) + 0,739 ¢, (x); 0<x<0,25
) 0,522 ¢,(x) +0,739- ¢, (x) + 0,522 - ¢, (x); 0,25<x<0,5 25)
X) =
y 0,522 - ¢, (x) +0,739- ¢, (x) + 0,522 - ¢, (X); 0,5<x<0,75;
0,739 ¢, (x) + 0,522 - ¢, (x); 0,75<x <1

gdzie funkcje bazowe ¢, (X) nalezy obliczac z zaleznosci (22) z uwzglednieniem (21). Rozwiazanie

(25) pokazano na rys. 5.
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Rys. 4. Funkcje bazowe B-splines (22).
7. Poréwnanie otrzymanych rozwiazan przyblizonych.
Na rys. 5 poréwnano wszystkie rozwigzania przyblizone z rozwigzaniem dokladnym:
y(X) =sin(z X) (26)
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Rys. 5. Poréwnanie otrzymanych rozwiazan przyblizonych.

8. Literatura.
[1]  Richard L. Burden, J. Douglas Faires; Numerical Analysis, Third Edition;
PWS-KENT Publishing Company, Boston 1985; s. 546-559.
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9. Przykladowe obliczenia w systemie MATHCAD.

Obliczenia wedlug punktu: 4.

i=0.2

¢1|:xj =%l - %)
iy () = gxqalr:xj

P00 = 1400 $500 ¢ |

1,]
0

1
2,..T .
Fi:=J‘ \2n i) -Sm':ﬂ-leid}:
o

¥ = §()-c

¢E[x) = xz-(l - %

) = S

1
A, -:=j [t + o400 40

L1=0,001.1

Py = x3-|:1 - %)
o) = a0
e
G = (D () by |
Naad 0331 0.194
&= 0331 0227 0159

0194 0153 0125

2.54a
F= [1.2?3}
0.724
3113
C= { 3536 ]
—-3.536

yduk(xj = sin(ﬂ:::j
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Funkcje bazowe

025

0.2

bl 15
IRy

tol )
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Obliczenia wedlug punktu: 5.

i=0.2 L=0,001..1
X—Xp 1
= | i <y - = -
¢s|x,xp,:{kl. " fxp_x_xk 2l:xck xpl
E-I:{k—xpl
o 1
" ika_a'xk_xp'ixi:xk
E'I:{k—xpl
0 otherwise
. 1 . Cue 1
|:1¢S|x,xp,xkl = 1— fxp_x_xk—ilxk—xpl
E'I}{k—xpl
-1 if = llx | Zx%x
1 i 7 k Xp ==
E-I:{k—xpl
0 otherwise

by = hg(x,0,0.5)
diy () = dh(x,0,0.5)
P = gy ol de(3

1,]
1]

1
F. = J 202400 T -sinl %) !
0

yE) = 4x)c

ba(x) = $,(x,0.25,0.75)

dfo(x) = dho(x,0.25,075)

1
A, .;=J [' (TG + ﬂz-dpljij-dJ(lei’de

Ba() = dg(x.0.5,1)
dia () = dh(x,0.5,1)

M0 = Ay (0 dip(0 s |

Qady 3389 0
&= -3580 Pads 3589
0 3389 0445

3314
F = | 4626
3314

0725
c=| 1026
0725

Ydoil® = sin(*n-x)
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Funkcje bazowe
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Obliczenia wedlug punktu: 6.

i=0.4 j=0.4 =0,001.1
1 3
s(t) —t3+—t2+3t+2 if -2=2t=-1 dat, k) =
_—3t3—2t2+1 if -1=t=0
4 2
3 3
—t3——t2+1 fo=st=1
4 2
_—1t3+Et2—3t+2 if 12t£2
4 2
0 otherwise
1 1
-1 1 x+ 1
+ +
b = |s 1ﬂ — 4 T i i=0
ntl ntl
1 1
-1 1 X+ T
+
a i _a - f£iz1
1 1
n+l n+l
1 i 1
-1 =+ 3
n+1 n+1 .
g -5 if i=n
1 1
n+l L n+1
1 1
x—1i " x-(n+ "
+ +
. 1n — 45 = fizn+l
ntl ntl
1
-1 1
+
g + othetraise
ntl

h=02425

1
K
1 -
K
1
K
1 -
K
0

n=73

2

1
2—£3t if -1£t=10

1
2—£3t if 0st=1

2

hlw =1 e h|@ =l

otherwrise

+ 3t+£3 if -2=t=-1

+13t—l-3 if 12122
k k
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1 1
X—-1 1 b 1
+ +
dh(xk,n) = [ds 1n k| -ads] — 2T k| Fi=0
n+l n+l
1 1
Xx—1 1 x4+ 1
+ +
ds BT k| -ds DT k| =1
1 1
n+l n+l
1 [ 1
-1 " -+ ) "
+ +
ds BT k|- ds BT k| fi=n
1 1
ntl | ntl
1 1
-1 " =+ ) "
+ +
ds 1n k|- ads B k| Fizn+t
n+l n+l
1
X—-1 1
+
da ln k| otherwise
n+l

¢|:|[:x:| = ¢'5Ex=ﬂ=|:|j ¢I1[::{j = ¢5I~:x=ﬂ=1:]
dq:D[xj = dq:S(x,h,n,Dj
P00 = 14l $100 §900 4300 dalx) |
1

A = J’
1]

2
o | e + e a0 o

¥ = 4()-¢

¢2I:X:] = ¢'s(xrﬂ=

$3020 = pol.n, b40%0) = g lx.n,

d¢]_|:x:] = d¢ls[::{,h,ﬂ,1:] dlil}zlix:l = d'q]s[:x:hrnrzj d%(x:' = dElJSI::{,h,ﬂ,II d¢4I:X:] = d‘¢5|:xrhrnr

A0 = | g0 A0 gl dis(0 diy |

6546 4076 -1372 -0074 0
4076 10329 0261 -1668 -0.074
A=|-1372 0261 8661 0261 -1372
-0074 -1662 0261 10329 4076
0 -0074 -1372 4076 6.546
1.08
472
F=|6475
472
1.08
6016 % 107 7
0.522
c= 0.739
0.522
6016 % 107 7

dek(x:' = si.n(ﬂ-x:l
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Funkcje bazowe
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