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Przykład  rozwiązania  problemu  brzegowego  metodą  Rayleigha‐Ritza  dla  różnych  typów 
aproksymacji rozwiązania. 

 

 

1. Sformułowanie zadania. 

Dany jest problem brzegowy: 

  );1,0();sin(2)()( 22
2

2

∈=+− xxxyxy
dy
d πππ   (1) 

z jednorodnymi podstawowymi warunkami brzegowymi: 

  ;0)1(;0)0( == yy   (2) 

 

 

2. Sformułowanie funkcjonału w przestrzeni energii. 

Budujemy funkcjonał: 

  ;)sin(2)''(
2
1][

1

0

1

0

22∫ ∫−+−= dxxydxyyyyJ πππ   (3a) 

lub 

  ;)sin(2
2
1''

2
1][

1

0

1

0

2
1

0

2∫ ∫∫ −+−= dxxydxyydxyyyJ πππ   (3b) 

Rozwiązania będziemy  szukać w przestrzeni energii  AH , zatem  funkcjonał  (3)  całkujemy przez 
części: 

  ;)sin(2
2
1''

2
1'

2
1][

1

0

1

0

2
1

0

21

0 ∫ ∫∫ −++−= dxxydxyydxyyyyyJ πππ   (4) 

Uwzględniając warunki brzegowe otrzymamy: 

  ;)sin(2
2
1''

2
1][

1

0

1

0

1

0

22∫ ∫ ∫−+= dxxydxyydxyyyJ πππ   (5) 

 

 

3. Aproksymacja i budowa macierzowego układu równań. 

Przyjmujemy funkcje bazowe spełniające jednorodne podstawowe warunki brzegowe i zakładamy 
rozwiązanie w postaci: 

  );(')(')(');()()( TTTT xxxyxxxy ΦccΦΦccΦ ====   (6) 
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Wstawiamy aproksymację (6) do funkcjonału (5), otrzymując: 

  ;)sin(2
2
1'

2
1][

1

0

1

0

TT2
1

0

TT2TT∫ ∫∫ −+= dxxdxdxJ πππ ΦccΦΦccΦΦcc   (7a) 

lub po uporządkowaniu: 

  ;)sin(2''
2
1][

1

0

T2T
1

0

T2
1

0

TT

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+= ∫∫∫ dxxdxdxJ πππ ΦccΦΦΦΦcc   (7b) 

Z warunku minimalizacji funkcjonału: 

  ;][ 0
c
c
=

∂
∂J

  (8) 

otrzymamy: 

  ;)sin(2''][ 1

0

T2
1

0

T2
1

0

T

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=
∂

∂
∫∫∫ dxxdxdxJ πππ ΦcΦΦΦΦ

c
c

  (9) 

co prowadzi do układu równań w formie: 

  ;)sin(2''
1

0

T2
1

0

T2
1

0

T 0ΦcΦΦΦΦ =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ ∫∫∫ dxxdxdx πππ   (10) 

Przyjmujemy oznaczenia dla macierzy i wektora: 

  ;)sin(2;''
1

0

T2
1

0

T2
1

0

T ∫∫∫ =+= dxxdxdx πππ ΦFΦΦΦΦA   (11) 

Ostatecznie otrzymujemy układ równań w postaci macierzowej: 

  FcA =⋅   (12) 

 

 

4. Aproksymacja funkcjami ciągłymi. 

Z  postaci  funkcjonału  (5) wynika,  że  funkcje  bazowe  powinny  być  co  najmniej  klasy  [ ]1,01
0C . 

Przyjmujemy funkcje bazowe w postaci: 

  );1()();1()();1()( 3
2

2
10 xxxxxxxxx −⋅=−⋅=−⋅= φφφ   (13) 

Należy zauważyć, że funkcje bazowe spełniają obydwa podstawowe warunki brzegowe i są ciągłe 
w całym obszarze rozwiązania (rys. 1). 

Z zależności (12) otrzymamy układ równań: 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

724,0
273,1
546,2

125,0159,0194,0
159,0227,0331,0
194,0331,0662,0

2

1

0

c
c
c

  (14) 

którego rozwiązanie ma postać: 

  ;-3,536;3,536;3,113 210 === ccc   (15) 
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  Rys. 1. Funkcje bazowe (13). 

 

Rozwiązanie przybliżone problemu (1) ma formę: 

  ;)(13,536-)(13,536)(13,113)()( 32 xxxxxxxxy −⋅−⋅⋅+−⋅⋅== cΦ   (16) 

Rozwiązanie (16) pokazano na rys. 5. 

 

 

5. Aproksymacja liniowymi funkcjami sklejanymi. 

Przyjęto odcinkowo liniowe funkcje, zlokalizowane (daszkowe), klasy  1
0C  w przedziale  [ ]11, +− ii xx . 

Funkcje bazowe możemy opisać zależnością: 

 

⎪
⎪
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⎩

⎪
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⎪

⎨
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;0;0

)(

1

1
1

1
1

1

1

xx

xxx
h

xx

xxx
h

xx
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x

i

ii
i

i

ii
i

i

i

iφ   (17) 

gdzie  ni ,...,1,0=  i  iii xxh −= +1 . Funkcje bazowe dla  3,2,1=i  pokazano na rys. 2. 

Z zależności (12) otrzymamy układ równań: 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡
=

⎥
⎥
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⎦

⎤
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⎢

⎣
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⎥
⎥
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⎦
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⎢
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⎡

−
−−

−
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2

1

0

c
c
c

  (18) 
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  Rys. 2. Funkcje bazowe (17). 

 

którego rozwiązanie ma postać: 

  ;0,725;,0261;0,725 210 === ccc   (19) 

Otrzymane przybliżenie problemu (1) jest określone w czterech podprzedziałach i ma formę: 

 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤<
−

⋅
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−

⋅+
−

⋅

≤<
−

⋅+
−

⋅

≤≤⋅

=

;175,0;
25,0

1725,0

;75,05,0;
25,0

5,0725,0
25,0

75,0026,1

;5,025,0;
25,0

25,0026,1
25,0

5,0725,0

;25,00;
25,0

725,0

)(

xx

xxx

xxx

xx

xy   (20) 

Rozwiązanie  (19)  pokazano  na  rys.  5.  Jest  ono  równoważne  rozwiązaniu  skończenie 
elementowemu z wykorzystaniem dwuwęzłowego elementu skończonego o długości 0,25. 

 

 

6. Aproksymacja sześciennymi funkcjami sklejanymi. 

Sześcienna  funkcja  sklejana  B‐spline  (Bell‐shaped  spline)  jest  pokazana  na  rys.  3  (krzywa 
przerywana) i wyraża się zależnościami: 
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤<+−+−

≤<+−

≤<−+−−

−≤<−+++

−≤

=

;20

;21;23
2
3

4
1

;10;1
2
3

4
3

;01;1
2
3

4
3

;12;23
2
3

4
1

;20

)(

23

23

23

23

t

tttt

ttt

ttt

tttt

t

ts   (21) 
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  Rys. 3. Budowa sześciennej funkcji sklejanej. 

 

Należy podkreślić, że powyższe wzory otrzymano wykorzystując następujące warunki brzegowe: 

a) )(ts  jest wielomianem sześciennym sklejonym, określonym przez kolejne wielomiany 
)(tsi w przedziale  [ ]1, +ii tt  dla  3,2,1,0=i ; 

b) )()( ii tfts =  dla  4,2,0=i ; 

c) )()( 111 +++ = iiii tsts  dla  2,1,0=i ; 

d) )(')(' 111 +++ = iiii tsts  dla  2,1,0=i ; 

e) )('')('' 111 +++ = iiii tsts  dla  2,1,0=i ; 
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f) 0)('')('' 40 == tsts , tzw. „swobodny” koniec; 

g) 0)(')(' 40 == tsts , tzw. „utwierdzony” koniec; 

Funkcje kształtu, utworzone z funkcji B‐spline, są obliczane ze wzorów: 
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⎪
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⎪
⎪
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=⎟
⎠
⎞

⎜
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⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
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)(

1

1

0
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h

hnxs
h
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s
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h

hnxs
h
xx

s

ni
h

xx
s

i
h

hxs
h

xxs

i
h

hxs
h
xx

s

x

n

n

i
iφ   (22) 

gdzie  n  jest dodatnią stała i 
1

1
+

=
n

h  oraz  hixi ⋅= . 

Funkcje kształtu (dla  3=n ) mają postać jak na rys. 4. 

Z zależności (12) otrzymamy układ równań: 
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  (23) 

którego rozwiązanie ma postać: 

  ;0;0,522;0,739;0,522;0 43210 ===== ccccc   (24) 

co prowadzi do rozwiązania końcowego w formie: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤⋅+⋅
≤≤⋅+⋅+⋅
≤≤⋅+⋅+⋅

≤≤⋅+⋅

=
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)(
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xxx
xxxx
xxxx

xxx

xy

φφ
φφφ
φφφ

φφ

  (25) 

gdzie funkcje bazowe  )(xiφ  należy obliczać z zależności (22) z uwzględnieniem (21). Rozwiązanie 
(25) pokazano na rys. 5. 
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  Rys. 4. Funkcje bazowe B‐splines (22). 

 

 

7. Porównanie otrzymanych rozwiązań przybliżonych. 

Na rys. 5 porównano wszystkie rozwiązania przybliżone z rozwiązaniem dokładnym: 

  )sin()( xxy π=   (26) 
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  Rys. 5. Porównanie otrzymanych rozwiązań przybliżonych. 

 

 

8. Literatura. 

[1]  Richard L. Burden, J. Douglas Faires; Numerical Analysis, Third Edition; 

  PWS‐KENT Publishing Company, Boston 1985; s. 546‐559. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Strona 10 

9. Przykładowe obliczenia w systemie MATHCAD. 

 

Obliczenia według punktu: 4. 
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Obliczenia według punktu: 5. 
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Obliczenia według punktu: 6. 
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