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Zadanie 1. Rozwiaz ponizszy uklad réwnan

T1+ 20+ 324 =4

201+ 20 —x3+ 24 =1
3r1 — 22 —x3 + 224 = —3
—x1+ 220+ 323 —x4 =4

metoda eliminacji Gaussa.
Odpowiedz:

e triangulacja do postaci gérnotrékatne;:

1 1 0 3:4 1 1 0 3: 4 1 1 0 3: 4
2 1 -1 1:1 0 -1 -1 -5:-7 0 -1 -1 -5:-7
- :> - :> -
3 -1 -1 2:-3 0 -4 -1 -7:-15 0 0 3 13:13
-1 2 3 -1:4 0 3 3 2:8 0 0 0 -13:13
e rozwigzywanie uktadu réwnan o postaci gérnotrdkatne;j
—13z4 = —13 = x4=1
3x3 4+ 13x4 = 13 = 3z3+13-1=13 —x3=0

Lo —23 =924 =—7 —=>—29—-0—-5-1=-7 —=>x2=2
1+ 20+ 3x4 =4 =1 +2+3-1=4 —x1=-1

Zadanie 2. Qkredlié¢, ktore macierze sa nieosobliwe i obliczy¢ ich odwrotno$é.
(Macierze odwrotne obliczyé metodami Gaussa—Jordana oraz korzystjac z rozktadu A = LU)

4 2 6 1 2 0 4.0 00
6 7 00

3 0 7 2 1 -1

-2 -1 -3 3 1 1 9 11 10
5 4 1 1

Zadanie 3. Rozlozyé dang macierz A do postaci LL”. Korzystajac z macierzy po rozkta-
dzie rozwiagzaé uklad réwnan, gdzie B jest wektorem prawych stron A xx = B.

4 2 6 6
6 9 22 15

Zadanie 4. Rozwigz podany uklad réwnaii wykorzystujac rozktad LL7T metoda
Choleskiego—Banachiewicza:

64 8 16| |= 64
8 37 8| |x2| = [-58
16 8 21| |3 21
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Zadanie 5. Rozwigz podany uklad réwnaii wykorzystujac rozkltad LLT metoda
Choleskiego—Banachiewicza:

4 -2 0 1 14
-2 2 3| |m| =|-11
0 -3 25| |=s 28

Zadanie 6. Rozwiaza¢ uktady réwnan metodami Gaussa i Gaussa-Jordana

4y — 29 +23 =8 r1 + 229 + 423 =11
221 + 522 + 223 = 3 41 —x9 +23 =8
T1 + 2w + 43 =11 2x1 + 522 + 223 = 3
41+ 29 +223 =9 221 + 4x9 — 3 = =5
221 + 4x9 — 23 = =5 T1 4+ T2 —3r3 = -9
1+ 29 —3x3 = =9 4dx1 + 29+ 223 =9

Sprawdzi¢ dodatnig okreslono$é macierzy ukladu korzystajac z twierdzenia Silvestera.

Zadanie 7. Rozwiaza¢ uktady réwnan metoda Choleskiego-Banachiwicza (rozktad LLT)

2 1 0 - 3 4 1 -1 0f |21 1
1 3 =1 0] |zo 8
-1 2 -1 To| = | =3 =
A ) 1 -1 5 2| |e| |4
3 0 0 2 4| |24 6
Stosujac dwa rozktady: A = LL” i A = LDL”
Zadanie 8. Sprawdzi¢, czy wielomian H(z) = —2* + 222 jest wielomianem Hermite’a dla
funkeji f(z) = 22e'~%" przy wyborze nastepujacych weztéw: zo = —1, 21 = 0,

o = 1.
Wskazéwka: (€**) = ae®*.

Zadanie 9. Stosujac interpolacje Hermite’a obliczy¢ f(2.5) dla

z | fl@ | fi=2)
2.2 | 0.5208 | -0.001488
2.6 | 0.4813 | -0.1884

Zadanie 10. Dla funkcji f(z) = 3ze® — €2* obliczyé f(1.03) za pomoca wzoru interpola-
cyjnego Hermite’a stopnia 3, przyjmujac punkty wezlowe o = 11 z; = 1.05.
Oszacowad blad interpolacji.




Przykladowe zadania - ZIM : listopad 2002 3

Zadanie 11. Wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Hermite’a oraz policzy¢ sin(0.34) dla da-
nych

z | sin(z) | cos(z)
0.30 | 0.2955 | 0.9553
0.32 | 0.3146 | 0.9492
0.35 | 0.3429 | 0.9394

Oszacowa¢é blad interpolacji.

Zadanie 12. Na podstawie danej tablicy pomiaréw predkosci ruszajacego samochodu:

i 0] 1 2 3
(] 0] 5 [10] 15
V(t)m/s] | 0| 3.5 | 12| 285

a) wyznacz postaé funkcji predkosci stosujac odpowiednie wielomiany bazowe Lagrange’a.

b) Ile wynosi predkos¢ dlat =8 s 7

Zadanie 13. Obliczy¢ warto$¢ v/1.17 majac dana tablice:
x | 11 | 115 | 1.2
vz | 1.0488 | 1.0724 | 1.0954

1 stosujac
a) interpolacje liniowa,
b) interpolacje Lagrange’a, z wykorzystaniem wszystkich wezléw

Zadanie 14. Znalez¢ wielomian interpolacyjny, ktéry w punktach -2, 1, 2, 4 przyjmuje war-
toSci odpowiednio 3, 1, -3, 8.

Zadanie 15. Znalez¢ wielomian Lagrange’a L3(z) dla funkgji o stabelaryzowanych rzednych
i narysowa¢ jego schematyczny wykres.

i|0(1]2]3
x|0]1(2|3
y|0|1]4]1

Zadanie 16. Wyznaczy¢ wielomiany interpolacyjne Lagrange’a stopnia 1, 2, 3 i 4 i obliczy¢
£(2.5) jesli:

£(2) =0.5104
£(2:2) = 0.5208
£(2.4) = 0.5104
£(2.6) = 0.4813
£(2.8) = 0.4359

Zadanie 17. Dla danych:

£(1.00) = 0.1924  f(1.05) = 0.2414

£(1.10) = 0.2933  f(1.15) = 0.3492
wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a stopnia 3 dla obliczenia f(1.09). Interpolo-
wang funkcja jest f(z) = log,o tan(x). Oszacowaé blad interpolacji.
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Zadanie 18. Znalez¢ wielomian Lagrange’a L3 (z) dla stabelaryzowanej funkcji i narysowaé
jego wykres.

Odpowiedz:
_ (3= 20)(@ = 25)(w — 15)
L?(l’) - (-’Iz'l — xo)(-’ﬂl - :I,'g)(.’L'l —.’11'3)
L) = @FDE-D@@=2)

4

Zadanie 19. Korzystajac z weztéw xg = 2, 1 = 2.5, 9 = 4 znalez¢ wielomian interpolacyj-
ny dla funxcji f(z) =1/=x.

Odpowiedz:
Lo(z) (é - ;g;g - j)) =22 —6.50+10 ,
_ (z=2)(z—-4) 1 9
Li(z) = 55-9)25-4) g(—4x + 24z — 32) ,
Ly(x) = (z=2)(w=25) _ ~(2* —4.52+5) .

f(z1) =
flz2) =f(4) =025,
dostajemy
2
P(z) = Z f(zr)Li(z)
k=0
=0.5(z® — 6.5z + 10) + %(—4952 + 242 — 32)

2
+ %(ﬁ — 4.5z +5)

=0.0522 — 0.425z + 1.15

Zadanie 20. Dla danych:
£(1.0) = 1.00000  f(1.2) = 1.55271 f(1.4) = 2.61170
f(1.1) =1.23368  f(1.3) = 1.99327
wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a stopnia 4 dla obliczenia f(1.25). Interpolo-

wang funkcjg jest f(x) = e*"~1. Oszacowaé blad interpolacii.
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Zadanie 21. Stosujac interpolacje Hermite’a obliczy¢ £(1.25) dla
| f@) | f@)

1.1 | 0.4860 | 2.910

1.3 | 0.8616 | 4.918

Odpowiedz:

1. | sposéb z wykorzystaniem wzoréw wyprowadzonych na wykfadzie:

Transformacja : t — &
z—1.1 rz—1.1

¢= 1.3—-11" 02
1=13-11=02
Hyi(€) =1-3¢+2¢6°
Hy(€) = 1(& — 26 + &)
Hs(&) =362 — 283
Hy(6) =1(-€+&°)

oz =1.25) = (& = $2=L1 = 0.75)
(& =0.75) = H (€ = 0.75) - 0.4860 + H (£ = 0.75) - 2.9100 + H3 (¢ = 0.75) - 0.8616 +

Hy(€ = 0.75) - 4.918 = 0.6919

2. 1l sposéb

o(r) = ag + a1z + asx? + azx?®

' (z) = a1 + 2asx + 3azx?

o(z = 1.1) = 0.4860 = ao + a1 1.1 + as(1.1)% + ag(1.1)3
¢ (z =1.1) =2.910 = a1 + 2a,1.1 + 3az(1.1)?

o(r =1.3) =0.8616 = ap + a11.3 + a2(1.3)2 4+ a3(1.3)3
¢'(x =1.3) = 4.918 = a1 + 2a31.3 + 3a3(1.3)?

Posta¢ macierzowa powyzszego uktadu réwnan:

1 1.1 1.12 1.13 ao 0.4860
0 1 2-1.1 3-1.12 ap | _ | 2910
1 1.3 1.3 1.33 ay | | 0.8616
0 1 2-13 3-1.32 as 4.918

Rozwigzanie powyzszego uktadu réwnan:

ap = —169.09, a; = 428.59, ay = —361.46, as = 101.80
Stad: p(z) = —169.09 + 428.59z — 361.4622 + 101.802°
a p(1.25) = 0.69188
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Zadanie 22. Dana jest funkcja o stabelaryzowanych rzednych:

i 0 1 2 3

x| —m/6 /6 | 7/2

vyl 1 [8]3]1
Znalez¢ réwnanie krzywej najlepiej aproksymujacej dang funkcje w sensie najmniejszych kwa-
dratéw. Jako funkcje bazowe przyjaé: ©g = 1, ©1 = sin(x). Znalezé warto§¢ w punkcie
xo = /4.

Odpowiedz:
Funkcja aproksymujaca:

p(x) = ag + a1 sin(z) .
Btad:

3

e=> [p(@) - i’ =

=0

1 1
=(ao — a1 — 1)* + (a0 + 8)* + (a0 + 50+ 3)* + (ao + a1 — 1)

0 .
Z warunkéw 6—6 =0, 7 =0,1 dostajemy

a;
8 2 aop| _ —18
2 3 al - 2
Po rozwigzaniu powyzszego uktadu ap = =5, a; = 1.

Funkcja aproksymujaca ¢(z) = —2 + sin(z),
o(r/4) = (-2 + V2) = —1.79289

Odpowiedz: ¢(z) = —2 + sin(z),
o(r/4) = (-2 +V2) ~ —1.79289

Zadanie 23. Dana jest funkcja o stabelaryzowanych rzednych:

x| -n/6]0|n/6]|n/2
y[ 1 ]-2

a) Znalez¢ réwnanie krzywej najlepiej aproksymujacej dana funkcje w sensie najmniejszych
kwadratéw.
Jako funkcje bazowe przyjac¢ : &g = 1, 1 = sinz.
Podaé¢ warto$é¢ w punkcie xg = /4.

b) Obliczyé wartos$é funkeji w punkcie zg = /4 korzystajac z interpolacji odcinkowo linio-
wej.

c) Obliczy¢ blad wzgledny rozwiazania dla obu przypadkéw wiedzac, ze wynik Scisty wynosi
flzo =m/4) = =11/4.
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Zadanie 24. Dana jest funkcja o stabelaryzowanych rzednych. Znalezé réwnanie krzywej naj-
lepiej aproksymujacej dang funkcje w sensie najmniejszych kwadratéw. Przyjaé
funkcje bazowe

Py (z) = — ®y(x) = cos(x)

Obliczy¢ wartosé funkeji aproksymujacej w punkcie zo = 7 /4.

i 0 1 2 3
x| —nw/2 | —n/3 |73 | 7/2
y -3 -10 20 3

Odpowiedz:
Funkcja aproksymujaca:
(@) = A1B(z) + ArB(2)

Korzystajac z definicji btedu aproksymacji

=0
i warunkdéw najlepszej aproksymacji
Oe 0
0A;
0
i
0A,

dostajemy uktad réwnan na wspétczynniki A, i Ay postaci

DDA =DTy
gdzie:
®1(z0) P2(x0) Yo
®1(21) Pa(w1) Ay (1
D = A = =
‘1>1($2) ‘I>2($2) A v Y2
Oy (x3) Po(x3) Y3

Po wymnozeniu i rozwigzaniu ponizszego uktadu

o =[5

otrzymujemy A;=6 i A>=10. Wartoé¢ funkcji aproksymujacej w punkcie 7

™

w(g) = 61(7) + 10<1>2(£) =45+5/2
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Zadanie 25. Dana jest funkcja o stabelaryzowanych rzednych. Znalez¢ wielomian stopnia
pierwszego najlepiej aproksymujacy dang funkcje w sensie najmniejszych kwa-
dratéw. Obliczyé wartoéé wielomianu aproksymujcego w punkcie x¢g = 0.5.

Zadanie 26. Obliczy¢ metoda najmniejszych kwadratéw wielomiany aproksymacyjne stop-
nia 1, 2, 3 i 4 dla danych:

(D Yi

0 | 0.00 | 1.000
1] 0.15 | 1.004
21031 1.031
31050 | 1.117
41060 | 1.223
5| 0.70 | 1.422

Ktéry wielomian daje najlepsza aproksymacje?
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Zadanie 27. Rozwiazaé problem ptaskiego stanu naprezenia za pomoca MES. Obliczy¢ prze-
mieszczenia, odksztalcenia i naprezenia.

q= 10%
t=02m
— EN
. E = 20000£Y
v=03
4m ‘ im
Zadanie 28. Dla podanej tarczy:
m .
- 4 3
h =0.2m
1.5m e? L 400
‘ D'=D2=10°| 40 1 0 | (kN/m?)
| 9 0 0 80
5 Q={00abcd0000}(m)
1m () et a,b,c,d — dane
£ 1 x
1 2m |
Obliczyé:

1. Wektor prawej strony F,
2. Wektor naprezenia dla elementu 2,
3. Rozpisaé¢ na oznaczeniach ogdlnych postaé globalnej macierzy sztywnoSci

Funkcje ksztaltu dla elementu czterowezlowego maja postac:

4 3
T O O
Nf = %(156 —22)(y — ya)
N3 = —z(x —21)(y —y3)
2b N§ = 2(x — 24)(y — ¥2)
N§=—4(z—23)(y—w)
A =4ab
yr Log )
1 2a 2
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Zadanie 29. Rozwiazaé ponizsze uktady kratowe za pomoca MES

1. a = 5¢m — pionowe przesuniecie podpory
EA=10* kN

dl 50

2. EA=10*kN

-~ - - - - - - - -

Am 30kN/m

3m

Zadanie 30. Rozwiazaé ponizsze belki, ramy za pomoca MES
1. EJ = 1kNm?

12 kN/m

LT
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Zadanie 31. Rozwigzaé ponizsze ramy za pomoca MES

1. EA=10* kN
EJ =1 kNm?

15kN

10kN
ﬂOkNm

177777

6 m 7 4 m
2. a=4cm
E =205 MPa
A=2-10"3m?
J =10%m?
al '/\40 kNm
20kN
4 m
/
2m 5m
3. E =205 MPa
A=2-10"3m?
J =10"%m?
80kN
100kN]|

—

—

—

—
4m| 30kN/m —

—

—

—

—

2m 5m




