Wersja 1.34

ROZWIAZANIE LINIOWEGO PROBLEMU

BRZEGOWEGO DLA ROWNANIA ROZNICZKOWEGO
RZEDU DRUGIEGO METODA LINIOWEGO STRZALU
(ang. linear shooting method)

1 Zamiana problemu brzegowego na dwa proble-
my poczatkowe

Problem z dwoma podstawowymi warunkami brzegowymi

Dany problem brzegowy

y' +p@)y'+q(@)y +r(x) =0  x€la,b

(1)

posiada jednoznaczne rozwigzanie gdy funkcje p(z),q(x) oraz r(x) sa ciagte, oraz
q(x) < 0 w zadanym przedziale. Rozwiazanie to wyznaczymy zamieniajac wyjéciowy
problem brzegowy (1) na dwa problemy poczatkowe

W tym celu wykonamy podstawienie

y(x) = u(z) + cv(x) (2)
otrzymujac
u" + p(z)u’ + q(z)u+ r(z) + c (V" + p(z)v' + q(z)v) =0
co mozna rozdzieli¢ na dwa réwania

u" + p(z)u'+q(z)u+r(x) =0
V" 4+ p(x)v'+q(z)v =0

Wyjsciowe warunki brzegowe przyjmuja postac

y(a) = a =u(a) + cv(a)
y(b) = B =u(b) + cv(b)

Pierwszy warunek jest spelniony jesli przyjmiemy u(a) = aciv(a) = 0. Z drugiego
rownania obliczymy wspotczynnik ¢

B — u(b)

RO ()

y(@) = u(z) +

Z powyzszego wzoru wynika, ze y(x) jest kombinacja liniowa rozwiazan u(x) i v(z)
z modutem (3). Pochodna /(x) w punkcie z = a ma posta¢ y'(a) = u'(a) +
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5= ulb) V(@) () - (o)
v(b) v(b)  y(b) —u(b)
const. Wartosci u(b) i v(b) Scisle zaleza od warunkéw poczatkowych odpowiednio
u'(a) i v'(a) co w rezultacie daje y'(a) = const dla dowolnie przyjetych warunkéw
poczatkowych u'(a) i v'(a) # 0 Na przyktad przyjmiemy u'(a) = 0 oraz v'(a) = 1.
Ostatecznie zamiast rozwiazywaé problem brzegowy (1) rozwiazywaé¢ bedziemy dwa

problemy poczatkowe

v'(a) co po przeksztateceniach prowadzi do zaleznosci

u" + p(z)u'+q(z)u+r(z) =0  z € [a,b]

oraz
V" + p(x)v' +q(z)v = z € [a,b]

v(a) =0

v'(a) =1

Ostatecznie y(z) obliczymy ze wzoru (4).

Problem z podstawowym i naturalnym warunkiem brzegowym

Analogicznie jak poprzednio problem brzegowy
y' +p@)y +ql@)y+r@)=0 =z €lab

yla) =a ‘ y'(a) =a
y'(b) =5 y(b) =5

zamieniamy na dwa problemy poczatkowe

u" +plx)u + glz)u+r(x) =0  x €la,b

u(d) =0 ‘ u(a) =
u'(b) =B u'(a) =
V" 4+ p(z)v + q(x)v =0 z € [a,b]
v(b) =1 v(a) =1
v'(b) =0 v'(a) =0
W tym przypadku rozwiaznie problemu brzegowego (5) ma posta¢
B a—u(a) _ 5—U(b)vx
v =u)+ A0 | o=+ i e ©

2 Numeryczne rozwigzanie problemu poczatko-
wego
Problem poczatkowy rzedu drugiego

Y +p(x)y+q(@)y +r(@) =0 € a,b]
y(a) = A
y'(a) =B
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zamieniamy na uktad dwéch réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego (postaé stan-
dardowa) podstawiajac y; = y oraz y, = ¢/

A
B

Yy, = Fi(y1,y2,2) z war. pocz. yi(a)
vy = Fo(y1,92,x) z war. pocz.  ys(a)

gdzie przyjeto oznaczenia Fi(y1, Yo, x) = yo oraz Fy(y1,y2,x) = —p(x)ys — q()y; —

r(z). Powyzszy uktad réwnan mozna rozwiazaé jedna z metod poznanych w przed-
miocie Metody Numeryczne.

3 Funkcja MATHCADa do rozwiazywania pro-
blemoéw poczatkowych dla réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych

Funkcja rkfixed rozwigzuje problem poczatkowy wykorzystujac metode Runge-Kutty
IV rzedu

W := rkfixed(vg, a,b, N, F)
gdzie

e vy — wektor kolumnowy warunkéw poczatkowych (np' l g D’

e o — poczatek przedziatu;

b — koniec przedziatu;

e N — liczba podziatu przedziatu;

F — wektor z danym uktadem réwnan (np. l

Fy(v1,v9, 1) D

FQ(Ul, V2, 37)

e W — macierz rozwigzania gdzie pierwsza kolumna (W<!>) to wartosci z,
druga wartoéci v; = vy, a trzecia vy = 7/'.

4 Przyktad

Rozwigzemy problem brzegowy

y" —2zy +2’y —2+62° —2* =0 x €0, 3]
y(0) = -2
y(3)=6

Zamieniamy ten problem na dwa problemy poczatkowe:

u" — 2ou' 42’ — 2+ 62> -2t =0 1z €]0,3]
u(3) =0
u'(3) =6
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oraz
v — 2z’ =0 x €0, 3]
v(3)=1
v'(3) =0

By uzy¢ funkcji MATHCADa nalezy zamieni¢ te rownania na uktady réwnan pierw-
szego rzedu:

{ Uy = us z war. pocz.  ui(3)

0
uh = 2zuy — 2%uy + 2 — 62° + * 7 war. pocz.  up(3) =6

oraz
V] = Vg z war. pocz. v1(3) =1
vh = 2zvy — x%v; 7 war. pocz.  v9(3) =0

a nastepnie je rozwiazac.
W zapisie MATHCADa ma to posta¢ (ORIGIN := 1, przy zalozeniu liczby po-
dziatu przedzialu N := 100)

Fu(x,u) := t2
Tl 2 xru —x2 oy +2—-6-x24+x4

Wu := rkfixed ([ g ] ,3,0, 100,Fu>

Fv(x,v) := l V2 ]

2-X-Vy—Xx2-v4
Wv := rkfixed ([ (1) ] ,3,0,100,Fv)

Wykorzystujac teraz wzoér (6); mamy:

T S L UIT GRARC S
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Rozwiazanie doktadne wynosi y(x) = 2 — 2, a poréwnanie wynikéw znajduje si¢ na
Rys.1.
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Rysunek 1: Poréwnanie wynikéw
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