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Równania równowagi ciała odkształcalnego (kontinuum)

Równania równowagi oraz statyczne warunki brzegowe:

LTσ + b̂ = 0 w V , σν = t̂ na S

gdzie:
L – macierz operatorów różniczkowych
σ – tensor/wektor uogólnionych naprężeń
b̂ – wektor sił masowych

ν

V

S

t̂

Słaba forma równań równowagi∫
V
δuT(LTσ + b̂)dV = 0 ∀δu

Zasada prac wirtualnych δWint = δWext :∫
V

(Lδu)Tσ dV =

∫
V
δuTb̂dV +

∫
S
δuTt̂dS

gdzie:
u – wektor uogólnionych przemieszczeń
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Dyskretyzacja MES

Przemieszczeniowa wersja MES:

uh =
nw∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ)qi = Nqe

gdzie: N - funkcje kształtu.
Transformacja węzłowych stopni swobody:

qe = ITe Q

Słaba forma równań równowagi dla układu zdyskretyzowanego:

ne∑
e=1

ITeT
∫
V e
BTσ dV = Fext , B = LN

Stosujemy podejście izoparametryczne i całkowanie numeryczne.
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Kiedy ES są izoparametryczne?

Aproksymacja geometrii:

∀P ∈ Ωe : xP(ξ, η) = N(ξ, η) xe,
gdzie:

xP =

[
xP
yP

]
, xe =



xi
yi
xj
yj
xk
yk
xl
yl


ES jest izoparametryczny jeśli do aproksymacji geometrii i pola
przemieszczeń wykorzystujemy te same węzły i te same funkcje kształtu.

x(ξ, η) = N(ξ, η) xe u(ξ, η) = N(ξ, η) qe
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Liniowa sprężystość
Prawo Hooke’a

Notacja tensorowa: σ = D : ε, σij = Dijklεkl
Notacja macierzowa:

σ = Dε, σ =


σx
σy
σz
τxy
τyz
τzx

, ε =


εx
εy
εz
γxy
γyz
γzx


E

1

σ

ε

Liniowe związki kinematyczne

Notacja tensorowa: ε = 1
2 [∇u+ (∇u)T], εij = 1

2 (ui,j + uj,i )

Notacja macierzowa: ε = Lu

Zatem tensor naprężenia:
σ = Dε = DLu = DLNu = DB ITeQ

Równania równowagi dla układu zdyskretyzowanego
ne∑
e=1

ITeT
∫
V e
BTDBdV ITe Q = Fext , KQ = Fext
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Całkowanie numeryczne ES
Kwadratura Gaussa (2D)

ke =

∫∫
Ae

BTDB h dA =

1∫
−1

1∫
−1

B(ξ, η)TDB(ξ, η) h det J dξdη

≈
n∑
i=1

m∑
j=1

wiwjBT(i,j)DB(i,j) h det J(i,j)

Całkowanie Q4 Q8

pełne (FI)

zredukowane (RI)
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Problem nieliniowy

Fext przykładane w przyrostach
t → t + ∆t
σt+∆t = σt + ∆σ

Poszukiwanie równowagi w chwili t + ∆t:
ne∑
e=1

ITeT
∫
V e
BTσt+∆t dV = Ft+∆t

ext

ne∑
e=1

ITeT
∫
V e
BT∆σ dV = Ft+∆t

ext − Ftint

gdzie: Ftint =
∑ne
e=1 ITeT

∫
V e B

Tσt dV

Linearyzacja lewej strony w chwili czasu t:

∆σ = ∆σ(∆ε(∆u))

Dotąd nie założono nic odnośnie kinematyki,
ani właściwości materiału!
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Źródła nieliniowości

Spowodowane zmianą geometrii ciała (odkształcalnego):

duże odkształcenia (np. guma, formowanie metali),

duże przemieszczenia (np. konstrukcje smukłe, cienkościenne),

kontakt (oddziaływanie stykających się ciał),

obciążenie śledzące (zależne od deformacji ciała).

Spowodowane nieliniowymi związkami konstytutywnymi:

plastyczność (odkształcenia trwałe),

uszkodzenie (degradacja własności sprężystych),

zarysowanie (kontynualna reprezentacja rys).

. . .

Nie obowiązuje zasada superpozycji.
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Nieliniowość geometryczna

Nieliniowość geometryczna

X

u

x

φ(X, t)

V

V0

S

S0

x1, X1

x2, X2

Konfiguracja początkowa i aktualna

Funkcja ruchu: x = φ(X, t)
Wektor przemieszczenia: u(X, t) = x− X
Gradient deformacji (podstawowa miara deformacji): F = ∂φ

∂X = ∇Xx

Tensor odkształcenia Greena (jedna z możliwych miar odkształcenia):

E =
1
2

(FTF− I) =
1
2

[∇Xu+ (∇Xu)T + (∇Xu)T∇Xu]
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Nieliniowość geometryczna

Nieliniowość geometryczna

Nieliniowe związki kinematyczne, np. εx = εLx + εNx = ∂u
∂x + 1

2

(
∂w
∂x

)2

∆σ = ∆σ(∆ε(∆u))

Równania równowagi opisują równowagę ciała zdeformowanego.
Zasadę prac wirtualnych można zapisać w konfiguracji początkowej
lub aktualnej.

Różnym miarom odkształcenia odpowiadają różne miary naprężenia.

Małe odkształcenia: E ≈ ε = 1
2 [∇u+ (∇u)T] < 2%.

Małe przemieszczenia (uogólnione): V ≈ V0 (jeden opis, zasada
zesztywnienia).
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Nieliniowość geometryczna

Nieliniowość geometryczna

Równowaga układu zdyskretyzowanego:

K∆Q = Ft+∆t
ext − Ftint

gdzie styczna macierz sztywności:

K = K0 +Ku +Kσ

K0 - macierz sztywności liniowej

Ku - macierz sztywności przemieszczeniowej
(macierz dyskretnych związków kinematycznych B zależna od
przemieszczeń)

Kσ - macierz sztywności naprężeniowej (zależna od naprężeń
uogólnionych)
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Nieliniowość fizyczna

Nieliniowość fizyczna

K∆Q = Ft+∆t
ext − Ftint

Linearyzacja lewej strony w chwili czasu t:

∆σ = ∆σ(∆ε(∆u))

∆σ =
(
∂σ
∂ε

)t (∂ε
∂u

)t
∆u

D = ∂σ
∂ε , L = ∂ε

∂u

Dyskretyzacja:

∆u = N∆qe

∆qe = ITe∆Q

Liniowe związki geometryczne → macierz dyskretnych związków
kinematycznych B niezależna od przemieszczeń
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Nieliniowość fizyczna

Nieliniowość fizyczna

K∆Q = Ft+∆t
ext − Ftint

Styczna macierz sztywności

K =
ne∑
e=1

ITeT
∫
V e
BTDB dV Ae

Ograniczamy się do nieliniowości fizycznych!

Konieczne poprawki iteracyjne celem osiągnięcia stanu równowagi
w chwili t + ∆t → algorytm Newtona-Raphsona
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Nieliniowość fizyczna

Uplastycznienie materiału

A

CB

przemieszczenie

P

A

+

-
σy

σy

σy

σy

σy

σy

+

- -

+

CB

siła

zakres sprężysty
pelne uplastycznienie

zakres sprężysty

pelne uplastycznienie
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Analiza przyrostowa

u

f

Rzeczywista ścieżka równowagi

Rozwiązanie numeryczne

Przyrost obciążenia ∆f

Jak poprawić rozwiązanie w kolejnych przyrostach?
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Schemat metody przyrostowo-iteracyjnej

Konieczne poprawki iteracyjne celem osiągnięcia stanu równowagi
w chwili t + ∆t → algorytm Newtona-Raphsona

Siły niezrównoważone (residualne): Rj = ft+∆t
ext − ft+∆t

int,j → 0

f

R1

fint,1

uut+∆tut

f text

f t+∆t
ext

∆u1 du2

∆fext

K∆Q = ft+∆t
ext − ftint

K - operator styczny

Pierwsza iteracja:
∆Q1 = K−1

0 (ft+∆t
ext − fint,0)

σ1 → fint,1 6= ft+∆t
ext

Poprawki:
dQj = K−1

j−1 (ft+∆t
ext −ft+∆t

int,j−1)

σj → fint,j
Kryterium zbieżności:
‖ft+∆t
ext −f

t+∆t
int,j ‖

‖∆fext‖ ≤ δ
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Schemat metody przyrostowo-iteracyjnej
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Schemat metody przyrostowo-iteracyjnej
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Schemat metody przyrostowo-iteracyjnej

Konieczne poprawki iteracyjne celem osiągnięcia stanu równowagi
w chwili t + ∆t → algorytm Newtona-Raphsona

Siły niezrównoważone (residualne): Rj = ft+∆t
ext − ft+∆t

int,j → 0

f

R1

fint,1

uut+∆tut

f text

f t+∆t
ext

∆u1 du2

∆fext

K∆Q = ft+∆t
ext − ftint

K - operator styczny

Pierwsza iteracja:
∆Q1 = K−1

0 (ft+∆t
ext − fint,0)

σ1 → fint,1 6= ft+∆t
ext

Poprawki:
dQj = K−1

j−1 (ft+∆t
ext −ft+∆t

int,j−1)

σj → fint,j
Kryterium zbieżności:
‖ft+∆t
ext −f

t+∆t
int,j ‖

‖∆fext‖ ≤ δ

Algorytm zmodyfikowany:
Kj = K0
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Algorytm Newtona-Raphsona
Możliwe schematy iteracji

u

f

u

f

Algorytm standardowy Algorytm zmodyfikowany

Kj Kj = K0

zmieniane w każdej iteracji generowane na początku przyrostu
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Sposoby przykładania przyrostów

Sterowanie siłą lub przemieszczeniem

Sterowanie parametrem łuku
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