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Tematyka zajec
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Zrédta:

B

Computational methods in nonlinear solid mechanics.

[

TNO Building and Construction Research, Delft, 1999.
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Réwnania réwnowagi ciata odksztatcalnego (kontinuum)

Réwnania réwnowagi oraz statyczne warunki brzegowe:
LYo +b=0wV, ov=tna$

gdzie:

L — macierz operatoréw rézniczkowych

o — tensor/wektor uogdlnionych naprezen
b — wektor sit masowych

Staba forma réwnan réwnowagi

/ suT(LTe +b)dV =0 Vou
v

Zasada prac wirtualnych 0 Wip: = 0 Weys:

/(L5u)Tadvz/ 5uTde+/5quds
. 14 % S
gdzie:

u — wektor uogdlnionych przemieszczen
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Dyskretyzacja MES
Przemieszczeniowa wersja MES:
Ny
uh = Z Ni(fﬂ)a C)ql = qu
i=1
gdzie: N - funkcje ksztattu.
Transformacja weztowych stopni swobody:
qe —Tre Q

Staba forma réwnan réwnowagi dla uktadu zdyskretyzowanego:

Ne

ZweT/ B'0dV =F., B=LN

e=1

Stosujemy podejscie izoparametryczne i catkowanie numeryczne.
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Kiedy ES s3 izoparametryczne?

Aproksymacja geometrii:

y VP eQ°: xp(&n) :_N(f,_n) x¢,

/ gdzie: X

Xk Yi
------------- k ¢

I
I

- X, :
| Xp = P , Xx°= Yj
: Xk
1

yp j Y
1 : X X
i

ES jest izoparametryczny jesli do aproksymacji geometrii i pola
przemieszczen wykorzystujemy te same wezty i te same funkcje ksztattu.

x(§,m) =N(&n)x*  u(&n) =N(n)q°

PODSTAWY KOMPUTEROWEJ MECHANIKI MATERIALOW ROZWIAZANIE PROBLEMU NIELINIOWEGO



Dyskretyzacja MES Zagadnienia nieliniowe Analiza przyrostowo-iteracyjna
[e]e]e] o} 00000000 0000000

Liniowa sprezysto$¢
Prawo Hooke'a o

Notacja tensorowa: o = D : €, oj; = Djjen

Notacja macierzowa: Ix € £
Ty €y
_ _ Oz — €z 1
o =De o= B I
Tye Yz
Tax Yax €

Liniowe zwigzki kinematyczne
Notacja tensorowa: € = 2[Vu + (Vu)T], ;= L(u;j + u;;)
Notacja macierzowa: € = Lu

Zatem tensor naprezenia:
o = De = DLu = DLNu = DBT*Q

Réwnania réwnowagi dla uktadu zdyskretyzowanego
Z']I‘GT/ BTDBdV-lre Q = Fext» KQ - Fext

e=1
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Catkowanie numeryczne ES
Kwadratura Gaussa (2D)

1

//BTDBhdA //B &,n)TDB(&,n) h det Jdedn
14
~ Z Z wiw;B(; ;) DBy h detJ; )
i=1 j=1
Catkowanie Q4
petne (FI)
X | X
zredukowane (RI) X
X | X
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Problem nieliniowy

Fex: przyktadane w przyrostach
t — t+ At
0.1.'+At — o.t + AG’
Poszukiwanie réwnowagi w chwili t + At: 5

Ne

Z-lreT/ BTo_t+At dv = Ft-‘rtAt

ex
e=1 ¢

int

Ne
Z'lreT/ B'AcdV = FiiAt — F!
e=1 ¢

gdzie Fi, =37 T [ BTotdV

Linearyzacja lewej strony w chwili czasu t:

Ao = Ao (Ae(Au))

Dotad nie zatozono nic odnosnie kinematyki,
ani wtasciwosci materiatu!
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Zrddta nieliniowosci

Spowodowane zmiang geometrii ciata (odksztatcalnego):

o duze odksztatcenia (np. guma, formowanie metali),

o duze przemieszczenia (np. konstrukcje smukfe, cienkoscienne),

o kontakt (oddziatywanie stykajacych sie ciat),

@ obciazenie $ledzace (zalezne od deformacji ciata).
Spowodowane nieliniowymi zwigzkami konstytutywnymi:

@ plastycznos¢ (odksztatcenia trwate),

uszkodzenie (degradacja wtasnosci sprezystych),

°
@ zarysowanie (kontynualna reprezentacja rys).
(]

N

e obowigzuje zasada superpozycji.
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Nieliniowo$¢ geometryczna

Nieliniowo$¢ geometryczna

X2, Xo o(X, 1)
5 /\I -
u
Vo
X X s

Konfiguracja poczatkowa i aktualna * %

Funkcja ruchu: x = ¢(X, t)

Wektor przemieszczenia: u(X, t) =x — X

Gradient deformacji (podstawowa miara deformacji): F = g—;’z = Vxx

Tensor odksztatcenia Greena (jedna z mozliwych miar odksztatcenia):
1

E
2

1
(FT'F—1) = 5[Vxu+ (Vxu)' + (Vxu) ' Vxu] w5
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Nieliniowo$¢ geometryczna

Nieliniowo$¢ geometryczna

Nieliniowe zwiazki kinematyczne, np. &, = ek + £V

I

S

<

_|_
NI
—
o

<
SN—

N

Ao = Ao (Ae(Au))

(]

Réwnania réwnowagi opisuja réwnowage ciata zdeformowanego.
Zasade prac wirtualnych mozna zapisa¢ w konfiguracji poczatkowe;j
lub aktualne;.

(4]

Réznym miarom odksztatcenia odpowiadajg rézne miary naprezenia.
Mate odksztatcenia: E ~ € = $[Vu + (Vu)T] < 2%.

Mate przemieszczenia (uogdlnione): V =~ V;, (jeden opis, zasada
zesztywnienia).

(]

(]
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Nieliniowo$¢ geometryczna

Nieliniowo$¢ geometryczna

Réwnowaga uktadu zdyskretyzowanego:

KAQ=FLA — F!

ext int

gdzie styczna macierz sztywnosci:
K=Ky +K,+K,

Ko - macierz sztywnosci liniowej

K, - macierz sztywno$ci przemieszczeniowe;j

(macierz dyskretnych zwigzkéw kinematycznych B zalezna od
przemieszczen)

K, - macierz sztywno$ci naprezeniowej (zalezna od naprezen
uogdlnionych)
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Nieliniowos¢ fizyczna

Nieliniowos¢ fizyczna

K AQ = FLA — F;

ext int
Linearyzacja lewej strony w chwili czasu t:
Ao = Ao (Ae(Au))
_ (9a\t (0e\t
Ao = (3%) (55) Au

_ Oo __ Oe
D=25%e L=25%

Dyskretyzacja:
Au = NA¢g°®
Aq® =T°AQ

@

Liniowe zwigzki geometryczne — macierz dyskretnych zwigzkéw
kinematycznych B niezalezna od przemieszczen
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Nieliniowos¢ fizyczna

Nieliniowos¢ fizyczna

K AQ =FLA — F;

ext int

Styczna macierz sztywnosci
K= ZWT/ BTDBdAV A°
e=1 ¢

Ograniczamy sie do nieliniowosci fizycznych!

Konieczne poprawki iteracyjne celem osiagniecia stanu réwnowagi
w chwili t + At — algorytm Newtona-Raphsona
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Nieliniowos¢ fizyczna

Uplastycznienie materiatu

sita
é A B C
| | |
B Oy, Oy, Oy
A P ‘ -

\
| + "
‘ —

przemieszczenie 'y loy loy
) zakres sprezysty
zakres sprezysty

pelne uplastycznienie

Y

pelne uplastycznienie
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Analiza przyrostowa

Przyrost obciazenia Af Rzeczywista Sciezka réwnowagi

Jak poprawié rozwigzanie w kolejnych przyrostach?
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Schemat metody przyrostowo-iteracyjnej

Konieczne poprawki iteracyjne celem osiggniecia stanu réwnowagi
w chwili t + At — algorytm Newtona-Raphsona

Sity niezréwnowazone (residualne): R; = LA _ f,-tn?JA-t —0

f KAQ = fiiA —fj,

Frine K - operator styczny

ext

Pierwsza iteracja:

R AQr = Ky (F5EA — finco)
o1 — fint,l 75 f;t“
Poprawki:
dQ; = K (F2—£520 )

int,j—1
oj = fin,

A fexr

f;'nt,l

o Kryterium zbieznosci:

A A
ext (E3% t—ff;;,jt” <5

| Afext |l

t
u Auy dus
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Schemat metody przyrostowo-iteracyjnej

Konieczne poprawki iteracyjne celem osiggniecia stanu réwnowagi
w chwili t + At — algorytm Newtona-Raphsona

Sity niezréwnowazone (residualne): R; = LA _ f,-tn?JA-t —0

f KAQ = i —fi,

fFriAt K - operator styczny

ext

Pierwsza iteracja:

R AQ: = Ky (F552 — finc )
o1 — finen # F55A¢
Poprawki:
4Q; = K% (R — 218

int,j—1
oj = fin,

A fext

f/'nt.l

o Kryterium zbieznosci:

A A
ext (E3% t—ff;;,jt” <5

| Afext |l

t
u Auy dus
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Schemat metody przyrostowo-iteracyjnej

Konieczne poprawki iteracyjne celem osiggniecia stanu réwnowagi
w chwili t + At — algorytm Newtona-Raphsona

__ pt+At  gt+At
Rj =fe finr,j

Sity niezréwnowazone (residualne): —0

f K AQ = f55 — ff,
fFriAt K - operator styczny

ext

Pierwsza iteracja:

R AQr = Ky (F5EA — finco)
o1 — fint,l 75 f;jt“
Poprawki:
dQ; =K (FLA —f050)

int,j—1

A fext

g — fint,j

f;'nt,l

Kryterium zbieznosci:

A A
ext (E3% t—ff;;,jt” <5

| Afext |l

t
u Auy dus
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Schemat metody przyrostowo-iteracyjnej

Konieczne poprawki iteracyjne celem osiggniecia stanu réwnowagi
w chwili t + At — algorytm Newtona-Raphsona

Sity niezréwnowazone (residualne): R; = LA _ f,-tn?JA-t —0

f KAQ = 2 —
fFriAt K - operator styczny

ext

Pierwsza iteracja:

R AQy = Kyt (FE2T — Finro)

t+At
o1 = finey # o

Ao Poprawki:

dQ; = Kjill (fé”;;At_fﬁ»At )

int,j—1

o — fint,j
f;'nt,l

; Kryterium zbieznosci:
fext Hf;;At—ff,,tﬁt” < 6

| Afext | =
Algorytm zmodyfikowany:

K, =Ko

t
u Auy dus
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Algorytm Newtona-Raphsona

Mozliwe schematy iteracji

f f
Algorytm standardowy Algorytm zmodyfikowany
K; K; =Ky
zmieniane w kazdej iteracji generowane na poczatku przyrostu
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Sposoby przyktadania przyrostéw

Sterowanie sita lub przemieszczeniem

0 foxe
o fext
(S

fig® e tag® tayg®

(a) Load control (b) Displacement contral

Sterowanie parametrem tuku

(a) Snap-through (b) Snap-back
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