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Typy analizy

® 6 6 o o

o

Statyka

Stateczno$¢

Dynamika

Przeptyw ciepta

Analiza nieliniowa: sprezysto-plastyczna, zagadnienie kontaktowe,
itd.

Problemy sprzezone

Inne

Rozrézniamy zadania stacjonarne (niezalezne od czasu) i niestacjonarne
(zalezne od czasu).
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Analiza statyczna

W wyniku analizy statycznej, wyznaczamy statyczne skutki zewnetrznych
oddziatywan na konstrukcje, pracujaca w zakresie sprezystym przy
ograniczeniu sie do analizy matych przemieszczen i odksztatcen.

Przy powyzszych zatozeniach mamy do czynienia z analiza materiatowo
i geometrycznie liniowa, z obowigzujacymi zasadami superpozycji
i zesztywnienia.
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Metody komputerowe

e metoda elementéw skonczonych (MES) (ang. Finite Element
Method)

@ metoda elementéw brzegowych (MEB) (ang. Boundary Element
Method)

@ metoda objetosci skoiiczonych (MOS) (ang. Finite Volume Method)
@ metoda rdznic skonczonych (MRS) (ang. Finite Diference Method)

@ rozszerzona metoda elementéw skonczonych (ang. Extended Finite
Element Method)

@ metody bezsiatkowe (ang. Meshless Method)

@ inne
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Tarcze Ptyty
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MRS (lokalna) a MES

Powtoki Zakoriczenie
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MRS (lokalna) MES
Sformutowanie | Lokalne Globalne (wariacyjne)
problemu brzegowego | Réwnanie rézcznikowe + w.b. | Funkcjonat
Aproksymacja | Wzory réznicowe Interpolacja ES
dla pochodnych — funkcje ksztattu
Catkowanie | Brak Kwadratury Gaussa
Warunki brzegowe | Dodatkowe wzory Modyfikacja
réznicowe uktadu réwnan
Macierz | Zazwyczaj Symetryczna
uktadu réwnan | nie jest symetryczna pasmowa
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Klasyczna MRS - wady i zalety

Zalety:
o Dydaktyczny charakter, tatwos$¢ implementacji
@ Istnienie wersji lokalnej
o tatwa generacja siatki

o Najstarsza metoda komputerowa

Wady:
@ Trudnosci dyskretyzacji przy krzywoliniowym brzegu
@ Nie mozna lokalnie zageszcza¢ siatki

@ Trudna do automatyzacji, nie mozna przeprowadzac adaptacji

Uwaga! Istnieje Bezsiatkowa (Uogdlniona) Metoda Réznic Skofczonych.

oK
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MES - wady i zalety

Zalety:
o Bardzo szerokie pole zastosowan i duza doktadnos¢ rozwigzania
@ Ogromna biblioteka elementéw skonczonych
o Podstawa wielu pakietéw komputerowych

o Najbardziej powszechna metoda komputerowa

Wady:
o Klopotliwa generacja siatki dla obszaréw o skomplikowanej geometrii

@ Problemy przy uwzglednianiu nieliniowosci: geometrycznych, rozwoju
rysy (szczeliny)

o Moze wystapi¢ zjawisko blokady rozwigzania

USTROJE POWIERZCHNIOWE ANALIZA STATYCZNA MES DLA USTROJOW POWIERZNIOWYCH



Algorytm, poréwnanie z MRS Tarcze Ptyty Powtoki Zakonczenie

000000800 0000 0000000 000000000000 00000 OO0

Algorytm liniowej analizy statycznej MES

@ Dyskretyzacja
o wybér elementu skofczonego (ES) z odpowiednimi weztowymi
stopniami swobody (SS)
e podziat obszaru na skonczony zbiér ES i weztdéw z ujeciem ich
wzajemnych relacji
@ Analiza zbioru ES - wyznaczenie dla wszystkich ES
e macierzy sztywnosci liniowej k®
o wektoréw weztowych zastepnikdéw obcigzer elementowych f¢
o transformacja k®, f¢ (z uktadéw lokalnych-elementowych) z uzyciem
macierzy transformacji T¢ w K¢, F® (odnoszacych sie do globalnego
uktadu wspétrzednych)
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Algorytm liniowej analizy statycznej MES

o Analiza catego uktadu
o agregacja macierzy sztywnoséci K i wektora F
o utworzenie wektora zewnetrznych obcigzen weztowych P
e zapisanie uktadu réwnan K Q = F + P + R i jego modyfikacja
wynikajaca z kinematycznych wiezéw podporowych
o obliczenie wektora uogdlnionych przemieszczen weztowych
Q=K ! (F+P)
e wyznaczenie wektora reakcji podporowych R=K Q- F - P
@ Analiza zbioru ES - powrét do elementu
e wyznaczenie uogdlnionych przemieszczen dla kazdego elementu
e wyznaczenie sit przekrojowych (ewentualnie odksztafcen) w weztach
lub punktach wewnetrznych ES (punkty Gaussa)
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Analiza MES za pomoca programéw komputerowych

@ Preprocessing — typ analizy, geomatria modelu, wprowadzanie
danych, wybér ES, generacja siatki obliczeniowej, okreslenie
warunkéw brzegowych

@ Generacja i rozwiazanie ukfadu réwnan (przy uzyciu solvera) —
macierze elementowe, wektory prawej strony, agregacja, rozwigzanie

© Postprocessing — analiza wynikéw tekstowych i zwizualizowanych
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ES tarczowe

Najprostszy ES tarczowy — CST

tréjkatny, 3-weztowy

Liczba stopni swobody wezta: LSSW = 2
Liczba weztéw elementu: LWE =3

Liczba stopni swobody elementu:
LSSE = LSSW x LWE =6

Wektory przemieszczen wezta i elementu:
quw = {UW7 VW}T

Y 90" = {u, vi|uz, valus, vs} T
daw=1,..,LlWE, e=1,..LE

Do aproksymacji obu przemieszczen u i v uzywane sa
biliniowe funkcje ksztattu N;, i =1,2, 3:

U1y = Ny a6 1)

CST - Constant Strain Triangle
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ES tarczowe

ES tarczowy — Q4

prostokatny, 4-weztowy

YN n=2y/b Liczba stopni swobody wezta: LSSW = 2
Jva hvs Liczba weztéw elementu: LWE =4
ug . .
-— = ® ©) —u, Liczba stopni swobody elementu:
LSSE = LSSW x LWE =8
£=2x/a
b X Wektory przemieszczen wezta i elementu:
@ @ quw = {UW7 VW}T
. & q°" = {u1, vi|uo, vo|us, va|ua, va } T
u v fva daw=1,.,IWE, e=1,..LE

Do aproksymacji obu przemieszczen u(§,n) i v(€,n) uzywane sa funkcje
ksztattu N;(&,7),i = 1,2,3,4, biliniowe (liniowe wzgledem dwu
bezwymiarowych unormowanych wspétrzednych &, € [—1,+1]):
u(&,m)@x) = {u(€,n), v(&n)}t = (2x8)q?8nx1) -

u(&,m) = Nyug + Noup + Naus + Naug

V(f,?]) = N1V1 + N2V2 + N3V3 + N4V4

My i \ICCE
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ES tarczowe

Biliniowe funkcje ksztattu

dla ES tarczowego 4-weztowego

M=11-9-n) Na=l1+o1-n)

EMQ L }i L

Ns = 5(1 1 Ny =3(1-9(1
3= (1 + 8 +n) (1 =&)L +mn) -
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ES tarczowe

Bazowy element wzorcowy
dla elementu Q4

Cze$¢ obliczen wykonywana jest na elemencie wzorcowym,
np. wyznaczanie macierzy pochodnych funkgji ksztattu: B = L N.

Yy
/‘__\A n
e an Element
£
ODWZOROWANIE WZOrcowy:

X

{@ @} {@ @}
Ox’ Oy 0§’ on

Macierz Jacobiego - relacja miedzy pochodnymi

9 9 ox Oy
o —J{%(}, gdzie: J=| 95 9F
o by o o -
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Zy
LX
@T’-» 1\1 X
ipyl/Twl
Stopnie swobody w wezle:
Qw = {W7 Px Soya X}W = {W7 aw/ay7 _8W/8X7 82W/8X8y}w

[4x1]
Stopnie swobody w elemencie:

q° =1{91,90,q3,q4} = {wi, o1, 051, xalwa ... | ... ... xa}
[16x1]
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ES dostosowany

Aproksymacja pola ugiecia

Bezwymiarowe wspétrzedne powierzchniowe:

€=2(%) -1, n=2(4) -1

Wielomianowa aproksymacja:

w(&,n) = (o1 + 02€ + as&? + au&®)(B1 + Bon + Ban® + Ban?®) =
G+

GE+ Gn+

Ca&® + Gs&n + ConP+

GE + GEn + Co&® + G+

Ci&n + & + Cusén+

Cral®n? + Gis&%1+

Cie&n°
g . qC =
M 1] ={w(&n)} = o 16]( ) o
:{Nl,le,Nf,Nf,|N2...|...|...N§}'{W1,<pxl,<py1,X1|W2...|...|...X4}T
R
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Powtoki Zakoriczenie
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ES dostosowany

Biszescienne funkcje ksztattu

dla pierwszego wezta elementu ptytowego, 4-weztowego (bazowego)

Ni odpowiadajaca wx1  N; odpowiadajaca ¢y1

N} odpowiadajaca x1
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Ptyta kwadratowa

Ptyta kwadratowa

Y Dane:
@ wymiary ptyty
K 7
/% 7

LX = Ly =30m
o grubos¢ ptyty h=10.12 m

2 )/ 5 @ obcigzenie
p: = q = —14.4 kN/m?
@ modut Younga
4 4 % X E =32.0-10° kPa
@ wspdtczynnik Poissona v =0

Sztywnoé¢ gietna ptyty wynosi D® = 12(’f’l3yz) = 4608 kNm.

LS
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Powtoki
0000 0000e00
Ptyta kwadratowa

Kryterium znakowania — tablice i ROBOT

Momenty i sity poprzeczne

Zakoriczenie
000000000000 00000 OO0

W tablicach inzynierskich i programie ROBOT przyjeto 0§ 0Z skierowana
gbry, co pociagga za sobg oznaczanie dodatnich momentéw zginajach
powodujacych rozciagajace naprezenia na powierzchni goérnej.
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Ptyta kwadratowa

Ptyta kwadratowa — wyniki

Poréwnanie wielkosci charakterystycznych

wry my7 mys mys5 My4

o] | (5] | (e | (<) | [

Tablice inz. || -2.303 | -11.37 | -6.58 -2.19 15.23
Program Siatka

ALGOR 8 x8 -2.316 | -11.27 | -6.53 -2.15 13.20
GRAITEC 8x38 -2.344 | -11.51 | -6.64 -2.31 12.27
ROBOT 8x38 -2.355 | -11.63 | -6.73 -2.30 14.96

ALGOR 32 x 32 -2.344 | -11.39 | -6.59 -2.19 14.75
GRAITEC  32x 32 -2.392 | -11.44 | -6.66 -2.18 14.47
ROBOT  32x 32 -2.394 | -11.50 | -6.67 -2.21 15.19
ROBOT 128 x 128 || -2.410 | -11.47 | -6.68 -2.16 15.29

Mozna analizowa¢ takze momenty w narozu, gdzie spotykaja sie —
swobodna i przegubowo podparta krawedz — sg to momenty gtéwne
my, my (o réznych znakach !): my = —myx =0.0156 - g - Lx - Ly.

Wy i \ICCE
b B
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Ptyta kwadratowa

Ptyta kwadratowa — wyniki

Mapy konturowe my i my

Powtoki Zakoriczenie
000000e 00000000000000000 0O

GRAITEC
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Wybrane aspekty teoretyczne

Klasyfikacja powtok ze wzgledu na smuktos¢

Tarcze Ptyty Powtoki Zakonczenie

0000 0000000 @0000000000000000 00

|) cienkie — stosujemy teorie KIRCHHOFFA-LOVE’A,

[I) umiarkowanie cienkie — stosujemy teorie MINDLINA-REISSNERA,

[I1) grube — obliczamy zagadnienia 3D, np. typowe zagadnienie z
mechaniki rury gruboscienne;j.
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Wybrane aspekty teoretyczne

Tréjparametrowa teoria powtok

KIRCHHOFFA-LOVE’A — powtfoki cienkie

Powfoka cienka

Powtoka jako ustr6j powierzchniowy charakteryzuje sie wartoscia grubosci
duzo mniejsza od promieni gtéwnych krzywizn:

h 1 1

< 5 5
Rmin 20 ~ 30

Hipoteza kinematyczna —

niezalezne kinematyczne pola w powtokach to trzy liniowe
przemieszczenia: u1(&1,&),  w(&1,&),  w(&1,&2), w kierunkach
lokalnej bazy (e1, e, n), wprowadzanej w punkcie powierzchni $rodkowej
powtoki.

Hipoteza statyczna —
w powtokach cienkich naprezenia o, T1,, T2p S3 nieporéwnywalnie
mniejsze od pozostatych naprezen.

Wy i \ICCE
b B
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Wybrane aspekty teoretyczne

Stan membranowy

Tarcze Ptyty

Powtoki Zakoriczenie
0000 0000000

00@00000000000000 00

Stan membranowy — rozkfad naprezen wzdtuz grubosci jest jednorodny.

Stan ten jest w powtokach najkorzystniejszy (optymalny) z punktu
wykorzystania materiatu. Przy spetnieniu pewnych warunkéw podparcia
i obcigzenia moze by¢ on zrealizowany w rzeczywistych konstrukcjach.
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Wybrane aspekty teoretyczne

Zaburzenia stanu membranowego

zrédtami stanu gietnego

@ Szybki wzrost momentéw i sit poprzecznych w kierunku zrédta
@ Szybkie ich zanikanie, gdy nie istnieje w poblizu inne Zrédfo

Stan membranowy i jego zaburzenia

NN O

warunki brzegowe obciqienie konturowe zatomy zmiana grubosci

P\\ [

/”\7

My i \ICCE
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ES powtokowe

Podziat ES powtokowych

o ES oparte na teorii powtok
o ES geometrycznie jednowymiarowe
o ES dwuwymiarowe ptaskie tréj- i czteroweztowe
o ES dwuwymiarowe zakrzywione oparte na teorii powtok cienkich
KIRCHHOFFA-LOVE’A albo na teorii powtok umiarkowanie cienkich
MINDLINA-REISSNERA
o ES tzw. zdegenerowane, oparte na réwnaniach kontinuum 3D,
zmodyfikowanych hipotezami powtokowymi, spéjne z
piecioparametrowa teorig powtok MINDLINA-REISSNERA
o ES brytowe, korzystajace z réwnan kontinuum 3D, opisujace powtoki
grube
Powyzsza klasyfikacja wiaze sie z:
@ liczbg aproksymowanych pél wewnatrz ES,
o liczba i rodzajem stopni swobody wezta,
@ wzorami uzytymi do obliczania energii wewnetrznej oraz sposobem
catkowania po obszarze ES przy liczeniu macierzy sztywnosci &
i wektoréw weztowych obciazen. heap
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ES powtokowe

ES powtokowe 1D

dla powtok obrotowych

Tarcze Ptyty Powtoki Zakonczenie
0000 0000000 O0000@00000000000 OO

Elementy skonczone geometrycznie jednowymiarowe dyskretyzuja
potudnik powtoki os iowo symetrycznej, z zastosowaniem analitycznego

rozwiniecia wszystkich funkcji w szereg trygonometryczny zmiennej
obwodowe;.

u1 u ! |
u&e)=| w | =\ v | =
w w

w(€) cos(jO)

M~

-.
Il
-

v (&) sin(jO)

Il
M-

.
Il
_

M-

w/(€) cos(j©)

T
-.
Il
_

ww i \ICCE
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ES powtokowe

Ptaskie powtokowe ES 2D

o 3 i 4 weztach

Elementy skonczone powtokowe ptaskie z 3 i 4 weztami s3 utworzone w
wyniku superpozycji ES tarczowych i ES ptytowych.

PANSVANIVAN
L TN T LT

W wezle takiego ES, stosujagc model przemieszczeniowy, wystepuja
nastepujace stopnie swobody:

qa; = {U, V}W qz‘r;v = {W>@17(p2}w qw = {qnqm}w = {U7 v, W7<P1,802}w

My i \ICCE
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ES powtokowe

Ptaskie powtokowe ES 2D

dostepne w programie ROBOT

N N

Do dyskretyzacji powtok z zatomami i/lub rozgatezieniami musi by¢
wprowadzony do wezta trzeci rotacyjny stopien swobody ¢, czyli weztowy
szOsty stopien swobody, a zatem:

qw = {Uv vV, W, p1, ©2 | (Pn}w~

Kat ¢, - obrotu wokét normalnej nie moze by¢é pomijany

przy aproksymacji przemieszczen powierzchni Srodkowej, ze wzgledu
na konieczno$¢ transformacji wektoréw obrotéw do uktadu globalnego
(X,Y,2).

My i \ICCE
[EY
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ES powtokowe

Zakrzywione powtokowe ES 2D

oparte na klasycznej tréjparametrowej teorii powtok cienkich

Aproksymacja pola przemieszczen
(3 sktadowe translacyjne):

u(é1, &) = {u1(&1,62), va(61, 62), (51,52)} =
= {u(&, &), v(&, &) w(é, &)} = q°

[3x LSSE] [LSSE x 1].
Wektor SSW:
w = {U, v, W, p1, 802}W lub qw = {U, vV, W, 1, P2 | (pn}w

LSSW =6 LSSW =6
LSSE = 36 | - \T\ LSSE = 48
7 7
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Algorytm, poréwnanie z MRS Tarcze
000000000
Zbiornik walcowy

Zbiornik walcowy

Réwnanie rézniczkowe przemieszczeniowe 4-go rzedu dla osiowo symetrycznego stanu
membranowo-gietnego i jego rozwigzanie

Ptyty Powtoki Zakonczenie
0000 0000000 O00000000e0000000 OO0

w'V (x) +48*w(x) = %[Pn + %(/ pidx + G1)]

gdzie: B = % -v/3(1—v?)

wix) = w(x) + wix) =

catka ogdlna catka szczegdlna

= e PX[By cos(Bx) + Bysin(Bx)] + e [Bscos(fx) + Basin(Bx)] + W(x)

szybko maleje przy wzroscie x

szybko rosnie przy wzroscie x
w(x) — funkcja ugiecia dla stanu bezmomentowego osiowo symetrycznego
w°(x) — funkcja ugiecia opisujaca lokalny stan gietny
o Pojawiaja sie moment m;(x) i sita poprzeczna t1(x).
o Ulegaja modyfikacji przemieszczenie
w(x) i sita réwnoleznikowa np(x). M & CE
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Algorytm, poréwnanie z MRS Tarcze
000000000 0000
Zbiornik walcowy

Zbiornik walcowy

Dane

Geometria, materiat, obcigzenie

("]
*]
]
"]
("]

wysoko$¢ L = H =20.0 m

promien R = 10.0 m

grubo$¢ h=10.12 m

modut Younga E = 15.0 - 10° kPa
wspétczynnik Poissona v = & ~ 0.1667

ciezar wtasny

p1 = —ywh=—24-0.12 = —2.88 kPa
parcie hydrostatyczne

Pn = Yc(L — x) = 10(20 — x) kPa
sztywnos$¢ gietna

m_ __ER®
D" = A7) = = 2221.7 kNm

warunki brzegowe
w(0) =0, w/(0) =0,
ml(L) =0, tl(L) =0

USTROJE POWIERZCHNIOWE

Ptyty Powtoki Zakonczenie
0000000 000000000080 00000 OO0

Powtoka dtuga?

B=11931 A=7T~263m

%
A - dtugos¢ potfali

Czy3- A< L?
~79m<20m= TAK

e B

ANALIZA STATYCZNA MES DLA USTROJOW POWIERZNIOWYCH



Algorytm, poréwnanie z MRS Tarcze
000000000 0000
Zbiornik walcowy

Zbiornik walcowy — stan bezmomentowy

Rozwiazanie analityczne

Ptyty Powtoki Zakonczenie
0000000 O0000000000e00000 OO0

Przemieszczenie normalne w

Funkcja przemieszczenia normalnego:

R
E =w(x) = 5 (1R +vh)(L—x)

003 0r s s
v lem
Sita potudnikowa ny Sita réwnoleznikowa np
M 0
L is
Eu En
s
. 0 W i \ICCE
%0 50 0 W 0 -0 0 R 500 1000 1500 2000 i o
a1 () w2 N &

b B
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Zbiornik walcowy

Zbiornik walcowy — zaburzenie stanu bezmomentowego

Rozwiazanie analityczne

Przemieszczenie normalne w Sita poprzeczna tq Moment potudnikowy my

2 2 20

x[m)
xIm)

\ S m; (0) = —67.65Nm

o 02 o

0 0
306 08 112 220 020 40 60 80 100120140160 270-60-50-40-3020-10 0 10 20
Wi fem] 100 (kN/m] mi(x) (KNm/m]

Sita potudnikowa nj Sita réwnoleznikowa np

2 0

ximl

mp(2) = 1841KN

»
D
A
Ly

0 0
& S0 <0 0 0 o 0 0 S0 1o w0 2000
106 (N 200 [KNfm]
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Zbiornik walcowy

Zbiornik walcowy — zaburzenie stanu bezmomentowego

Rozwiazanie numeryczne — ROBOT

Sita réwnoleznikowa ny Sita poprzeczna t; Moment potudnikowy mj

b
o

Sita potudnikowa nj od cigzaru wtasnego

¥ &



Zbiornik walcowy

Zbiornik walcowy — zaburzenie stanu bezmomentowego

Rozwiazanie numeryczne — ANSYS

Moment potudnikowy mj Moment réwnoleznikowy mp
AN
Sita potudnikowa nj
AN AN

¥ &
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Zbiornik walcowy

Zbiornik walcowy — zaburzenie stanu bezmomentowego

Podsumowanie

Rozwiazanie analityczne

Wmax N2 max N2 min M1 max  M1,min
I o N b B bl B
potozenie x [m] | 2.3 2.32 0.0 : :
wartos¢ | 1.028 1841.3 -9.60 14.68 -67.64
Rozwigzania numeryczne
ANKA (ES 1D) | 1.024 18359 -14.25 1396 -67.67
ROBOT (ES 2D) | 1.024 1846.8 -9.97 1432 -60.52

ANSYS (ES 2.5D) | 1.020 1847.8 -7.10 13.72 -58.19

| Typ elementu LE  LSSU aktywnych
ANKA | SRSK - 1D 20 80
ROBOT | ptaski — 2D 1280 7680
zdegenerowany
ANSYS SHELL 93 — 2 5D 2800 50400
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Algorytm, poréwnanie z MRS Tarcze Ptyty Powtoki Zakonczenie
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Zbiornik walcowy

Test nierozciagliwego zginania walcowej powtoki otwartej
Weryfikacja jakosci ES powtokowych

Momentowe obcigzenie brzegowe
powinno wywotac:

@ przemieszczenie brzegu zgodne z
analitycznym rozwigzaniem:
i R?
Dr '

u =
dzie: D® = Eh®
gazie: U = a2y
@ zerowe sity membranowe,

@ state momenty my.

Dodatkowo kontroli podlega stosunek

Wariantujemy:
jemy maksymalnego membranowego

o wielko$ci geometryczne powtoki: naprezenia do maksymalnego
R/h=10,...,100, naprezenia ze stanu gietnego.
@ typ siatki ES: regularna — nieregularna. Wy L e
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»Nie ma czegos$ takiego jak ksigzkowy przypadek.”

prawo Murphy’ego

Dziekuje za uwage

WA
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