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Zmienne stanu w powłokach

Powłoka jest scharakteryzowana w układzie współrzędnych
krzywoliniowych ξα, (α = 1, 2) za pomocą 2 parametrów Lamego Aα
i 2 promieni głównych krzywizn Rα.

W ogólności stan przemieszczeń, odkształceń i uogólnionych
sił przekrojowych jest opisany w powłoce w punkcie (o współrzędnych
krzywoliniowych ξα) leżącym na powierzchni środkowej, za pomocą
następujących wielkości, pogrupowanych w trzy wektory:

wektor przemieszczeń: u(3×1)(ξ1, ξ2) = {u1, u2,w},
wektor uogólnionych odkształceń:
e(6×1)(ξ1, ξ2) = {ε11, ε22, γ12, κ11, κ22, χ12},
wektor uogólnionych sił przekrojowych:
s(8×1)(ξ1, ξ2) = {n11, n22, n12,m11,m22,m12, t1, t2},

dodatkowo określamy zależne od przemieszczeń i ich pochodnych:
kąty obrotu normalnej ϑ1, ϑ2 i obrot wokół normalnej ϑn.
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Obciążenia i przemieszczenia
Kryterium znakowania

p̂nn
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ξ1 = const n
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Obciążenia powierzchniowe: Uogólnione przemieszczenia:

p̂ = p̂1e1 + p̂2e2 + p̂nn u = u1e1 + u2e2 + wn
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Siły uogólnione
Kryterium znakowania
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Siły tarczowe Uogólnione siły przekrojowe
Stan membranowy Stan giętny
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Wielkości brzegowe
Kryterium znakowania
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Kinematyczne Statyczne
wielkości brzegowe wielkości brzegowe
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Uogólnione przemieszczenia i odkształcenia

Kinematyczna hipoteza Kirchhoffa-Love’a

Odcinek leżący na przecięciu dwu płaszczyzn przekrojowych, prosty
i prostopadły do nieodkształconej powierzchni środkowej UP - pozostaje
– po przyłożeniu zewnętrznych oddziaływań – prosty, niewydłużony
i nadal prostopadły do odkształconej powierzchni środkowej.

Kinematyczna hipoteza K-L
(graficzna interpretacja dla płaskiego UP)
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Uogólnione przemieszczenia i odkształcenia

Uogólnione przemieszczenia

Wektor przemieszczenia:

u = u1e1 + u2e2 + wn

r∗ = r + u

Wektor kątów obrotów normalnej do powierzchni środkowej:

ϑ = −ϑ2e1 + ϑ1e2 + ϑnn = ϕ1e1 + ϕ2e2 + ϕnn

Baza wektorów na powierzchni równo oddalonej:

e∗α = 1
A∗α
r∗,α ≈ eα+δeα = eα+ 1

Aα

(
uβ,α − Aα,βAβ uα

)
eβ+ 1

Aα

(
w,α − AαRα uα

)
n

n∗ = e∗1 × e∗2 = n+ δn = n− ϑ2e1 + ϑ1e2
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Uogólnione przemieszczenia i odkształcenia

Zależność pomiędzy przemieszczeniami i obrotami

u = {u1, u2,w}

u(z)1 = u1 + z · ϑ1 u(z)2 = u2 + z · ϑ2 w (z) = w

ϑ1 = − 1
A1

∂w
∂ξ1

+ u1
R1

ϑ2 = − 1
A2

∂w
∂ξ2

+ u2
R2

→

ϑn =
1
2

[(
1
A2

∂u1
∂ξ2
− 1
A1

∂u2
∂ξ1

)
−
(
A1,2u1

A1A2
− A2,1u2

A1A2

)]
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Uogólnione przemieszczenia i odkształcenia

Kąty obrotu – podwójne oznaczenia

Stosujemy podwójne oznaczenia dla kątów obrotu normalnej:

ϑ1 = ϕ2, ϑ2 = −ϕ1

z wektorami kątów ϕα równoległymi do kierunków ξα dla α = 1, 2.
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Uogólnione przemieszczenia i odkształcenia

Uogólnione odkształcenia na powierzchni środkowej

Powierzchnie Π, Π∗, Π∗(z) – niezbędne do opisu pola odkształceń

ε
(z)
αα =

A∗(z)α

A(z)α
− 1 ≈ εαα + κααz γ

(z)
12 = e∗(z)1 · e∗(z)1 ≈ γ12 + χ12z

Niewydłużalność i ortogonalność odcinka zgodnie z hipotezą K-L:

ε
(z)
zz = ∂w (z)

∂z = 0 βα = ϑα +
[

1
Aα

∂w
∂ξα
− uαRα

]
= 0 dla α = 1, 2
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Uogólnione siły przekrojowe

Statyczna hipoteza Kirchhoffa-Love’a

Naprężenie σz jest tak małe w porównaniu z pozostałymi składowymi
tensora naprężenia, że dla wszystkich punktów cienkiego UP można
przyjąć w związkach fizycznych σz(ξ1, ξ2, z) ≡ 0.

σα(ξ1, ξ2, z) = σα1e1 + σα2e2 + σαnn

Uogólnione siły przekrojowe
na powierzchni środkowej
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Uogólnione siły przekrojowe

Uogólnione siły przekrojowe na powierzchni środkowej

f11 = n11 =
∫ +h/2
−h/2 σ11

(
1 + z

R2

)
dz f12 = n12 =

∫ +h/2
−h/2 σ12

(
1 + z

R2

)
dz

f1n = t1 =
∫ +h/2
−h/2 σ1z

(
1 + z

R2

)
dz

m11 =
∫ +h/2
−h/2 σ11z

(
1 + z

R2

)
dz m12 =

∫ +h/2
−h/2 σ12z

(
1 + z

R2

)
dz

f1 = f11e1 + f12e2 + f1nn m1 = +m11e2 −m12e1
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Uogólnione siły przekrojowe

Uogólnione siły przekrojowe na powierzchni środkowej

f22 = n22 =
∫ +h/2
−h/2 σ22

(
1 + z

R1

)
dz f21 = n21 =

∫ +h/2
−h/2 σ21

(
1 + z

R1

)
dz

f2n = t2 =
∫ +h/2
−h/2 σ2z

(
1 + z

R1

)
dz

m22 =
∫ +h/2
−h/2 σ22z

(
1 + z

R1

)
dz m21 =

∫ +h/2
−h/2 σ21z

(
1 + z

R1

)
dz

f2 = f21e1 + f22e2 + f2nn m2 = −m22e1 +m21e2
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Ogólne równania powłok Sandersa

Ogólne równania powłok Sandersa
I. Równania kinematyczne (6)

ε11 = 1
A1

∂u1
∂ξ1

+ 1
A1A2

∂A1
∂ξ2
u2 +

w
R1

ε22 = 1
A2

∂u2
∂ξ2

+ 1
A1A2

∂A2
∂ξ1
u1 +

w
R2

γ12 = 1
A1A2

(
A2

∂u2
∂ξ1

+ A1
∂u1
∂ξ2
− ∂A1

∂ξ2
u1 − ∂A2

∂ξ1
u2

)
κ11 = − 1

A1

∂
∂ξ1

(
1
A1

∂w
∂ξ1
− u1
R1

)
− 1
A1A2

(
1
A2

∂w
∂ξ2
− u2
R2

)
∂A1
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κ22 = − 1
A2

∂
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(
1
A2

∂w
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− u2
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)
− 1
A1A2

(
1
A1

∂w
∂ξ1
− u1
R1

)
∂A2
∂ξ1

χ12 = A2
∂
∂ξ1

[
u2
R2
− 1
A2

∂w
∂ξ2

]
+ A1

∂
∂ξ2

[
u1
R1
− 1
A1

∂w
∂ξ1

]
− ∂A1

∂ξ2

[
u1
R1
− 1
A1

∂w
∂ξ1

]
+

−∂A2
∂ξ1

[
u2
R2
− 1
A2

∂w
∂ξ2

]
+ 1

2

(
1
R2
− 1
R1

) [
∂(A2u2)
∂ξ1

− ∂(A1u1)
∂ξ2

]
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Ogólne równania powłok Sandersa

Ogólne równania powłok Sandersa
II. Równania równowagi (5)

∂(A2n11)
∂ξ1

+ ∂(A1n12)
∂ξ2

+ ∂A1
∂ξ2

n12− ∂A2
∂ξ1

n22+
A1A2
R1

t1+
A1
2

∂
∂ξ2

[(
1
R1

− 1
R2

)
m12

]
+A1A2p̂1 = 0

∂(A2n12)
∂ξ1

+ ∂(A1n22)
∂ξ2

+ ∂A2
∂ξ1

n12− ∂A1
∂ξ2

n11+
A1A2
R2

t2+
A2
2

∂
∂ξ1

[(
1
R2

− 1
R1

)
m12

]
+A1A2p̂2 = 0

∂(A2t1)
∂ξ1

+ ∂(A1t2)
∂ξ2

− A1A2

(
n11
R1

+ n22
R2

)
+ A1A2p̂n = 0

∂(A2m11)
∂ξ1

+ ∂(A1m12)
∂ξ2

+ ∂A1
∂ξ2
m12 − ∂A2

∂ξ1
m22 − A1A2t1 = 0

∂(A2m12)
∂ξ1

+ ∂(A1m22)
∂ξ2

+ ∂A2
∂ξ1
m12 − ∂A1

∂ξ2
m11 − A1A2t2 = 0
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Ogólne równania powłok Sandersa

Ogólne równania powłok Sandersa
III. Równania fizyczne (6)

n11 = Dn(ε11 + νε22)

n22 = Dn(ε22 + νε11)

n12 = Dn (1−ν)2 γ12

Dn = Eh
1−ν2

m11 = Dm(κ11 + νκ22)

m22 = Dm(κ22 + νκ11)

m12 = Dm (1−ν)
2 χ12

Dm = Eh3

12(1−ν2)

IV. Warunki brzegowe
1 statyczne

nν = n̂ν ñνs = nνs +
(

3
2Rs
− 1

2Rν

)
mνs = n̂νs

t̃ν = tν + 1
As
∂mνs
∂ξs

= t̂ν mν = m̂ν
2 kinematyczne
uν = ûν , us = ûs , w = ŵ , ϑν = ϑ̂ν
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Równania zamkniętych powłok walcowych

Komplet równań zamkniętych powłok walcowych
w układzie cylindrycznym w osiowo symetrycznym stanie membranowo-giętnym

L

ξ1 = x

r(x) = R = const

p̂x

p̂n
ξ2 = θ

R

−→e 1

−→n

r(x) = R

A1 = 1 A2 = R

R1 =∞ R2 = R

Dla osiowo symetrycznej
powierzchni walcowej uwzględniamy
przede wszystkim związki:
∂Aα
∂ξ2

= 0 oraz R1 =∞

a dla stanu osiowo symetrycznego:

u2 = uθ = 0

γ12 = γxθ = 0 χ12 = χxθ = 0

n12 = nxθ = 0 m12 = mxθ = 0

t2 = tθ = 0
∂( )
∂ξ2

= ∂( )
∂θ = 0 ( )′ = d( )

dx
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Równania zamkniętych powłok walcowych

Komplet równań zamkniętych powłok walcowych
w układzie cylindrycznym w osiowo symetrycznym stanie membranowo-giętnym

W dowolnym punkcie na płaszczyźnie środkowej wprowadzamy jedenaście
pól (funkcji zależnych jedynie od zmiennej x w osiowo symetrycznym
stanie), pogrupowane w następujące wektory:

wektor przemieszczenia un(2×1)(x) = {ux ,w} = {u,w} [m],

wektor odkształceń membranowych en(2×1)(x) = {εx , εθ} [-],
oraz giętnych em(2×1)(x) = {κx , κθ} [1/m],

wektory sił membranowych n(2×1)(x) = {nx , nθ} [kN/m],
momentów m(2×1)(x) = {mx ,mθ} [kNm/m],
sił poprzecznych t(1×1)(x) = {tx} [kN/m].
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Równania zamkniętych powłok walcowych

Komplet równań zamkniętych powłok walcowych
w układzie cylindrycznym w osiowo symetrycznym stanie membranowo-giętnym – sformułowanie
lokalne

I. Równania kinematyczne (4)
εx = u′ εθ =

w
R κx = −w ′′ κθ = 0

II. Równania równowagi (3)

n′x + p̂x = 0 t ′x − nθR + p̂n = 0 m′x − tx = 0

III. Równania fizyczne (4)
n′x = D

n(εx + νεθ) nθ = Dn(εθ + νεx) mx = Dmκx mθ = Dmνκx

gdzie: Dn = Eh
1−ν2 Dm = Eh3

12(1−ν2)

IV. Warunki brzegowe na linii xb=const:
a) statyczne: nν = nx = n̂x mν = mx = m̂x tν = tx = t̂x

b) kinematyczne: uν = ux = ûx ϑν = ϑx = ϑ̂x w = ŵ
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Równania zamkniętych powłok walcowych

Komplet równań zamkniętych powłok walcowych
w układzie cylindrycznym w osiowo symetrycznym stanie membranowym

W dowolnym punkcie na płaszczyźnie środkowej wprowadzamy sześć pól:

wektor przemieszczenia un(2×1)(x) = {ux ,w} = {u,w} ; [m],

wektor odkształceń membranowych en(2×1)(x) = {εx , εθ} [-],

wektor sił membranowych n(2×1)(x) = {nx , nθ} [kN/m].

I.Równania kinematyczne (2)
εx = u′ εθ =

w
R

II. Równania równowagi (2)

n′x + p̂x = 0 − nθR + p̂n = 0

III. Równania fizyczne (2)
n′x = D

n(εx + νεθ) nθ = Dn(εθ + νεx)

IV. Warunki brzegowe na linii xb=const:

a) statyczne: nν = nx = n̂x b) kinematyczne: uν = ux = ûx
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