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Definicja tarczy, kryterium znakowania Réwnania tarcz prostokatnych Przyktady — rozwigzania analityczne
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Definicja tarczy

Tarcza jest dzwigarem powierzchniowym, ktéry mozna traktowacd jako
plik warstw. W dowolnej warstwie (na ptaszczyznie érodkowej P° i réwno
oddalonej) panuje ptaski stan naprezenia. Rozktad naprezen po grubosci
tarczy jest staty.
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Tarcza prostokatna Rozktad naprezen

normalnych wzdtuz grubosci

Rozwazania na tym wyktfadzie ograniczamy do tarcz prostokatnych.
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Model dwuwymiarowy tarczy

Zatozenia:
o Modelem dwuwymiarowym tarczy
jest jej ptaszczyzna srodkowa.
o Grubo$¢ tarczy jest stata h = const.
o Panuje ptaski stan naprezenia.
o Tarcze prostokatne opisujemy za pomoca
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych.

X
z=0
y = const
dy$ y + df = const
X + dx [ const

dx

X = const

Ptaszczyzna Srodkowa z elementarnym powierchniowym wycinkiem
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Zmienne stanu dla tarczy

W dowolnym punkcie P° na ptaszczyznie $rodkowej wprowadzamy osiem
pol (funkgji zaleznych od x, y), pogrupowanych w trzy wektory:

o wektor przemieszczenia (styczne do ptaszczyzny Srodkowej):
(2><1 ( y) ={uc u} ={u, v} [m],
o wektor odksztatcenia (odksztatcenia liniowe i postaciowe):
e?3><1)(X7y) ={ex ey, mt [
o wektor sit tarczowych (normalnych i stycznych):
n(3><1)(X7y) = {nx, Ny, an} [kN/m].

Rozktady tych niewiadomych poznamy w wyniku rozwigzania zagadnienia
brzegowego.
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Czym s3 sity tarczowe?

n,=oy,h

n,=oh|—

Sita tarczowa — wypadkowa sktadowej naprezenia wyznaczona
na jednostke dtugosci linii przekrojowej z ptaszczyzny Srodkowej:

+h/2 +h/2
ne= [ oxdz=oyh n,= [ o,dz=0,h
—h/2 —h/2
+hy2
Ny = [ Tnydz=1y h="7,h=ny
—h/2 -
PIK
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Kryterium znakowania sit tarczowych
z=0
y = copst
<ly$ y +dy = const
[~X +dx [ const
dx
y ===
X = const
7 x / ny dx S X / n,
y Ny dx y
e - Nyx
4 Ny, dy ntdy My n
Y de / s n< / — = 10
e nt dy : n}
N = xy JE—— xy
nyxdx/ / nt
nydx = (n, + f)—"y‘“dy)dx | g

L dx - .10 My

Kryterium znakowania sit tarczowych dla elementarnego wycinka dx x dy
(po lewej) lub wycinka z jednostkowymi dtugosciami linii brzegowych

(po prawej).
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Obciazenia i wymuszenia kinematyczne

2%
—= —= —=>' D, X

—
Ay(xa)’) ZZO
W y = cpst
d + dyf = const
y = yray =«
(%, ¥) ~X + dx | const
dx
y
X = const

Znane s3 wielkosci zadane, sprowadzone do ptaszczyzny Srodkowe;j:
e obciazenia powierzchniowe: p(x,y) = {px, P, } [kN/m?],

@ obciagzenia brzegowe: pp = {p., Ps} [KIN/m],
o brzegowy wymuszenia kinematyczne: @i, = {i,, U5 }[m].
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Komplet réwnan tarcz prostokatnych

Sformutowanie lokalne

[.Réwnania kinematyczne (3)
7.

_ Ou _ Ov du ov
Ex = Ox gy = dy By + Ox
[I. Réwnania réwnowagi (2)
Onyx Ony 5}
T+ D=0 FEA+F+H=0

[1l. Réwnania fizyczne (3)
ne = D" (ex + ve,) n, = D" (g, + vex) Ny = D"y

gdzie: D" = % — sztywnos¢ tarczowa

IV. Warunki brzegowe w ogdlnej postaci:

a) kinematyczne: u, = i1, us = Us

b) statyczne: n, = p, Nys = Ps

c) mieszane (jeden warunek kinematyczny i jeden statyczny).

) (i yczny i j yczny) o
PK A
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Kryterium znakowania wielkosci brzegowych

y

Warunki brzegowe:

a) kinematyczne: v, = 0, us = s

b) statyczne: ny, = py Nys = Ps

c) mieszane — jeden warunek kinematyczny i jeden statyczny.
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Mozliwosci uwzglednienia warunkéw brzegowych

Rézne warianty warunkéw brzegowych, w zaleznosci od przytozonych
wiezéw kinematycznych i/lub obciazen brzegowych:

brzegx=0: wu, =u,=0, us =u, =0,

brzegx=a: n,=nc=p,=p, nys=n, =0,

brzegy =0: n,=n, =0, nys=ny, =0,

brzeg y = b: ul,:uy:O,nl,s:nyX:f)s—,b

y,v
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Komplet réwnan tarcz prostokatnych

Zapis macierzowy

I.Réwnania kinematyczne

20
5 0
n — Ln n , d 1 Ln e =
[3x1] [3x2][2x1] gaze [3x2] 9 %y
dy  Ox
Il. Réwnania réwnowagi
Ln T — N
[2x3] B [2x1]
I1l. Réwnania fizyczne
1 v O
n = D" e", gdzie: D" =D". v 1 0
[3x1] [3x3][3x1] [3x3] 0 0 1—v
2
D" = 15,,}2

USTROJE POWIERZCHNIOWE TARCZE PROSTOKATNE Charakterystyczne wielkosci i réwnania



Definicja tarczy, kryterium znakowania Réwnania tarcz prostokatnych Przyktady — rozwigzania analityczne
000000 0000e0 00000000000

Réwnania przmieszczeniowe tarcz

Dwa réwnania réwnowagi wyrazamy przez potaczone réwnania fizyczne
i kinematyczne:

I. R. kinematyczne + lll. R. fizyczne — Il. R. réwnowagi

W efekcie otrzymujemy dwa przemieszczeniowe réwnania rézniczkowe
drugiego rzedu o nastepujacej postaci:

o L 1-v & l+v & 14
Ox? 2 0y? 2 Oxdy D P~
1+V 82 u-+ 8724_1_]/872 7_i"
2 OxOy Oy? 2 ox2) = " DnP
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Sity tarczowe gtéwne i ich kierunki

Wartosci ekstremalnych sit tarczowych

ny = %(nx +n,)+ %\/(nx - ny)?+ 4n)2(y

Kierunki gtéwne
Warto$é¢ kata o — pomiedzy osig Ox a kierunkiem maksymalnej sity n;:

tg(20) = 20w

nc—n,

Trajektorie sit gtéwnych — pokazuja linie,
wzdtuz ktérych wystepuja ekstremalne sity.
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Jednokierunkowe rozciaganie

Tarcza jednokierunkowo rozciggana

Dana jest tarcza kwadratowa rozciggana w jednym kierunku za pomoca
brzegowego obcigzenia p, = +p =const na dwdch przeciwlegtych
brzegach (x=%a/2).

y y,v
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[

[
|
i
[
| | ——
|
|
i
I
i

Zadanie bedzie rozwigzywane jako zagadnienie brzegowe 1/4 obszaru
w ujeciu lokalnym.
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Jednokierunkowe rozciaganie

Uktad réwnan i warunki brzegowe

dla 1/4 obszaru tarczy kwadratowej

Komplet 8 réwnan (rézniczkowych i algebraicznych):
I. R. kinematyczne (3): ex=ux €, =U), Yy =Uy+ Vx
II. R. réwnowagi (2):  nyx+ Ny, +px =0 nyx+n,, +p, =0

[l. R.fizyczne (3):
ex = (nx —vny)/(Eh) ey = (ny —vn<)/(Eh) vy = 2(1 +v)nq /(Eh)

Dla czterech linii brzegowych 1/4 obszaru: yiv
brzeg x =0: u, = u(0,y) =0, n,s = ny, =0, oJa o ]
brzeg y =0: u, = v(x,0) =0, n,s = n, =0, o-a

brzeg x =a/2:  n, =ne =+p, nys = ny, =0, o9qB C
brzeg y =a/2:  n, =n, =0, n,s =ny, =0. izzzp U, x
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Jednokierunkowe rozciaganie

Tarcza jednokierunkowo rozciggana

Rozwiazanie analityczne

@ Pole sit tarczowych (otrzymanych przez przecatkowanie réwnan
rownowagi, z uwzglednieniem statycznych warunkéw brzegowych):

nx(XLy):J'_f):COHSt ny(x7y):nxy(x,y):0
@ Pole odksztatcen (obliczonych z algebraicznych réwnan fizycznych):
ex(x,y) = B/(Eh) ey(x,y) = —vp/(Eh) 7 (x,y) =0

@ Pole przemieszczen (wyznaczonych z przecatkowania réwnan
kinematycznych, z uwzglednieniem kinematycznych warunkéw

brzegowych):  u(x,y) = Ex v(x,y)=-Fy
Y,V y ”(3‘/273‘/2) .
_ o od____ | RN
a/2 0 o—q | <
o o—a |

FLLTe  ux SRS
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Jednokierunkowe rozciaganie

Tarcza jednokierunkowo rozciggana

Rozwiazanie dla okreslonych danych liczbowych

Dane:

Wymiary: a=b=1.0m h=0.01 m

Moduf Younga: E = 2108 kN/m? Wspétczynnik Poissona: v = 0.3
Obciazenie: p =100 kN/m Px(x,¥) = by(x,y) =0.0

Na podstawie rozwigzania analitycznego:

ne(x,y) = p =100 kN/m=const  n,(x,y) = ny(x,y) =0
ex(x,y) =45.0-107°  £,(x,y)=—-15-10"° 7, =0
u(+a/2,y) = u(+0.5,y) = +2.50- 107> m

v(x,+a/2) = v(x,+0.5) = —=0.75-107° m

Nalezy zauwazy¢, ze w tarczy kwadratowe]j przy niezerowym
wspotczynniku Poissona zachodza nastepujace zwigzki:
ex(x,y) = —vey(x,y) u(+a/2,+a/2) = —vv(+a/2,+a/2)
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Czyste Scinanie

Tarcza kwadratowa w stanie czystego $cinania

Przyktady — rozwigzania analityczne
00008000000

Czyste Scinanie — niezerowe sity styczne i odksztatcenia postaciowe.

Do rozwiagzania analitycznego wykorzystujemy identyczny komplet
8 réwnan jak dla przyktadu jednokierunkowego rozciggania.

Do réwnan dotaczamy nowe warunki brzegowe dla catej tarczy:
brzeg x =0: u(0,y) = v(0,y) =0,

brzegi x = +a/2:  n,s =ny, =+p, n, =n, =0,

brzegi y = +a/2:  n,s = nyx =+p, n, =n, =0.
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Czyste Scinanie

Tarcza kwadratowa w stanie czystego $cinania

Rozwiazanie analityczne

Otrzymujemy nastepujace rozktady sit tarczowych, odksztatcen i
przemieszczen:

o n(x,y) =ny(x,y)
° ‘SX(X’y) :‘Sy(xay)
e u(x,y)=0 v(x,y) =

= =

u

-_— 4 - -

[ S F——

-———t =
a

e
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Czyste Scinanie

Tarcza kwadratowa w stanie czystego $cinania

Rozwiazanie dla okreslonych danych liczbowych

Dane:

Wymiary: a=b=1.0m h=0.01 m

Modut Younga: E = 2 - 108 kN/m? Wspétczynnik Poissona: v = 0.3
Obcigzenie: ps = p = 100 kN/m P(x,y) = by(x,y) = 0.0

Na podstawie rozwigzania analitycznego:
ne(x,y)=n,(x,y)=0 Ny (x,y) = +100 kN/m=const
Ex(Xv)/) = <€}’(Xay) =00 IVX}’(Xay) =+13- 10_4 = const

u(x,y)=0.0
vix,y) =13-107*x — v(a/2,y)=+0.65-10"*m
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Belko-sciana — opis zagadnienia

Belko-$ciana — opis zagadnienia

Istotne s3 proporcje miedzy wymiarami charakterystycznymi dla belki
zginanej (L - dtugosé, h - wysokos¢, b - szerokosé¢). Mamy do czynienia z
konstrukcjami:

o belkowymi, gdy h < 0.4L

o tarczowymi, gdy 0.4L < h < L — takie konstrukcje s3 nazywane
belko-$cianami.

Zasadniacza zmiang, przy wzroscie wysokosci h jest zmiana rozktadu
naprezen normalnych o, (const, y) w kierunku wysokosciowym.
Przyktadowo w swobodnie podpartych na obu koncach dzwigarach z
obcigzeniem na gérnym brzegu:
e w belkach (niskich) jest on liniowy, z jednakowymi co do
bezwzglednej wartosci naprezeniami we wibéknach skrajnych,

@ w tarczy mamy do czynienia z nieliniowym rozktadem naprezen, np.
z charakterystycznym gwattownym wzrostem naprezen
rozciagajacych na dolnym brzegu tarczy.
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Belka wysoka

Rozktad naprezen o, wzdtuz pionowej linii przekrojowej




Belko-sciana — opis zagadnienia
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