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Model fizyczny 1D - pret o zmiennym przekroju
Pret z obcigzeniem roztozonym — problem brzegowy

z

A(x)
| L |

Zatozenia: mat. Hooke’a, lin. réwn. kinemat., sity tylko wzdtuz x

(1) Réwnowaga 9 = N'= —p, Podstawiajac (3)—(2):

(2) Kinematyka €y = $% = o/ (4) Sita-przem. N = EAu/

(3) Fizyka N = EAe, Podstawiajac (4)—(1):
Model lokalny: (FAU) = —py

Dwa warunki brzegowe: podstawowe albo podstawowy i naturalny
Dlaz=0:  u(0)=1dg albo EA(0)u/(0) = P,

Dlaz=10: wu(l)=d albo EA()u'(l) = P,

W.b. moze by¢ jednorodny lub niejednorodny

Np. w(0)=a i EADW()=P

AV ] KThl|
MKwiL, Budownictwo Il st. o (Y] 4 |



Metoda residuéw wazonych

W MES punktem wyjscia jest model globalny. Zasada prac wirtualnych

lub minimum catkowitej energii potencjalnej generuja modele globalne.

Jesli znany jest model lokalny, mozna zastosowac¢ tzw. metode residudéw
wazonych.

Réwnowazny model globalny

Zapisujemy réwnanie rézniczkowe jako warunek zerowania residuum
R(x) = (EAY) + p, =0

Poszukujemy rozwigzania przyblizonego u dla ktérego
R(z) = (EATW') +ps # 0

W metodzie residuéw wazonych zadamy, aby

/l w(z)R(x)de =0 VYw #0

Warunki brzegowe musza by¢ spetnione

adr~Np
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Metoda residuéw wazonych
Stabe (globalne) sformutowanie

Podstawiamy za residuum

l l
/ w(EAu") dx + / wpg,dr =0 Yuw
0 0
Catkujemy przez czesci aby obnizy¢ wymagania odnosnie ciggtosci
l l !
—/ w' EAY'dz + [w EAY), —I—/ wpydr =0 Yw
0 0

Naturalny w.b. jest wprowadzany do cztonu brzegowego, zaktadamy, ze
funkcja wagowa spetnia jednorodny podstawowy w.b. w(0) =0

l l
/ w' EAu'dx = / w ppda + w(l) P
0 0

Podstawowy warunek brzegowy nalezy spetni¢
Dopuszczalna jest aproksymacja funkcja o ciggtoéci CV

Macierz sztywnosci jest symetryczna _ WY (5] KTl
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Metoda residuéw wazonych

Zasada prac wirtualnych
Staba forma réwnania MRW

I I
/ w' FAu'dx = / wpydr + [w EAu']é Yw
0 0

Funkcja wagowa jest interpretowana jako wariacja przemieszczenia
podtuznego du

l l
/ ou' EAv'dx = / du pydx + [du EAu’]g Vou
0 0

Przepisujemy w postaci zasady prac wirtualnych
! !
/ eo Ndz = / Supydz + [du N, oWin = Weye  Vou
0 0

Przemieszczenie wirtualne du spetnia jednorodne podstawowe warunki
brzegowe (jest kinematycznie dopuszczalne).
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Rozwigzanie przyblizone
Metoda Bubnowa-Galerkina

Stabe sformutowanie problemu brzegowego

I I
/ w' EFAu'dx = [w EAu’]f) —|—/ wpydr Vw plus podst. w.b.
0 0

Zatézmy aproksymacje globalng 4 w postaci

a:a+2¢idi=ﬁ+¢d

=1
¢: [¢)17"'7¢n]7d:{d1)---dn}

¢iyi = 1...n — (znane, liniowo niezalezne) funkcje bazowe, spetniajace
jednorodne podstawowe w.b., d; — (nieznane) wspdtczynniki

Uwaga: @ odpowiada za spetnienie niejednorodnych podstawowych w.b.
Metoda Galerkina: podstawiamy aproksymacje do réwnania catkowego,
funkcje bazowe ¢; s3 uzywane jako funkcje wagowe w n kolejnych
rownaniach.

Otrzymujemy uktad n réwnan algebraicznych o n niewiadomych d;

Kd=f

adr~Ed
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Metoda elementéw skonczonych

Aproksymacja prostymi funkcjami w podprzedziatach

O
T
Ny
| N2 = [Ny, Ny, NJ]
N
N3
N'= [N No] T TN
Ny /‘
Aproksymacja w elemencie u® = N°d®, N’¢ = B¢

Aproksymacja globalna (sklejana) u = Nd, N' =B
Uwaga: (niejednorodne) podstawowe warunki brzegowe uwzgledniane w ukfadzie réwnan po

agregacji elementéw . .
greead . ¥ [
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Algorytm MES

Dyskretyzacja, agregacja, rozwigzanie, postprocessing
Interpolacja w elemencie

¢ A
/ B¢TEAB®dz° d° = / NeTp,dz¢ — Ked° = f®
0 0

Plus agregacja macierzy elementowych i obcigzenia brzegowe
Réwnowaznie aproksymacja globalna

l l
/BTEAded:/ NTp,de + N)P — Kd=f
0 0

Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych (np. d; = 4)
Kd=f—d—d
Powrét do elementu
d — d° — u® = N°d°,u* =B°d* - N = EAU®

. , . . . Y [ KTl
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Model fizyczny 1D - pret o zmiennym przekroju

Drgania podtuzne preta — problem poczatkowo-brzegowy
z

u(0,1) =0 P(t) A(z)

T, U Y

| pu(x) = pA(z) [kg/m]
Zatozenia: pominieto sity ttumienia, jednorodny kin. w.b. u(0) =0

Poszukiwana funkcja drgan u(z,t), t € [0,7]

8%u

Predkos¢ v(x,t) = 4 = %, przyspieszenie a(x,t) = i = G

Sformutowanie mocne (lokalne)
Réwnanie réwnowagi dynamicznej:  pAii — (EAY) =p, = € (0,1)

Warunki brzegowe: Warunki poczatkowe:
u(0,t) =0 u(z,0) =0
EA(Du/'(1,t) = P(t) u(x,0) =0

Sformutowanie stabe (globalne)

l l l
/pri'de+/ w'EAu'dJ;:/ wpe dz +w(l)P  Yw,Vt € [0,7]
0 0 0

A [ KTl
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Drgania podtuzne preta
Czastki materii drgaja w kierunku propagacji fali podtuzne;.
Trzy typy probleméw dynamicznych:
1. Drgania wtasne (harmoniczne)
2. Drgania wymuszone (np. periodyczne)
3. Propagacja fali (podtuznej)
Rozwiazanie analityczne problemu drgan wtasnych (zat. A = 1):

pii — Eu'" =0 Vz e (0,1),vt € [0,7] (rébwnanie struny)
u(0,t) =0 Vt € [0, 7]
uw'(l,t) =0 vt € [0, 7]

Separacja zmiennych:
u(x,t) =U(z)V(t)
Dwa réwnania rézniczkowe zwyczajne:

V4+w2V =0  w,— czestos¢ kotowa
U'+k2U =0 k,— liczba falowa

Rozwigzanie ogdlne ma forme:

u(x,t) = Z [A;, cos(wnt) + By, sin(wpt)] [(Ch, cos(knz) + Dy, sin(k,x)]
n=1 YY) (5] KTl
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Drgania podtuzne preta
Rozwiazanie analityczne problemu drgan wtasnych (c.d.)
Parametry fali:
w 1 2 E
Y f 27T T Y ]f & Y c p
f - czestotliwo$¢ [Hz], T - okres [s], A - dtugo$¢ fali [m], ¢ - predkos¢ fali [m/s]

Ztozenie fal harmonicznych:

k:

w
Cc

Wn

kn = y  Wn = 27rfn7 wpTy = 2m, knAn = 27,
C

>

n wn
T, kn
Podstawowy warunek brzegowy u(0,¢) =0 = C, =0
Naturalny warunek brzegowy

W) =0 = cos(knl) =0 = knl= (2n—1)g, n=1,2,3,...
Rozwigzanie: spektrum czestosci i formy drgan

T , T
wn = (2n — 1)ZC, U, (x) = D, sin {(Qn — 1)ﬂx]
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Drgania swobodne podtuzne preta

Cztery pierwsze formy drgan

1 1
05 05
0 0
-0.5 -0.5
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08
1 1
05 05
0 0
-0.5 -0.5
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08
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Rozwigzanie przyblizone MES

Aproksymacja globalna (sklejana z wielomianéw Lagrange’a)
a(z,1) = Ny(2)di(t) + Na(2)da(t) + -+ + N (2)dn (1) = N(z)d(1)

Po podstawieniu do réwnania catkowego (forma staba)
! ) ! !
/ NTpANd:cd+/ B' FEABdzd :/ Nt p, dz
0 0 0

M = fol NT pAN dz - macierz mas
Uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (pominiete ttumienie)
Md(t) + Kd(t) = f(t)
Uwzglednienie podstawowego warunku brzegowego (a = d,v= d)
Ma + Kd = f
plus warunki poczatkowe d(0) = dg, v(0) = v, catkowanie po czasie

adr~Np
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Rozwigzanie przyblizone MES

Problem wiasny
Znajdz wektor d # 0 taki, ze
Ma+Kd=0 Vtel0,7]
Podstawiamy rozwiazanie harmoniczne
d = Asin(wt + )

(—w?’MA + KA)sin(wt +1) =0 Vt € [0,7]

Problem wtasny R R
KA = w’MA

Rozwigzanie: spektrum czestosci n << LSSU i formy drgan
W1,wWo,...,Wn

A17A27"'7An
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Rozwigzanie przyblizone MES

Drgania podtuzne wymuszone preta
Réwnanie rézniczkowe zwyczajne wzgledem czasu
Ma + Kd = f
Problem poczatkowy (catkowanie po czasie w ogdlnosci)

dy
_— = t =

Dyskretyzacja w czasie - krok czasowy At

to+ A\t
y(to + At) = yo + / fdt

to

Algorytm jawny (MRS) lub niejawny (rézne warianty)

Np. metoda Newmarka (5 = 0.5, vy =1)
» Dane: dg, Vg dlat =0, przyjecie At
» Aproksymacja przyspieszenia w kolejnej chwili czasu k£ + 1
[M + %(At)QK] ag1 = fk:—l—l — K(é’lk + At\?‘k) — ag41
> ak+1 - ak + At\}k + %AtQé.kH_l
> Vi1 = Vi + Atag

MKwIL, Budownictwo |l st.
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