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Mechanika obliczeniowa (computational mechanics)

Skala fizyczna
» Nanomechanika (fizyka czastek elementarnych, chemia)
» Mikromechanika (fizyka krysztatéw, mikrostruktury)

» Mechanika kontinuum (zatozenie o ciggtosci pdl, homogenizacja,
modele fenomenologiczne)

» Systemy mechaniczne (samoloty, mosty, roboty, silniki, ...)

Mechanika kontinuum

» ciata state i konstrukcje z nich wykonane

» ptyny (CFD)

» zadania sprzezone (multiphysics)
Fire Dynamics Simulator and Smokeview (FDS-SMV)
Symulacja pozaru (M. Kwapisz)

COVID-19 Simulation Solutions in Ansys
Symulacja skutku kaszlu bez maski
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Proces modelowania
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Model matematyczny Model numeryczny

Cel: otrzymanie prostego modelu matematycznego, ujmujacego
najistotniejsze wtasciwosci konstrukgji i jej zachowanie pod dziataniem
obciazen, i dostosowanego do narzedzi obliczeniowych.
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Proces modelowania
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Zbioér zatozen: model konstrukcji, materiatu, obcigzenia
Model fizyczny: reprezentacja istotnych cech

Model matematyczny: zbiér réwnan (algebraicznych, rézniczkowych,
catkowych) + warunki graniczne (ograniczajace)
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Dlaczego symulacje

MES

TEORIA

SYMULACJA

» Zastepuja/wspomagaja
badania doswiadczalne

» Zastepuja/wspomagaja
metody analityczne

» Nie zastepuja modelowania

Uwaga na ograniczenia elementéw skonczonych

» Rézne rodzaje zjawiska blokady (nadsztywnosci)

Wiezy kinematyczne (np. niescisliwo$¢)

>
» Formy deformacji o zerowej energii
>

Problemy Zle postawione (np. dla materiatu z ostabieniem)
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Btedy w modelowaniu MES

IDEALIZATION

system
_

DISCRETIZATION SOLUTION

Physical |;;themaﬁcal

model

REALIZATION &
IDENTIFICATION

Modeling + discretization + solution error

CONTINUIFICATION

Discrete
solution

Discrete
model

FEM

Solution error

Discretization + solution error

» Btad modelowania
» Btad dyskretyzacji

» Btad rozwiazania
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Nieciggtos¢ pochodnych
Mapy rozktadu o,

Bez wygtadzania Z wygtadzaniem
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Wygtadzanie wybranej wielkosci

o — funkcja otrzymana z rozwigzania MES
o* — funkcja po wygtadzeniu

Réznica pomiedzy tymi dwoma polami jest wskaznikiem btedu
dyskretyzacji Zienkiewicza-Zhu
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Modele fizyczne i matematyczne

Zmiany w czasie:
» zagadnienia stacjonarne - niezalezne od czasu (statyka)

» zagadnienia niestacjonarne - zalezne od czasu (dynamika)

Uproszczenia na podstawie hipotez:

» kinematycznych (geometrycznych), np. dominujace wymiary, rodzaj
przekroju

» statycznych/dynamicznych - np. obcigzenia wolno- lub
szybkozmienne, obcigzenia dziatajace w jednej ptaszczyznie

Modele matematyczne s3:

> liniowe (mafe deformacje i prawo Hooke'a)
— obowigzuje zasada superpozycji

» nieliniowe

il
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Klasyfikacja modeli i elementéw skonczonych

Obnizenie wymiarowosci:
> ustroje pretowe (geometrycznie jednowymiarowe)
> ustroje powierzchniowe (dwuwymiarowe)

> ustroje brytowe (tréjwymiarowe)

Elementy skonczone dla mechaniki:
» 1D - kratowy (truss)
» 1.5D - belkowy (beam), ramowy (frame)

» 2D - PSN (panel, plane stress), PSO (plane strain), symetria osiowa
(axial symmetry)

v

2.5D - ptytowy (plate/slab), powtokowy (shell)

v

3D - brytowy (volume)
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Ustréj 1.5D - rama

Rysunki zaczerpniete z podrecznika T. Kolendowicz Mechanika budowli dla
architektéow
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Ustré) 2.5D - ptyta

Zginanie Scinanie Skrecanie
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Ustréj 2.5D - powtoka

Ugiecia pod dziataniem
obciagzenia réwnomiernego

.227E-03 .009409 1019044 .02868

~-009863 _ o05045 ~ .004591 .014226 .023862 .033498
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1D

2D

2D

3D

Rysunki zaczerpniete z podrecznika:
C.A. Felippa, Introduction to Finite Element Methods, University of Colorado
at Boulder.
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Geometryczna niezmiennos¢ uktadu
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Wykorzystywanie symetrii zadania

(a)
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Gdzie zageszczad siatke elementéw
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{(bonded joints,
welds. anchors, Abrupt thickness Material
reinforcing bars. etc.) changes interfaces
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Warianty poprawy siatki
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Original mesh A uniform A uniform A possible
h-refinement p-refinement r-refinement
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Initial mesh First revision Second revision
40d.o.f.,n =0.27 228 d.o.f., n =0.07 286 d.o.f.,n =0.04

Rysunki zaczerpniete z podrecznika: R.D. Cook, Finite Element Method for
Stress Analysis, J. Wiley & Sons 1995. MKwiL, Budownictwo 11 st. ID¢ )



Adaptacyjne zageszczenie siatki elementéw

contod-cony
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Przyktad zaczerpniety ze strony Altair Engineering www.altair.comw .
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Generacja siatki elementéw

-order:
« Unrefine P fEEE—

Enrich
W BN Entich mode: | SHCt p-order

Domain : .4 Graphical Picker
+~ Single Element Element
4 SetofElements o

Elements: Active ..

| Active Elements
| Initial Elements
Sets:
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Monitoring btedéw dyskretyzacji

0.023

0.013

0.010

contod-cony

h itle : Connecting rod -
Solution step ID : &
Problem time :

Number of Elements ; a1
Number of hp-DOFs : 1061
Humber of equations : 3163

Glohal Error ; 0.111136
Maximum Element Error : 0.036769
CPU time usage (sec) : 31245

940 [ 0.60 ]

Memory [dbase only] (MB) :

Adaptacyjne zageszczenie siatki
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Stan réwnowagi dynamiczne;

pbd(z,y, 2)

Sity

» pb — wektor gestosci sit
masowych [N/m3]

» pbd — wektor gestoéci sit
masowych ttumienia [N/m?3]

» pu — wektor gestosci sit
bezwtadnoéci [N/m?]

Y » t — wektor gestosci sit

X powierzchniowych [N/m?]

o _ » t9 — wektor gestodci sit

() = g — pochodna po czasie ¢ powierzchniowych ttumienia

u — wektor przemieszczenia [m] [N/m?]

u — wektor predkosci [m/s]

vV v v v

1 — wektor przyspieszenia [m/s?]
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Stan réwnowagi dynamiczne;

Réwnanie rownowagi ciata

o) /(t—td)d5+/p(b—bd—ﬁ)dV:0
S \%

Statyczne warunki brzegowe

t—t4=on

gdzie o — tensor naprezen

Wykorzystujac twierdzenie Greena—Gaussa—Ostrogradzkiego

/ ondS = / LTodv gdzie L — macierz operatoréw rézniczkowych
s 1%
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Réwnanie rownowagi
Réwnania Naviera
/ (L'o+p(b-b"—i1))dV=0«<=L"c+p(b—b'—ii) =0 VPeV
14
oiji +p(bi — b —iii) =0
Sformutowanie stabe — funkcja wagowa w = du — kinematycznie

dopuszczalna wariacja przemieszczenia (zgodna z kinematycznymi
warunkami brzegowymi — zasada prac wirtualnych)

/ (bw)" (LYo +p(b—b?—1i1))dV =0 Véu
\4

— w)lo u)Ton u)T —bf—q =
/V(L(S) dV+/S(5) dS+/V(6)p(b b~ @) dV = 0

/ (L(Su)TadV—/ (ou)™ (t —t9) dS—/ (6u)tp (b —b? —i)dV =0
14 S |4
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Réwnanie réwnowagi uktadu zdyskretyzowanego

Réwnanie réwnowagi (Aproksymacja MES: u®"(x,t) = N¢(x)d®(t))
E

3 {/E(Le(sue)%edve - /e(5ue)T (- 1) ase
; { /V (LEN6d) TortdVe — / (Negac)? (te - tde> dse
- / (N°6d)Tp (be _pd u) dve} —0
i(éde)T { /eBeTaedve - /eNeT (1~ ) asr
- —/eNeTp (b° — % — i) dve} —0

Podstawiamy dd® =T¢dd, zadamy spetnienia réwnania Vdéd
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Réwnanie réwnowagi uktadu zdyskretyzowanego
Réwnanie rownowagi
E E
ZTeT {/ BeTo_edVe} +ZT6T{ NeTpﬁedVe}—f—
e=1 Ve e=1 Ve
E
+y Tt { NeTtd°dse + N"’prdedve} =
o—1 Se Ve
E
=> Tt { NeTtedse + NeprEdve}
e=1 Se Ve

Uwzglednienie zwigzkéw kinematycznych, fizycznych i ttumienia
liniowy zwigzek kinematyczny: € = Lu
liniowa sprezystosé: o = De
o¢ =D Lu’=D°L°*N°d® =D°B°T“d, 1°=N°d°*=N° T°d
lepkie ttumienie:
4= (g0 = pgNed® = pugN°€ Ted, ,obde = ppu® = ppN°d® = 1, N© Td
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Réwnanie réwnowagi uktadu zdyskretyzowanego

Réwnanie réwnowagi — drgania wymuszone z ttumieniem

E
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Réwnanie réwnowagi uktadu zdyskretyzowanego

Réwnanie réwnowagi — drgania wymuszone z ttumieniem
E E . E E
S Edkeada ) @fmiaca Y e~y
e=1 e=1 e=1 e=1
Ke Me CC

E E E E
> Ked+) Md+) Cd=)» F
e=1 e=1 e=1

e=1
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Kd+Md+Cd=F
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Réwnanie réwnowagi uktadu zdyskretyzowanego

Réwnanie rownowagi — drgania wymuszone z ttumieniem

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = F(¢)
» M — macierz mas
» C — macierz ttumienia
» K — macierz sztywnosci
>

F — wektor weztowych obcigzen zewnetrznych

Réwnanie rownowagi — drgania wtasne bez ttumienia

Md(t) + Kd(t) = 0

Réwnanie rownowagi — statyka
Kd=F

Przed rozwigzaniem konieczne jest uwzglednienie podstawowych
(kinematycznych) warunkéw brzegowych

il
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Drgania wtasne

Aproksymacja

u’(x,t) = N°(x)d®(t) = N¢(x)dj sin(wt + ¢)

N¢ — macierz funkcji ksztattu

dj — wektor amplitud drgan wtasnych
w — czestos$¢ drgan wtasnych

© — przesuniecie fazowe

w=2rf= 2%
gdzie f, T — odpowiednio czestotliwos$¢ i okres drgan wtasnych

vV v . v v Vv
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Drgania wtasne

Przemieszczenie zalezne od czasu
d®(t) = di sin(wt + ¢)
de(t) = —w?d sin(wt + )
Po podstawieniu do réwnania réwnowagi i agregacji
(K — w?M) dasin(wt + ¢) = 0 Vt
rownanie problemu wtasnego
(K—w’M)da =0
jest spetnione gdy
det (K —w”M) =0 lubda =0
Wynik: spektrum czestosci drgan witasnych i odpowiednie formy drgan

(Wla dA1)7 (W2a dA2)a <. MKwIL, Budownictwo Il st. !(}T”I}I

Drgania wtasne

Element belkowy

z
'/iji s
5 1 di j =x¢

Funkcje ksztattu N¢ = [Nf N5 N§ N

Ni@) =1-3(3) 2 (5)
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Drgania wtasne

Macierz sztywnosci — element belkowy

° 2
ke:/ B°'D°B®z®, B°=LN° L= |- d 2], D° = [E°I°
0 dxe
12 6° —12 6l
e - B 60 At —6le 21°
e | 12 -6 12 6l
6l 20 —6l°  41°?

Macierz mas — element belkowy

le
m¢ = / pA°NTNedze, p® = pA® — masa na jedn. dtugosci [kg/m]
0

156 22[¢ 54 —131¢
R 41°*  131° —31°?
4920 54 13l 156 —22[°
—131° =3¢ —221°  41°? o ]
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Przykfad
Drgania gietne wspornika
(K- w’M)da=0
12 60 -12 6l 156 220 54 -13] dai] O
EIN 6l 41 -60 20> | 5 pl | 220 41 131 -31 dao 0
B | -12 61 12 -6l |~ ¥ 120| 54 131 156 -221 das 0
60 201* -6l 4l 131 -31% -221 4[° dae | L O
_ _ 12 -6l A | 156 -221 || das
dar =0,daz =0 = ([-61 412}_M[-225 412 DldM]_
353 EI
12 61| A [156 22 || _ o M =1248
61 41 | 420 -221 41 || — Ao = 1211.52 34 81 I
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Przyktad

Wspornik

Postaci drgan wtasnych

Formy drgan wtasnych wyznaczone z jednego z dwdch réwnan liniowo
zaleznych po podstawieniu odpowiedniej wartosci wtasnej

dps

dla wy dps = 0.7281-dpg 4912 w2
dpg
da 0.1311-daa
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e

° x° 0 °
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Zaawansowane zagadnienia mechaniki

» Obcigzenia wyjatkowe, np. uderzenie

» Nielinowosci fizyczne, np. uszkodzenie, zarysowanie, odksztatcenia
plastyczne

» Nieliniowosci geometryczne, tzn. duze przemieszczenia, duze
odksztatcenia

» Zagadnienie kontaktu (wiezéw jednostronnych)

ADINA R&D, Inc. www.adina.com
Uderzenie gtowy w kasku, samochodu
Przerwana zapora

ANSYS, Inc. www.ansys.com
Zagadnienie kontaktowe
Zagadnienie dynamiczne

TNO DIANA http://www.tnodiana.com
Czteroprzestowa ptyta po obcigzeniem ruchomym
Ewolucja odksztatcen plastycznych pod palem
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