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Model fizyczny 1D - pret
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Pret pod obcigzeniem roztozonym — problem brzegowy

fio FE A=const P

l |

(1) Réwnowaga
dN _ N’/ =

dz — Pz
(2) Kinematyka ¢y = 9% = o/
(3) Fizyka N = FAeg

Podstawiajac (3)—(2):
(4) Sita-przem. N = EAW
Podstawiajac (4)—(1):

Model lokalny: | EAu” = —p,,

Dwa warunki brzegowe:

podstawowy albo naturalny

: —_N- —_ r _ P
Zlewej x =0: up = o albo ug = %
: . o ! P
Z prawej x = [: u; = ug albo u; = 4

Problem dobrze postawiony gdy min.
1 warunek brzegowy jest podstawowy

W.b. moze by¢ jednorodny lub niejednorodny

— 0. = B
Np.|up =01 u = 4%
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Metoda residuow wazonych

W MES punktem wyjscia jest model globalny. Zasada prac wirtualnych

lub minimum catkowitej energii potencjalnej generuja modele globalne.

Jesli znany jest model lokalny, mozna zastosowaé tzw. metode residuéw
wazonych.

Réwnowazny model globalny

Zapisujemy réwnanie rézniczkowe jako warunek zerowania residuum
R(z) = EAU"(z) + p(z) =0

Poszukujemy rozwigzania przyblizonego u dla ktérego
R(x) = EAW" () + pa(x) # 0

W metodzie residuéw wazonych zadamy aby

/l w(z)R(x)de =0 Yw #0

Warunki brzegowe musza by¢ spetnione
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Metoda residuow wazonych

Stabe (globalne) sformutowanie

Podstawiamy za residuum

l
/ w(EAY" + py)dr =0 Yw
0

l l
/ w EBAv dx + / wpedr =0 VYw
0 0

Catkujemy przez czesci aby obnizy¢é wymagania odnos$nie ciggtosci

l l
—/ w EAv'dx + [w EAu’]f) + / wpdr =0 Yw
0 0

Naturalny warunek brzegowy jest wprowadzany do cztonu brzegowego,
podstawowy warunek brzegowy nalezy spetnic.
Dopuszczalna jest aproksymacja funkcja o ciagtoéci CV.
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Metoda residuow wazonych
Zasada prac wirtualnych
Staba forma réwnania MRW

I l
/ w EAv'dz = [w EAu’]é —|—/ wpdr  Vw
0 0

Funkcja wagowa jest interpretowana jako wariacja przemieszczenia
podtuznego du

I l
/ ou’ BAu'dz = [du EAu’]é —|—/ dupydr Vou
0 0

Przepisujemy w postaci zasady prac wirtualnych

l l
/ deg Ndz = [du N]f) —I—/ oupzdr, Win = Wext Vou
0 0

Przemieszczenie wirtualne du spetnia jednorodne podstawowe warunki
brzegowe (jest kinematycznie dopuszczalne).
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Rozwigzanie przyblizone
Metoda Bubnowa-Galerkina

Stabe sformutowanie problemu brzegowego

l l
/ w EAu'dx = [w EAu’]é +/ wpg,dr Vw plus w.b.
0 0

Zatézmy aproksymacje globalng @ w postaci
ﬁ:¢o+z¢i0i:¢o+¢c
i=1

¢0,¢i,i = 1...n — (znane, liniowo niezalezne) funkcje bazowe

(¢0o spetnia niejednorodne podstawowe w.b., ¢; spetnia jednorodne podstawowe w.b.)

¢; — (nieznane) wspdtczynniki

Funkcja wagowa jest aproksymowana z uzyciem tych samych funkgcji
bazowych

w—Zqﬁzb = ¢b

Podstawiamy aproksymacje do rownanla catkowego, ktore ma by¢
spetnione dla kazdego b;, | otrzymujemy ukfad n réwnan algebraicznych
o n niewiadomych ¢;, ktéry tatwo rozwigzad.
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Metoda elementéw skonczonych

Przyktadowe zagadnienie

Rozwigz problem brzegowy

u'(2) + 60 =0 we(0,1), wb w(0)=1, v'(1)=—7

stosujagc MES w sformutowaniu Galerkina i 2 elementy z interpolacja
liniowa.

Rozwigzanie analityczne
u”(z) = —62°

u'(z) = —22° +C

1
u(x) = —5374 +Czx+ D

o 1 3
analit 4
_ = < 1
u = 2x +2x+
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Metoda residuow wazonych

Model globalny otrzymany MRW
1
R =u"(x) + 62%, / w(x)R(zx)de =0 Yw #0
0

1 1
/ wu dx —|—/ w6r?dr =0 Yw
0 0

Zaktadamy, ze rozwiazanie dokfadne ma ciggtoé¢ C!

Sformutowanie stabe
1 1 1
—/ w'u'dx + [wu'l, +/ wbridr=0 Yw |-(=1)
0 0

/ w'v'de —w(1)u' (1) + w(0)u'(0) — / w6zdr =0, u(0) =1
0 0

Na podstawie w.b. /(1) = —1, warto$¢ u’(0) jest nieznana
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Dyskretyzacja MES

2 elementy z liniowa interpolacja
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Funkcje ksztattu

Topologiae=1 1=1 7=2 Ni—1— 25 —1_9g°
e=2i=2 j=3 Lo B
. e o N]:l—eZQZU
Transformacja z¢ € (0,1°)
__ e e N:[N“N]]
r=x"4+a
a' =0, a>=0.5 de:[ui]
Uy

Aproksymacja Bubnowa-Galerkina

urut=Nd°, wrw*=Nb=b'NT
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Réwnania MES

Réwnanie catkowe dla elementu skonczonego
1° e
/ w'u'dz® — wl)u' (1°) + w(0%)u' (0°) — / w 6x°dz® =0 Yw
0 0

1° €
/ w'u'dz® — w(l)u' (1°) + w(0%)u'(0%) — / w 6(z° + a®)?dz® =0
0 0

Podstawiamy interpolacje v = Nd°, w=b'N"', zadamy spetnienia Vb
1© 1€
/ bTN’TN’dedxe—bTNT(le)u’(le)+bTNT(Oe)u’(Oe)—/ b" N 6(x+a%)dz®=0 v

0 0

Uwaga: pochodne na brzegu u/(0°) i u’(I) nie s3 aproksymowane.
le

/ N'"N'd®dz*—~N"(1°)u/ (19)+N"( / NT6(z°+a%)’dz® = 0
0

Podstawiamy NT(I¢) = [ 2 } . NT(0°) = [ }

le
/ N/TN/dxede—[_u ] / N'6(z° +a%)*dz® =0
0
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Réwnania MES
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Macierze elementu skonczonego

o0
8

b

o1
8

/N’TN’dxede—[_u(ge } /NT69[;+a)d =0
0

K® = /0 | N''N'dz®, p°= /O | N'6(x+a%)’da’, pf= [ —u@f’(gg’? ]
Pochodne funkgji ksztattu N/ = [-2, 2]
Macierzowe réwnanie MES
K*d® —pj —p° =0
Kd* =p° +p;
Model numeryczny na poziomie elementu
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Obliczenia

T .
NG

Obliczamy macierze dla kazdego elementu

0.5 .
-2 2 =2
K1:K2:/ [ —2 2 dxe:[ }
0 2 | [ ] -2 2
0.5 1 7
1 1 — 2.’13' 172 1 00625
_/0 [ ort | Sl@)de = [ 0.1875 ]

0.5 . 2)
2 1 2$( (2) (2) 0.6875
P = /0 [ go@ | 6@ +05)ds 1.0625
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Globalny uktad réwnan

IO,
0 o 05
Agregacja (assembly)

Dodajemy macierze elementowe do wyzerowanych macierzy globalnych
zgodnie z topologia

K=Y K¢, d=) d°, p=)> p°, po=) pi.

= W

Kd=p+ps
2 —2 0 U1 0.0625
K=| -2 242 -2 | d=|w | p=/| 08750
0 —2 2 Uus 1.0625
—u'(0) —u/(0)
py= | W) —u(0%) | = 0
u'(1%) u'(1)
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Warunki brzegowe i rozwigzanie

Uktad 3 rownan o 5 niewiadomych

2 —2 0 i 0.0625 —/(0)
-2 4 =2 up | = | 0.8750 | + 0
0 -2 2 us 1.0625 W (1)
ale mamy jeszcze warunki brzegowe u; = u(0) = 1 oraz v/(1) = —0.5!

Uwaga: do tego momentu rozwigzanie jest niezalezne od warunkéw
brzegowych.

Uktad 3 rownan o 3 niewiadomych

2 -2 0 1.0 0.0625 —(0)
2 4 -2 u, | = | 08750 | + 0
0 -2 2 us 1.0625 —0.5

Najpierw rozwigzujemy réwnania 2 i 3, potem réwnanie 1

up = 1.71875, us =2, u/(0) =15

VAY) [an] KTl
Metody obliczeniowe, 2020 (© J.Pamin PIg [ 7



Rozwigzanie
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Poréwnanie rozwigzania przyblizonego i analitycznego

v e;‘;%‘ : . S Compar f ok e);g% :
Rozwiazanie Pochodna rozwigzania

WY [l KTh
Metody obliczeniowe, 2020 (© J.Pamin @ \/'/\'.“



