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Model obliczeniowy i dyskretyzacja

Wymagania wobec modelu

W modelu obliczeniowym MES musimy zagwarantowac:
> ciggtos¢ przemieszczen (w weztach, gdzie tacza sie elementy)
> spetnienie kinematycznych wiezéw podporowych

> spetnienie warunkéw réownowagi dla catego uktadu i dowolnego
poduktadu (np. wezta lub elementu)
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Model obliczeniowy i dyskretyzacja

Proces dyskretyzacji - generacja siatki

Konstrukcje kratowa zamieniamy na uktad dyskretny, skfadajacy sie ze

zbioru weztéw i zbioru elementéw
Proces dyskretyzacji zawiera nastepujace operacje:

> numeracja weztéw

» numeracja elementow

> zapisanie relacji przylegania miedzy pretami i weztami (topologia

uktadu)
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Opis elementu skonczonego kratowego (2D)

Definicje wielkosci mechanicznych

Definicje przemieszczenia, odksztatcenia i sity przekrojowej w precie
rozcigganym (Sciskanym)

u(z) = {u(z)}, e(x) ={eo(x)}, s(x)={N(z)}

Réwnania kinematyczne i fizyczne dla punktu
P(x,y,z) = P(x,0,0) = P(x) na osi preta
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N=FA-¢g — s=De, D=[FA4]
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Opis elementu skonczonego kratowego (2D)

Aproksymacja pola przemieszczenia w lokalnym uktadzie wspotrzednych
elementu 0z°

Liczba lokalnych stopni swobody wezta [ss,, = 1 and element [ss® = 2.

£=- d,, = {u}
= 7 w — \Uw
2 le [1x1]
1 e _ d° = {JT,JS} = {uf, u3}
l ds = ug [2x1] )
T ) = {u©} =N - d° -
[1x1] [1x2] [2x1]
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— gdzie £ = m bezwymiarowa wspétrzedna

.ﬂh‘
)

Metody obliczeniowe, 2020 (© P.Plucinski [P

Opis elementu skonczonego kratowego (2D)

Aproksymacja pola odksztatcenia i sity podtuznej w ES w lokalnym
uktadzie wspétrzednych 0z°

o(¢) = {eo(€)} =LN(¢) d° =B(¢) - d° =[ -} £ }.[ 1]

[1x1] [1x2] [2x1]

S(€) ={N(©}= D -B()- d° =[BA]-[ -F & ].[ ié]

[1X1] [1)(1] [1><2] [2}(1]

Macierz sztywnosci elementu w lokalnym uktadzie wspoétrzednych

_ EA\C 1 -1
K¢ = | BTDBdz = ( = | -
2x2) / ! (L) {—1 1}
0
YAy
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Opis elementu skonczonego kratowego (2D)
Opis elementu kratowego w globalnym uktadzie Ozy

Liczba globalnych stopni swobody wezta LSS, = 2, a elementu
LSS® =4
(c = cosa®, s = sin a®)

YA
d,, :{uwavw}
[2x1]
d® ={di,dy,ds,ds} =
[4%1] { 1,Q@2,43, 4}

= {uy,v1,u2,va}

dq
d2 — T . g¢
d3 [2x4] [4x1]
dy

de :TeT_ ae
[4x1] [4x2] [2x1]

Y] [5] KTl
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Opis elementu skonczonego kratowego (2D)

Transformacja macierzy sztywnosci elementu

YA

d, .

1

dj IdQ x

Macierz sztywnosci elementu w uktadzie globalnym:
e
cc cs —cc  —cs

K¢ — (TTKT)* = EA ¢ cs 8§ —cS —Ss
[4x4] -\ L —cc —cs cc  cS

—CS —S8S CSs SS

c =cosa, s =sina®
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Schemat blokowy algorytmu rozwigzania zagadnienia
statyki MES

Obliczenie macierzy
sztywnosci i wek-
toréw obcigzen dla
elementéw

Dyskretyzacja Agregacja

Powrét do elementu:
obliczenie sit przy-
weztowych w elemen-
tach

Uwzglednienie Obliczenie wektora
warunkéw przemieszczen wezto-
brzegowych wych i wektora reakgji

Réwnowaga uktadu Réwnowaga elementu
Kd=w+z+r (orazw.b.) fe = K°d® — z°

YAY [ T
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Przyktadowe obliczenia kratownicy 2D

Definicja problemu i dyskretyzacja

Sztywnoéé EA = 10*kN

Elem.1: =4, ¢=0,s=1
Elem.2: =5, —¢=0.6, s =0.8
Elem.3:1=3,¢c=1,s=0

Macierz topologii
1 3
TOP=1| 2 3
3 4
T¢ — cosa® sina® 0 0
o 0 0 cosa® sinaf
cc cs —cc —cs
Ke — FA cs ss —cs —8s§
3 ax4] L¢ | —cc —cs  cc  cs
' ' —cs —S8s cs SS

YY) [y] KTt
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Przyktadowe obliczenia kratownicy 2D

Macierze sztywnosci elementéw w globalnych wspotrzednych i agregacja

L0 00 0 0 0o 0 1
Kl- 100 1 0 -1 | _| 0 2500 | 0 —2500 2
T4 0 0 0 o | | 0 00 0| 5
L 0 -1 0 1 0 —2500 | 0 2500 | 6
, [ 036048 —0.36 0.48 720 —960 —720 960 3
K2 100 | —048 0.64 0.48 —0.64 | _ | —960 1280 960 —1280 4
~ 5 —0.36 0.48 0.36 —0.48 | — | —720 960 720 —960 5
| 0.48 —0.64 —0.48 0.64 960 —1280 —960 1280 6
L[ 1 0 -1 0 3333 0 -3333 07 5
K3 - 10° 0 0 0 0 |_ 0 0 0 0 | 6
T3 -1 0 1 0 | | —3333 0 3333 0 | 7
| 0 0 0 0 0 0 0 0] 8
1 1 -1
2
3
4
K= — 5
6
7
8

i KTlwl/
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Przyktadowe obliczenia kratownicy 2D

Zastepcze sity weztowe dla obcigzonych elementow i agregacja

6 Ze:/ NTp,(z)dz, N = [1—%,:;—6}
— o

Z5

30 1 (Tl)Tzl _ 60
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Przyktadowe obliczenia kratownicy 2D

Uktad réwnan, warunki brzegowe, rozwigzanie

50kN/m  \ds

dy

Kd=z+w-+r

w’ ={0,0,0,0,35,0,0,0}
r’ = {Ri1, R2, R3, R4,0,0, R7, Rg}

Warunki brzegowe:
di=dy=d3s=d7s =dg =0, da = —0.01

Wykreslamy wiersze i kolumny dla ktérych
d; = 0, otrzymujemy uktad 3x3

L
[ee] ~ (=)} ol E= w N =

Kd=2+w-+¢
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Przyktadowe obliczenia kratownicy 2D

Rozwigzanie, przemieszczenia weztéw

1280 960 —1280
960 0+ 720 4+ 3333

—1280 0—-960+0

960 4053 —-960

1280 960 —1280
—1280 —960 3780

-0.0048
0.0112
LTy o
A
A

0—-960+0
2500 + 128040

[ —0.01 0
ds =| -75
| de 60

_ 0 -

l;’ﬁ;‘
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Przyktadowe obliczenia kratownicy 2D
Rozwigzanie, reakcje podpér (uwaga na btedy zaokraglenia)

r=Kd-z-w

-0 7 r 01 r 0 1
0 60 —88.00
0 0 23.81 150
—0.01 0 —31.74 3514
r=K — = A 91
—0.0048 —40 0190
0.0112 60 —026 0
0 —75 91.00 HOT
o 1 L o | L o |

Sprawdzenie réwnowagi uktadu:

Al 23.81
ZX — —150+35+91.00+23.81 = —0.19 ;
|31.74
Z Y = 120 — 88.00 — 31.74 = 0.26
Z M, = —150-44-35-4491.00-44+31.74-3 = —0.78
V! [y Tl
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Przyktadowe obliczenia kratownicy 2D

Powro6t do elementu celem obliczenia sit przyweztowych
Element 1
fl — Tl(Kldl _ Zl)
I
s | q [ 8800
’ ~ | —32.00 %\;—48
Element 2 I

f'Q — T2 (K2d2)

Q2 — 5
Eak I_,2_[—39.60]

39.60
Element 3 ﬁ
f'S — T3(K3d3 . Z3) .
5 &5 Wykres sit normalnych
— 6
=1 | e _ [ 59.00
; | 91.00 Sprawdz réwnowage wezta 3

) [ KT
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Kratownica ptaska - drugi przyktad

Zdefiniowanie zadania i dyskretyzacja

10 kN

\4

©)

3m A=0.001m

X é losiadanie dq 2 ds3
|
1

Y] [5] KTl
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Kratownica ptaska - drugi przyktad

Dane wejSciowe

Macierz topologii

Macierz sztywnosci K° 1 2

TOP=| 2 3

EA _EA 1 3
e ey le le
K¢ (EA,I) = A EA
[e [e

Sztywnos$¢ przekrojowa
EA=1-10"
Macierz transformacji T
e . | cosa sina O 0
T(cos o, sin ) = 0 0 cosa sina

A
)

P L] KTl
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Kratownica ptaska - drugi przyktad

Obliczenie macierzy transformacji oraz macierzy sztywnosci w lokalnym i
globalnym uktadzie wspoétrzednych dla elementu 1

2 — 3 40—, l(l):\/x(1)2+y(1)2
B Y
cosa™ = ) sino = 6
Y=y1,\ T! — T¢ ( cos Otl, sin al)
a'=0° p_[1 000
1 :=X1 2 0 0 1 0
o eerma 1) o1 [ 33333 —3.3333] 4
K K(EA, ) K = [ —3.3333 3.3333 10
3.3333 0 —-3.3333 0
1 _ m1T1ml 1_ 0 0 0 0| .43
K =T KT K= —3.3333 0 3.3333 0 10
0 0 0 0

) [3] KT
Metody obliczeniowe, 2020 (© P.Plucinski ‘ﬁ“{‘( L‘::—)J \/‘/\.J

Kratownica ptaska - drugi przyktad

Obliczenie macierzy transformacji oraz macierzy sztywnosci w lokalnym i

globalnym uktadzie wspétrzednych dla elementu 2
3

2@ = 3 @ g @ = \/x@)? +y@)2
[(2)’ 12
*=126.87° T? = T(cos a?, sin a?)

o _ [ —06 038 0 0
- 0 0 —06 0.8

COS Od2 =

K- K(BAI®) K| 2 ‘3}103

0.72 —-0.96 —-0.72 0.96

> T oo , | —0.96 128 096 —128 | 4
K*=T" K°T K= —0.72 0.96 0.72 —-0.96 10
096 —1.28 —0.96 1.28

) [3] KT
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Kratownica ptaska - drugi przyktad

Obliczenie macierzy transformacji oraz macierzy sztywnosci w lokalnym i
globalnym uktadzie wspétrzednych dla elementu 3

3
x1Y
~\O(3=90
vy 1 X

2B Z 0, 4B 4, z<3>—\/ 32 4 432

,_o®
cosa” =~y sina” =
T3 = T%(cos o?,sin o)

01 00
3 _
= [ 0 0 01 ]

- [ 25 —25
3 _ 103

K'=1 95 25 ] 10

0 0 0 0
0 25 0 -25

3
K= 0 0 0 0
0 =25 0 2.5

Kratownica ptaska - drugi przyktad

Agregacja macierzy sztywnosci elementu 1 do globalnej macierzy

sztywnosci uktadu

X[ X[ X X]-
JX %) X

11X
I~
2| X
3 X
L~
4 X

X
Agregacja - Element 1
3 4 5 6

X X|X X
3 XX g
X X|X X

[} S N w

X
I
=

3.3333 0 —3.3333

0
—3.3333

o O O

0
0

0
0
0

(VAR l
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1 gl
Kig Kqa
1 gl
Kag Koy
1 gl
K3z K3
1 gl
Kaz K
o 0
o o0

0
3.3333
0
0
0

o o o o o o
o o o o o o

O O OO OO
OO OO OO

103

103
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Kratownica ptaska - drugi przyktad

Agregacja macierzy sztywnosci elementu 2 do globalnej macierzy
sztywnosci ukfadu

[ K, K, Kig Ki, 0 0 ]
2 440 o Ky Ky Kig K3y o o
[+ [+]+
-, N K — Kz K3y Kgg+ K3 Ky, + K3y Kig K,
T+ |+ + o k1l k1l Kl 4+ k2 K1 4 K2 K2 K2
N ) S a1 Bas B3 ) 21 “a4 ] 22 23 24
/+ +|+ P o 0 K3, K3, K3s K3y
_ | o0 K K3,  Kiz Ki;
Agregacja - Element 2
2 3 4 5 6
1RO X X - 3.3333 0 —3.3333 0 0 0 7
2 XX 00 0 0 0 0
3 X % X |+ K — —3.3333 0 4.0533 —0.96 —0.72 0.96 103
4 X X | ¥ |+ |+ o 00 —0.96 1.28 0.96 —1.28
5 \* + +’#’/ 00 —0.72 096 0.72 —0.96
6 + + |+ + L 00 0.96 —1.28 —0.96 1.28 |

KTl
AR m N
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Kratownica ptaska - drugi przyktad

Agregacja macierzy sztywnosci elementu 3 do globalnej macierzy
sztywnosci uktadu

[ ki) + K§) K, + K3, Kiq Ki, K, K3,
1 (1) 6 6 Cs) Ky + K5 Kgo+ K5y Kgg K3y K3, K3,
o N B M A A T S
K1 K1 Kl 4+ k2 Kl 4+ K2 K2 K2
OO0 a1 42 43 21 Bag 22 23 24
b %3 %3 2 52 K2, & K3. K2 4+ K3
O O O O 31 32 31 32 33 33 34 34
A o , | KD Ky K Ky  Kis+Kiy Kij+K§, |
gregacja - Element
1 2 3 4 5 6
QX X X0 © 3.3333 0 —3.3333 0 0 01
XXX XIOO 0 25 0 0 0 —25
XIXI|¥|X¥|+ |+ K — —3.3333 0 4.0533 —-0.96 —0.72 0.96 103
XXX ¥+ + o 0 0 —-0.96 1.28 0.96 —1.28
po + |+ @% 0 0 —-0.72 096 0.72 —0.96
OO+ +|@ | 0 —2.5 0.96 —1.28 —0.96 3.78

KTlwl/
(VY \\_ )
Metody obliczeniowe, 2020 © P.Plucifiski &Y



Kratownica ptaska - drugi przyktad

Wektor obcigzenia od sity skupionej i wektor zastepczych sit wywotanych
przez narzucone przemieszczenie

Kratownica ptaska - drugi przyktad

0
0

- 0
- 0
0

~10 |

0

0

0

dws =1 001
0

0
f=w—Kdy
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Uwzglednienie warunkéw brzegowych K — K, f—f

de

ds

0

K11 K19 K13 K12 K15 K16 0
Ko1 Koo Koz Koz Koz Kog 0
K31 K32 K33 Kzs K35 K3g d3
Ka1 Kqo Kz Kag Ka5 Kygp —A
K51 K55 Kse 0
Kes Kes Koo | de
10 0 O
01 0 O
|00 K0
00 0 1
00 O O
0 0 Kgz O

O = O O OO

WAV [0 KTl

S

N

N

_ 0D DD

=

ogmomu

A
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Kratownica ptaska - drugi przyktad

Wyznaczenie przemieszczen weztowych

d=K'f+dy,

>

ldG —3.111-1073

0
0 ds =5-1074
d= 00 21077 i _
—1 dy=1-10"3
0
| —3.1111 | -

Kratownica ptaska - drugi przyktad

Wyznaczenie reakcji podporowych

rs = 1.667

r=Kd-w _>“>

[ —1.6667 |

[ ry = 1.667

WY ] KTh
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2.2222
1.6667

ro = 7778

=P

A
)

Metody obliczeniowe, 2020 (© P.Plucinski [P

ry = 2.222

AN Bl
&

AR

Lj S



Kratownica ptaska - drugi przyktad

Powr6t do elementu - sity przyweztowe - wykres sit podtuznych
Element 1

r1 — Tl (Kldl)

dy
1 _ do
d —[;Z]’ r1_{—1.6667}

1.6667

Element 2

I‘2 — T2 (K2d2)

d2 _ ZZ
e L[ 277
S| —2.7778

7.778

Element 3

r3 = T3(K3d3)

dy

3 __ d
d —[ﬁ]’ , [ 7778
— | —rTs

LY
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