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Macierz sztywności i wektor obciążenia elementu

Ke =
∫
Ae
BeTDeBehedxdy

pe =
∫
Ae
NeTfehedxdy

Ae, he – pole powierzchni i grubość ES
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Transformacja izoparametryczna
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Interpolacja składowych wektora
przemieszczenia

u(ξ, η) = N(ξ, η)un
v(ξ, η) = N(ξ, η)vn

un = {ui uj uk ul}
vn = {vi vj vk vl}

Funkcje kształtu

N(ξ, η) = [Ni Nj Nk Nl]

Ni(ξ, η) = 14 (1− ξ)(1− η)
Nj(ξ, η) = 14 (1 + ξ)(1− η)
Nk(ξ, η) = 14 (1 + ξ)(1 + η)

Nl(ξ, η) = 14 (1− ξ)(1 + η)
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Interpolacja współrzędnych
modelu

x(ξ, η) = N(ξ, η)xn
y(ξ, η) = N(ξ, η)yn

xn = {xi xj xk xl}
yn = {yi yj yk yl}

Funkcje kształtu

N(ξ, η) = [Ni Nj Nk Nl]

Ni(ξ, η) = 14 (1− ξ)(1− η)
Nj(ξ, η) = 14 (1 + ξ)(1− η)
Nk(ξ, η) = 14 (1 + ξ)(1 + η)

Nl(ξ, η) = 14 (1− ξ)(1 + η)
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Transformacja (pochodna łańcuchowa)

dx =
∂x

∂ξ
dξ +

∂x

∂η
dη

dy =
∂y

∂ξ
dξ +

∂y

∂η
dη
=⇒

[
dx
dy

]
=


∂x

∂ξ

∂x

∂η
∂y

∂ξ

∂y

∂η


J – macierz Jacobiego

[
dξ
dη

]
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Różniczkowanie funkcji wielu zmiennych

Pochodne cząstkowe funkcji f(ξ, η)
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=⇒


∂f

∂ξ

∂f

∂η

 =

∂x

∂ξ

∂y

∂ξ

∂x
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∂y

∂η


JT


∂f

∂x

∂f

∂y




∂f

∂x

∂f

∂y

 = J−T

∂f

∂ξ

∂f

∂η


Całkowanie∫

A

f(x, y)dxdy =
∫ 1
-1

∫ 1
-1
f(x(ξ, η), y(ξ, η)) detJdξdη
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Przykład - obliczenie macierzy przewodności
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Interpolacja współrzędnych modelu

x(ξ, η) = −2·
1
4
(1−ξ)(1−η) + 0·

1
4
(1+ξ)(1−η) + 3·

1
4
(1+ξ)(1+η)− 1·

1
4
(1−ξ)(1+η)

=
3
2
ξ + η +

1
2
ξη

y(ξ, η) = 1·
1
4
(1−ξ)(1−η)− 2·

1
4
(1+ξ)(1−η) + 1·

1
4
(1+ξ)(1+η) + 3·

1
4
(1−ξ)(1+η)

=
3
4
−
5
4
ξ +
5
4
η +
1
4
ξη
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Przykład - obliczenie macierzy przewodności

Jakobian

J =

 ∂x

∂ξ

∂x
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∂y

∂ξ

∂y

∂η

 = [ 3
2 +

1
2η 1 + 12ξ

− 54 +
1
4η

5
4 +

1
4ξ

]

detJ =
25
8
+ ξ +

3
8
η

Macierz przewodności k = 100, h = 0.1

K =
∫
A

BTkhBdxdy, B=


∂N
∂x
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∂y

=J−T
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3
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−
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4
ξ+
5

4
η+
1

4
ξη

Macierz dyskretnych związków kinematycznych

B =
1

25 + 8ξ + 3η

[
−5 + 2ξ + 3η −2ξ − 2η 5 + 3ξ + 2η −3ξ − 3η
−1 + 4ξ − 3η −5− 4ξ + η 1 + 2ξ − η 5− 2ξ + 3η

]
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Przykład - obliczenie macierzy przewodności

Pochodne funkcji kształtu
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Przykład - obliczenie macierzy przewodności

Macierz przewodności k = 100, h = 0.1

K =
∫
A

B(x, y)TkhB(x, y)dxdy

=

∫ 1
-1

∫ 1
-1

B(x(ξ, η), y(ξ, η))TkhB(x(ξ, η), y(ξ, η)) detJdξdη

K =

 8.9488 −1.0827 −3.7421 −4.1240
−1.0827 6.1570 −1.8099 −3.2644
−3.7421 −1.8099 5.7670 −0.2149
−4.1240 −3.2644 −0.2149 7.6034
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