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Plan prezentacji

Woprowadzenie

Wyprowadzenie uktadu réwnain MES
m Ramowy element skoriczony

Przyktad
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Pkr
S
Sztywno$¢ gietna jest zwiekszana przez site P, =
rozciagajaca, a zmniejszana przez site
Sciskajaca. Wystarczajaco duza sita
Sciskajaca redukuje sztywno$¢ na zginanie
do zera powodujac wyboczenie konstrukcji. - E—
w
)\Pl L)\P)z l /\P3

m liniowa sprezystos$é: o, = Fe,
m obcigzenie statyczne jednoparametrowe
m uktad idealny (bez imperfekcji)

m nie zaktada sie zasady zesztywnienia Z,w
1
eo(@) = /(@) — 2" (@) + 5 (w'(2))” /Y




Wyprowadzenie uktadu réwnan MES

Kryterium energetyczne

O=U-W

m & — catkowita energia
m U — energia sprezysta: U = £ [ e,0,dV
1%

m W - praca sit zewnetrznych: W = d'f

m d — wektor stopni swobody (przemieszczen weztowych)
m f — wektor sit zewnetrznych
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Wyprowadzenie uktadu réwnan MES

Kryterium energetyczne

O=U-W

m & — catkowita energia
m U — energia sprezysta: U = £ [ e,0,dV
1%

m W - praca sit zewnetrznych: W = d'f

m d — wektor stopni swobody (przemieszczen weztowych)
m f — wektor sit zewnetrznych

Warto$¢ sity podtuznej przed wyboczeniem

Al
- =&z, Oz =

l ) Oy = EEz, Ex = ’LL, — N(J:) = EAU/(JZ‘)

==
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1
U:—/ €4,0,dV
2 v
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1
Uz—/ g 0p dV
2 )y
Ee,
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
U= -/ E=2dV
2 1%
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
U= -/ E=2dV
2 1%
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
U= —/ Ee;dV
2Jv
1 2
/ E (u' —zw” + —w'2) dv
v 2
Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

U:

| —
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
= —/ EezdV
2)v
1

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

1 & 1 ?
_ el ell - el2 e
U—2Z /EE<u Zw —|—2w >dV
e=1
E 1€
U:%Z{/ {/E(u 12,2 e//2+ WA 2 w4y e 2 — zwe”we’2)dAe}dxe}
=il 0 Ae
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
U= —/ Ee2dV
2 1%

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

1& 1 °
U= 52 {/ E <ue/ — zw®"” + gwe'2> dVe}
e=l €
e[ [
U:§Z{/ {/E(ue'2+z2we”2+ %we“}—QZue/we"+ue’we’Q—zwe"wea)dAe}dxe}
e=1-70 A czton nieliniowy, przy linearyzacji = 0
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
= —/ EezdV
2)v
1

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego
1& 1 ?
U= 52 {/ E <ue/ — zw®"’ + gwe'2> dVe}
U:%Z{/ {/ e/2+ 2,612 220 we e e 2 Zwel/weIQ)dAe}dxe}
O €

e=1
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
U= -/ E=2dV
2 1%

1 / " 1 2 ?
U=—-[ E(u —zuw" + -w dVv
2 [y 2
Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego
1 & 1 ?
U= 5 EZ {/Ve E <ue/ — 2w + §w8'2> dVe}

e=1

1 5
U=3> :{ / (EAeue'2+EIZwe”2+EAeue'we'2)dme}
0

e=ll
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
U= —/ Ee,dV
2
%
1 / " 1 2 ?
U==-[ EFlu —z2w" + -w dVv
2 )y 2
Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego
1.E 1 2
_ el ell el2 e
U_iz_;{[/eE(u — Zw —|—§w )dV}

(&

lE
/ (BA“w*+EIgw" [BAS we'2)d:ce}
0
sita podtuzna N¢(z)
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Kryterium energetyczne

Energia sprezysta

1 2
U= —/ Ee,dV
2
%
1 / " 1 2 ?
U==-[ EFlu —z2w" + -w dVv
2 )y 2
Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego
1.E 1 2
_ el ell el2 e
U—iez_;{/veE<u — Zw —|—§w )dV}

lE

lE
Uzﬁz{ / (BA“u*+EIgwe" Ne(:z:)we'2>dxe}
e=1 0

M
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Dyskretyzacja

Element ramowy
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Dyskretyzacja

Element ramowy
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Dyskretyzacja

Element ramowy

Ugiecie w(z)® = N,,d¢, N, =[0 Hf HS 0 HS H]
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Aproksymacja

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

e

1 E
U= 52{ / (BA“u"+ BIgwe" Ne(x)we'z)dxe}
0

u(z)® = Nod® = N,T°d,  w(z)® = N,d® = N, T°d
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Aproksymacja

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

1

1 E
U= 52{ / (BA“u"+ BIgwe" Ne(m)we'z)dxe}
0

e=ll

u(z)® = N,d® = N, Td, w(z)® = N,d¢ = N, T°d

=
U=§Z{/o (BA“a™@ "N, "N T d+ BI;d TN NG T
e=1

+ NE(x)dTTeTN;UTN;UTed)dxe}

M
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Aproksymacja

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

1

1 E
U= 52{ / (BA“u"+ BIgwe" Ne(m)we'z)dxe}
0

e=ll

u(z)® = N,d® = N, Td, w(z)® = N,d¢ = N, T°d

1A
U=d" Z{ /0 (EA@TeTN;TN;Te+EI;T@TN;{,TN;{,T8
e=1

+ N@(x)TeTN;UTN;UTe)dxe} d

M
Metody obliczeniowe, 2022 © J.Pamin [PI€



Aproksymacja

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

e

E
U:%Z{/O (EAEUEI2—|—EI; e//2 Ne( ) elQ)dxe}

u(z)® = N,d® = N, Td, w(z)¢ = N,d® = N, T°d

1 = e
U=:d" {ZTeT /O (EAEN;TN; + EIZNZ,TNZ,> S
e=1

+ ZTGT )N, "N dxeTe} d




Aproksymacja

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

1.E e e or2 e en? e o2\ e
U:§;{/O (EA u* + ELw 4+ N¢(z)w )dx
u(z)® = N,d® = N, T¢d, w(z)® = N,d* = N, T°d

K¢ — liniowa macierz sztywnosci

1 T 2 eT ‘ eny/ TN/ eny” T/’ e e
U=d ;T /O(EA N, "N/, + EISNY, Nw>dm T

E e
+ > 1t / N¢(z)N', "N/, da® T° } d
e=1 0

K¢ — macierz wstepnych naprezen

b TR
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Aproksymacja

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

0

i3]

e=1

le
/ (EAeue/2—|-EIyewe“2+ Ne(x)we'Q)dxe}

U(l‘)e = Nude — NuTed, ’(,U(x)e = Nwde = NwTEd

1 E E
U= idT (ZT”KET@ = ZT”K;TS) d

e=1 e=1
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Aproksymacja

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

1€
/ (EAeu€'2—|—EI§we'/2—|— N¢ (x)welg)dxe}
0

w(z)® = N,d* = N,T°d,  w(z)° = N,d° = N, T°d

1T EeTee EeTee
U= ;T KT +;T KET® | d

K K,
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Aproksymacja

Energia sprezysta uktadu zdyskretyzowanego

N
U:§Z{/ (EAeue'2+E‘I;we”2+ Ne(m)welz)dxe}
0

e=ll

u(z)® = N,d® = N, Td, w(r)® = N,d* = N, T°d

1
U:idT(KJrKU)d
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Réwnanie MES dla zagadnienia wyboczenia

Catkowita energia

1
<I>:§dT(K+Ka)d—de
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Réwnanie MES dla zagadnienia wyboczenia

Catkowita energia

1
<I>:§dT(K+Ka)d—de

Minimalizacja energii

50 =0= (K+K,)d—f=0
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Réwnanie MES dla zagadnienia wyboczenia

Catkowita energia

1
<I>:§dT(K+Ka)d—de

Minimalizacja energii

50 =0= (K+K,)d—f=0

Réwnania dla dwoch sasiednich stanéw réwnowagi — przed i po

wyboczeniu —

(K+K,)d' =f

(K +K,)d? = f /_ = (K+K;)Ad =0
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Réwnanie MES dla zagadnienia wyboczenia

Catkowita energia

1
<I>:§dT(K+Ka)d—de

Minimalizacja energii

50 =0= (K+K,)d—f=0

Réwnania dla dwoch sasiednich stanéw réwnowagi — przed i po

wyboczeniu —

(K+K,)d' =f

(K +K,)d? = f /_ = (K+K;)Ad =0

To réwnanie jest spetnione dla
det (K+K,) =0 albo Ad =0
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Réwnanie MES dla zagadnienia wyboczenia

Catkowita energia

1
<I>:§dT(K+Ka)d—de

Minimalizacja energii

50 =0= (K+K,)d—f=0

Réwnania dla dwoch sasiednich stanéw réwnowagi — przed i po

wyboczeniu —

(K+K,)d' =f

(K +K,)d? = f /_ = (K+K;)Ad =0

To réwnanie jest spetnione dla
det K+ K,)=0
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Statecznos$¢ preta w MES

Ne : EA® 0
Ne:[Nf‘:}, B°=LN° L= dsé2 , DE:{ o Ere
_dze2
r EA EA 1°¢
— 0 0o —— 0 0
1 1
12EI  6EI 12EI 6EI
13 12 U 13 2
6EI  4BI 6EI 2FEI
K® — 12 l B l
EA EA
—— 0 (| 0 0
1 1
12EI  6EI 12EI  6EI
O 7 = 0 B2
6EI  2EI 6EI AEI
0 — — 0 —— —
L 12 l 12 1

Yy KTl
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Statecznos$¢ preta w MES

Macierz wstepnych naprezen — element ramowy

Obciazenie jednoparametrowe f

K¢ = / N¢(z)N’, "N/ dz*
0

l/\pl /\pz APs
00 0 0 0 o01]°
0 36 3l 0 —36 3I
e N°() o 31 42 0 -3 —I? - senie konfizuracyine F
= e 0 0 0 0 0 0 Obciazenie konflguracyjnef
0 —36 —31 0 36 -3l lpl |
0 31 -2 0 -3 4?

f =\ = K = K¢
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Wyboczenie ramy

Algorytm MES

Statyka — wyznaczenie sit podtuznych

Kd=f= N°= K¢
Wyboczenie — problem wtasny

(K + AI_{U)Ad = 0 = A\« = Ad - forma utraty statecznosci
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Przyktad

Wspornik

Po obliczeniach dla stanu przedwyboczeniowego:

N(z)=-1

“t
ds ds
E AL N1 ds de

dli jd4 X

AN\
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Przyktad

Wspornik

(K+M\K,)Ad =0

7t
do ds
E AL A1 ds dg
—>

d1 % 7 d4 X

AN\

]
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Przyktad

Wspornik

(K + \K,)Ad =0

Al?

Ab oy Al g @ 00 000 0 Ad;7 O
0 12 6/ 0 -12 6l 036 31 0-36 3l Ada 0
EIl o 6 42 0 612 | 1103l 420-3 -2 Adz [_ |0
B|.AZ o o AZ o 301/{0 0 000 O Adg |~ |0
0 -12-61 0 12 -6l 0-36 -31 0 36 -3l Ads 0
0 622 0 -6l 42 0 31 -I12 0 -3 412 Adg 0
1
da ds
y E AL N1 ds de
—
2 dy i jodi X

]
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Przyktad

Wspornik

(K + \K,)Ad =0

A

Ab oy Al g @ 00 000 0 0 0
0 12 6/ 0 -12 6l 036 31 0-36 3l 0 0
EIl o 6 42 0 612 | 1103l 420-3 -2 0 [_]|o
B|.AZ o o AZ o 301/{0 0 000 O Adg |~ |0
0 -12-61 0 12 -6l 0-36-310 36 -31 | || Ads 0
0 622 0 -6l 42 0 31 -I12 0 -3 412 Adg 0
1
do ds
y E AL N1 ds de
—>
7 dy i jodi X

B
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Przyktad

Wspornik

(K + \K,)Ad =0

Al?

Ab oy Al g @ 00 000 0 0 0
0 12 6/ 0 -12 6 036 31 0-36 3 0 0
EIl o 6 42 0 612 | 1103l 420-3 -2 0 [_]|o
la_ATZQOOATFOO 300/0 0 000 O Ady 0
0 -12-60 0 12 -6l 0-36 -31 0 36 -3l Ads 0
0 622 0 -6l 42 0 31 -I12 0 -3 412 Adg 0
B[22 0 o (oo o\[ads] [o
—| 0 12 -61[+ =036 -3L | || Ads [=]0
Blo laaz| o342/ ads] |o
“1
da ds
4 BAL 31 ds de
—
ﬂ d1 % 7 d4 X

]
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Przyktad

Wspornik

(K + \K,)Ad =0

Ab oy Al g @ 00 000 0 0

0
I
0 12 6/ 0 -12 6l 0 36 31 0-36 31 0 0
EIl o 6 42 0 612 | 1103l 420-3 -2 0 [_]|o
B|.AZ o o AZ o 301/{0 0 000 O Ady 0
0 -12-61 0 12 -6l 0-36 -31 0 36 -3l Ads 0
0 622 0 -6l 42 0 31 -I12 0 -3 412 Adg 0
Er[22 0 o 1 foo o\[ads] Jo
—| 0 12 -61[+A-=[036 -3 | || Ads |=|0
Plo -6 a2 0 -31 412 Ads 0
Ei[4F 0 o i||ve

0 12 6ll+r—|036-31||=0
Blo Zeraz| 3% o0-31 a2
di
do ds
A1 ds de

dy i J dy

E, A1

"
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Przyktad

Wspornik

(K + \K,)Ad =0
Ab oy Al g @ 00 000 0 0

0
I
0 12 6/ 0 -12 6l 0 36 31 0-36 31 0 0
EIl o 6 42 0 612 | 1103l 420-3 -2 0 [_]|o
B|.AZ o o AZ o 301/{0 0 000 O Adg |~ |0
0 -12-61 0 12 -6l 0-36 -31 0 36 -3l Ads 0
0 622 0 -6l 42 0 31 -I12 0 -3 412 Adg 0
Er[22 0 o 1 foo o\[ads] Jo
-5 0 12 -61[+A5=| 0 36 -3 Ads |=]|0
Plo -6 a2 0 -31 412 Ads 0
Al? EI
EIl%- 0 0 N 00 01 M = 2.486 -
0 12 -6l[+A=—=[036 -3l [|=0=
3 EI
Plo -eraz] 3% o0-31a2 A2 = 32181
“t
do ds
y E ALl A1 ds de
—
ﬂ d1 % 7 d4 X
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Przyktad

Wspornik

(K + \K,)Ad =0

Ab oy Al g @ 00 000 0 0

0
I
0 12 6/ 0 -12 6l 036 31 0-36 3 0 0
EIl o 6 42 0 612 | 1103l 420-3 -2 0 [_]|o
B|.AZ o o AZ o 301/{0 0 000 O Ady 0
0 -12-61 0 12 -6l 0-36 -31 0 36 -3l Ads 0
0 622 0 -6l 42 0 31 -I12 0 -3 412 Adg 0
Er[22 0 o (oo o ads] [o
| 0 12 -61[+A=[036 -3 | || Ads |=|0
Plo -6 a2 0 -31 412 Ads 0
EI EI
Ei[45 0 0 1000 AL = 2.486— = Pan = 2.467—
| 0 12 6L[A-1036 30 || =0= o !
0 -6l 412 0 -31 41 A2 = 32181
“t
da ds
E, A1l 31 ds de
—
ﬂ d1 % 7 d4 X
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Przyktad

Wspornik

Formy utraty statecznosci

Formy wyboczenia s3 wyznaczane z jednego z dwéch réwnan liniowo
zaleznych po podstawieniu odpowiedniej wartosci wtasnej

Adg
for A1 7\ for Ao

Adg
Ads = 0.4171-Adg

Ads = 0.1821-Adg
0 © z° 0 lIe z°
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