1 Interpolacja ogdlna i wielomianami

1.1 Na czym polega interpolacja?

Interpolacja polega na budowaniu tzw. funkcji interpolujacych ¢(x) na podstawie zadanych
wartosci f(z) zapamietanych w postaci dyskretnej. Postaé dyskretna tworza dwa zbiory liczbowe:

X =A{zg,z1,...,2,}
ktore nazywamy wezlami interpolacji, oraz wartosci pewnej funkcji interpolowane;j:

F={fo, fi,-. -, [u}

gdzie dla wygody zapisu f; = f(x;).
Istote interpolacji wyjasnia rysunek na ktérym pokazano wykres funkcji interpolowanej f(x)
i interpolujacej ¢(z).

Obie funkcje: interpolowana f(z) i interpolujaca ¢(z) na zbiorze weztéw X maja dokladnie
takie same wartos$ci liczbowe. Sa zatem spelnione warunki

o(x;) = f(xi), i=0,1,....n

na podstawie ktorych konstruuje sie funkcje interpolujaca o(z;).

1.2 Postaé ogdédlna wielomianu interpolacyjnego

Funkcja o(z;) w przypadku ogélnym jest przedstawiana najczesciej w postaci wielomianu
uogdblnionego, utworzonego z odpowiednio dobranych tzw. funkcji bazowych ¢;(x), i =
0,1,...,n.

3

p(x) = ag go(x) + ar d1(z) + ... + an Pn(z) = ) i ¢i(r) = ®(z) a,

gdzie wprowadzono oznaczenia:
®(x) = [po(x), ¢1(x), ..., ¢n(z)] — baza interpolacyjna

a = |ag, a1, ..., a,]’ — wektor wspdtczynnikéw (mnoznikéw) funkcji ¢(z) wzgledem
bazy ®(x).



1.3 Sformulowanie zagadnienia interpolacji funkcji jednej zmiennej

Kazda baza ®(z) ma spelnia¢ podstawowy warunek: funkcje ¢;(x), 1 =0,1,...,n
muszg by¢ liniowo niezalezne, czyli gdy zadnej z nich nie da sie przedstawi¢ w postaci

i—1 n
pi(x) = Zak dr(x) + Z ag op(z), i=1,2,... n.
k=1 k=i+1

W celu utworzenia konkretnej funkcji interpolujacej ¢(z), nalezy:
e przyja¢ odpowiednia baze ®(z)
e wyznaczy¢ wartosci liczbowe wszystkich jej wspotezynnikow a;, 2 =0,1,...,n
e sformulowaé¢ wielomian o(z;)

Wielomian ma postac:

o(x;)) =®(z;)a=f;, i=0,1,...,n lub Ua="f. (1)
Po wprowadzeniu oznaczenia u;; = ¢;(x;), 4,5 =0,1,2,...,n otrzymujemy
Upo Up -+ Upo ag Jo
U PR [ B S 2)
Uop Uln - Upn (079 fn

Baza ®(x) utworzona jest z funkcji liniowo niezaleznych det(U) # 0. Uktad réwnan (1) ma
jednoznaczne rozwiazanie: wyraza sie wzorem:

a=U"f. (3)

1.4 Bazy interpolacji
Najczesciej stosowanymi, a zarazem najprostszymi bazami interpolacji sa:
1. baza jednomianowa dla ciagtych funkcji na skonczonym odcinku [a, 0]

®(x)=[1, x, 2*, 2° ..., 2"],

2. baza trygonometryczna dla okresowych funkeji f(x) na odcinku [—, 7]

d(x) = [1/\/5, sinx, cosz, ...,sinnz, COSﬂ.’IJL

Nie kazda baza interpolacyjna nadaje sie rownie dobrze do rozwiazywania konkretnych zadan.
Dlatego staje si¢ niezbedne dostosowanie bazy do specyfiki rozwigzywanego problemu.



1.5 Interpolacja wielomianowa (algebraiczna)

Ten rodzaj aproksymacji jest najprostszy. Ma on jednak ograniczone zastosowanie, zwlaszcza
gdy zachodzi konieczno$¢ postugiwania sie wielomianami n > 10. W tym przypadku algorytm
metody staje sie niestabilny i wrazliwy na btedy zaokraglen. Dla wielomianéw stopni n > 10
w obliczeniach pojawia tzw. efekt Rungego, polegajacy na tym, ze wielomian interpolacyjny
przybliza funkcje interpolowang w sposéb niejednostajny. Wielomian ten wykazuje oscylacje
wzgledem funkeji f(x) w poblizu jego koncow osiagajac tym wieksze wartosci im wyzszy jest
stopien n wielomianu.

Przyjmujemy baze jednomianowa
®(r) =1, z, 22, 2% ..., 2"],
i budujemy wielomianowsg funkcje interpolujaca
o) =ay+arr+ayr® Fasz® + ... Fa,a” (4)

Uktad rownan Ua = f przyjmuje teraz postac:
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z ktérego w sposob jednoznaczny mozna obliczy¢ wspélezynniki a wielomianu (4).

1.6 Przejscie do bazy Lagrange’a
Stosowanie wzoréw:
a=U"'f — o) ==&xa=&@)U'f=N()f,
w celu zbudowania nowej bazy:
N(z)=®(z)U ' = [LQ(&T), Li(z), ..., Lp(x) }

w przypadku ogélnym jest niewygodne ze wzgledu na duza zlozonos¢ obliczen. Dlatego tez
elementy tej bazy nazywanej baza Lagrange’a zostang wygenerowane w inny sposob.
Przyjmujemy funkcje interpolujacg stopnia n w postaci wielomianu interpolacyjnego
Lagrange’a
N(x) = L'(x) = fo Li(2) + fu L} (@) + ...+ fu L2(a). (5)
Jezeli zalozymy, ze
£=1[0,0,...,1;...,0,0,]", (6)
to na podstawie (5) otrzymamy
L*(x) = Li (). (7)

czyli w szczegbdlnym przypadku funkcja interpolujaca L™(x) jest identyczna z bazowa LI (x)
i musi zgodnie z (6)



e zerowac si¢ we wszystkich weztach z; dla ktorych j # ¢,

e przyjmowaé wartos¢ jednostkowsg w wezle x;, czyli

Ln( ) S 5ij =1, gdy t=7,
i \Lj) = 045, . .
S ’ 5ij =0, gdy i#}J.

Z powyzszego wynika, ze funkcja bazowa LI'(z) musi mie¢ postaé:

L z;) =Ci(x —x0) (x —21) ... (x—xim1) (& —i3q) ... (2 —xp).

Poniewaz w wezle x; wielomian ten przyjmuje warto$¢ rowna 1 otrzymujemy

Stad otrzymujemy
Ci = !
! (fL’Z — ZE()) (l‘z — .171) e (I’Z — ZL‘i_l) (ZEZ — :L‘i—i—l) e (ZEZ — l‘n) '

Po podstawieniu do (8) i- ta funkcja bazowa Lagrange’a ma postaé

In— (x—xo) (z—x1) ... (x— i) (x —2441) ... (x—zp)
¢ (ZEZ — 1’0) (ZL’7 — ZEl) Ce (IZ — 1’7;_1) (ZL’Z — ZL’7;+1> e (ZL’Z — ZL’n)
j=n
L = r=
o i T X
Jj=0,j7#i

2 Aproksymacja wielomianami i ogélna

2.1 Zasadnicza réznica pomiedzy interpolacjg a aproksymacja

(10)

Aproksymacja roézni sie od interpolacji funkcji tym, ze dla wyznaczania wspotczynnikow
wielomianu aproksymacyjnego (nie interpolacyjnego!) nie korzysta sie z warunkéw ¢;(x) = f;.
Oznacza to, ze wielomian aproksymacyjny na zbiorze X nie musi przyjmowac¢ wartosci funkcji

aproksymowane;j.




2.2 Aproksymacja optymalna

Stopien wielomianu aproksymacyjnego nie ma wiec zwiazku z liczba elementéw zbioru X, a wyz-
naczanie niewiadomych a; musi by¢ realizowane inng metoda.

Wybor tego sposobu decyduje o wtasnosciach stosowanej aproksymacji, ktéra w pewnym okreslonym
sensie powinna by¢ najlepsza (optymalna). Rozwiazanie problemu aproksymacji optymalnej
wymaga:

e przyjecia odpowiedniej bazy funkcyjne;j
e ustalenia kryterium oceny jakosci aproksymacji, ktére stuzy do jednoznacznego okreslenia

wartosci a;.

Mozna stwierdzi¢, ze aproksymacja funkcji f(z) za pomoca funkcji ¢(x) jest tym lepsza, im te
dwie funkcje mniej réznia si¢ od siebie.

2.3 Kryterium jakosci aproksymacji

Jedli funkcja f(x) okreslona jest tylko za pomoca skoniczonego zbioru jej rzednych to wartosci
réznicy |f(z) — ¢(x)| moga by¢ obliczone tylko na zbiorze X i wynosza |f(z;) — ¢(z;)], i =
1,2,...,n.

Najprostsza postaé¢ kryterium oceniajacego jako$¢ aproksymacji jest nastepujaca
min R = mmZ[f(%) — ()] (11)
i=0

Warto$¢ funkcji R jest pewna miara odchylenia funkcji aproksymujacej () od aproksy-
mowanej f(z).

Ten sposéb postepowania nosi nazwe metody najmniejszych kwadratéow.

2.4 Aproksymacja wielomianami algebraicznymi

Wielomian aproksymacyjny stopnia m = 1,2, ...,n ma postac:
go(x):a0+a1x+a2x2+...+amxm:Zakxk (12)
k=0

W przypadku gdy m = n mamy do czynienia z interpolacja, dla ktorej R = 0.

Gdy m < n, woéwczas R > 0 i odchylenie ¢(x) od f(z) jest najmniejsze gdy R osiaga wartosé
minimalna.

Obliczenie wartosci a; polega na wykorzystaniu warunkow stacjonarnosci funkeji R:

OR

— =0, k=0,1,2,...,m. 13
aak Y P ) 7771‘ ( )



2.5 Warunki stacjonarnosci dla aproksymacji wielomianami.
Metoda najmniejszych kwadratow
Warunkow tych jest m + 1, a wiec tyle ile niewiadomych wspotczynnikéw a; ma wielomian

aproksymujacy.
Obliczajac pochodne czastkowe funkeji R otrzymujemy

S_Z - aiak{ Xn:[f(%‘) - w(wi)]g} =

1=0

n

2> [f(x) — gp(%)]aiakgo(xi) =0, dla k=0,1,...,m (14)

=0

Gdy podstawimy % (z;) = 2F, to:

=0
Uktad rownan dla aproksymacji wielomianami

Wprowadzajac oznaczenia n n
Sk = fo, ty = Z:fz ¥ (15)
i=0 i=0

otrzymujemy ostatecznie

[Sk, Sk+1, ...,sk+m]a:tk, k:0,1,2,...,m (16)
lub
Sa=t (17)
gdzie:
S0 S1 S9 cr S ap t()
s51 S 83t Smel ay 1
S=1] s2 3 S4 vt Sma2 |, a= | a |, t=| 1
Sm Sm4+1 Sm42 " S2m Am tm

2.6 Aproksymacja wielomianami uogélnionymi

Zatozmy, ze ¢;(x), 1 =0,1,...,m jest uktadem funkcji bazowych.
Poszukujemy wielomianu uogélnionego ¢(x), bedacego najlepszym przyblizeniem $redniok-
wadratowym funkcji f(z) na zbiorze X, tj. funkcji:

p(1) = aodo(x) + 161 () + ... + A () = Y argr(x). (18)



Wspotezynniki ay sg tak okreslone aby wyrazenie

n

R= Z |f(2:) = ()]

=0

byto minimalne.
Oznaczmy:

7, warunkow:

=0, j=01,....m,

otrzymamy uktad m + 1 réwnan liniowych z m + 1 niewiadomymi a;:

% B Z[f(””) L ¢’“(“”i)} ¢j(w:) =0, j=0,1,...

1=0 k=0

2.7 Uklad ré6wnan dla aproksymacji

W zapisie macierzowym uktad (22) przyjmuje postaé:

D'Da=D"f
gdzie
¢0(l’0) ¢1($0) s ¢m($0) Qo
Cbo(ivl) ¢1(5L’1) ¢m(£B1) ay
D= ¢o(xa) é1(z2) ... Om(z2) a=| a y =
Gole) Gr(x) ... Gulea) i

, M.

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

Macierz wspoétezynnikéw uktadu (23) jest macierza symetryczna i dodatnio okreslona co za-

pewnia jednoznacznos¢ rozwigzania.



