1 Roéwnania nieliniowe

1.1 Postaé¢ ogbélna réwnania nieliniowego

Czesto wystepujacym, waznym problemem obliczeniowym jest numeryczne poszukiwanie rozwiazan
réwnan nieliniowych, np. algebraicznych (wielomiany), przestepnych (funkcje trygonometryczne),
ktore przybieraja postac:

f@)=0 Tub g(z) = h(z). (1)

Rozwiazaniem lub pierwiastkiem réwnania (1) nazywamy kazda liczbe = z*, ktéra spetnia
to rownanie.
Roéwnanie nieliniowe charakteryzuje sie tym, ze moze nie mie¢ zadnego rozwiazania lub tez moze

mie¢ wiele rozwigzan. Dlatego nie mozna sformutowac¢ ogdlnych regut postepowania prowadza-
cych do obliczenia jakiegokolwiek pierwiastka.

1.2 Warunki numerycznego rozwigzywania réwnan nieliniowych

Do obliczen numerycznych mozna przystapi¢ dopiero wtedy gdy wiemy, ze poszukiwane
rozwigzanie istnieje.

Przy omawianiu algorytmow obliczania rozwigzan rownan nieliniowych zaktadamy, ze réwnanie
ma tylko pierwiastki odosobnione, tj. dla kazdego pierwiastka réwnania istnieje otoczenie
[a, b], ktére nie zawiera innych pierwiastkow tego rownania.

1)

Roéwnania nieliniowe rozwiazywa¢ bedziemy metodami iteracyjnymi, ktére wymagaja:
1. dokonania wtasciwego wyboru punktu startowego,
2. wybrania odpowiedniego algorytmu iteracyjnego zapewniajacego zbieznos¢ procesu obliczeniowego,
3. okreslenia kryterium stopu wynikajacego z wymaganej doktadnosci obliczen.

Punkt startowy musi by¢ potozony dostatecznie blisko poszukiwanego rozwigzania i znajdowaé
sie w przedziale izolacji tego pierwiastka. Zaktadamy, ze poszukiwany pierwiastek istnieje, i ze
znany jest jego przedzial izolacji.

1.3 Etapy numerycznego rozwigzywania réwnan nieliniowych

Obliczanie przyblizone pierwiastkéw odosobnionych, rzeczywistych réwnania f(z) = 0 dzieli sie
na dwa etapy:



1. lokalizacja pierwiastkéw, a wiec ustalenie mozliwie malych przedziatéw [a, b], tzw.
przedzialéw izolacji, ktore zawierajg jeden i tylko jeden pierwiastek;

2. uscislenie pierwiastkéw przyblizonych,
tj. okreslenie tych pierwiastkéw z zadang doktadnoscia.

Kazdy algorytm iteracyjnego obliczania pierwiastka generuje pewien cigg punktéw z®), k =
1,2, ..., charakteryzujacy sie tym, ze odlegtosci kolejnych punktow tego ciggu maleja, tzn.

€ = Hm(kJrl) — l’(k)Hkﬁoo — O, (2)

O metodzie iteracyjnej méwimy, ze jest szybkozbiezna i wtedy, gdy odlegtosci ¢, kolejnych
punktéw szybko maleja. W przeciwnym razie mowimy, ze metoda jest wolnozbiezna.

1.4 Kryterium stopu procesu iteracyjnego

Proces iteracyjny nie moze trwa¢ w nieskonczonos¢, dlatego nalezy sformutowaé¢ warunek stopu,
ktory powinien polega¢ na spelieniu dwéch nieréwnosci

e < e oraz | f(x)®] < e (3)

gdzie: €,, €5 s3 malymi liczbami okreslajgcymi doktadnos¢ obliczer.

1.5 Metoda polowienia (bisekcji)

Metoda bisekcji jest najprostsza ze wszystkich mozliwych metod i jest bardzo wolno zbiezna.
Dane jest rOwnanie

flx) =0,
przy czym funkcja f(z) jest ciaglta w przedziale domknietym < a, b > oraz zachodzi nieréwnosé:

fla) f(b) <0.




1.6 Metoda regula falsi. Metoda interpolacji liniowej

Regula — linia prosta. Falsi — fatszywy.
Metoda bazuje na fatszywym twierdzeniu, ze w pewnym przedziale funkcja jest liniowa. Metoda
ta jest szybciej zbiezna od metody bisekcji, a ponadto jej zbieznosé jest rowniez gwarantowana.

W interpretacji geometrycznej metoda interpolacji liniowej oznacza zastapienie krzywej f(z)

cieciwg taczaca punkty A(a, f(a)) i B(b, f(b))
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1.7 Metoda siecznych

W tej metodzie generowanie ciagu kolejnych przyblizen wartosci poszukiwanego pierwiastka
odbywa sie¢ takze za pomoca interpolacji liniowej.

Stosowana strategia interpolacji liniowej polega jednak na tym, ze jest ona budowana na pod-
stawie znanych warto$ci dwéch ostatnio obliczonych rzednych funkcji f(x).

W tej metodzie, x (1) Wyznacza si¢ jako odcigta punktu przecigcia siecznej przechodzacej przez
punkt A(xp_1, f(zg—1)) oraz B(xy, f(x)) z osig x—06w:

o S (k) - _ n
l‘k+1— k f(xk)—f(xk_l)( k k—1>’ ]{? 1,2,...7 (6)

Postugiwanie sie taka interpolacjg moze w pewnych przypadkach prowadzi¢ do obliczenia pier-
wiastka xy 1 lezacego poza biezacym przedziatem izolacji.

1.8 Metoda stycznych (Newtona-Raphsona)

Analizujemy funkcje f zmiennej x w otoczeniu punktu xg. Definiujemy iloraz (réznicowy)
funkcji f w punkcie xg dla przyrostu Ax:

f(zo + Az) — f(x0)
Az

Pochodna funkcji y = f(x) w punkcie zg jest to granica, do ktérej dazy iloraz, gdy Az dazy
do 0, o ile taka granica istnieje:

f(xo + Ax) — f(20)
Az—0 Az (7)

Pochodna istnieje, jesli:

e funkcja f(x) jest ciagla,



e istnieje granica okreslona w (7)

Podstawe metody stycznych stanowi interpolacja funkeji f(x) za pomoca stycznej prowadzone;
w punkcie B(xg, fo). Kolejne przyblizenia poszukiwanego pierwiastka sa odcietymi punktu prze-
ciecia stycznej z osig x:

(8)

Jest to metoda najszybciej zbiezna o zbieznosci kwadratowej.

Oznacza to, ze przy spelnionych zatozeniach jej btad maleje kwadratowo wraz z liczbg iteracji.
Wada metody jest fakt, ze zbieznos¢ nie zawsze musi zachodzi¢. W wielu przypadkach metoda
bywa rozbiezna — przewaznie wtedy gdy punkt startowy jest zbyt daleko od szukanego pier-
wiastka rownania.

Jezeli zachodzg cztery warunki:

1. funkcje f(x) jest okre§lona i ciagta w przedziale —oo < x < +00;
2. f(a)f(b) <0
3. fi(x) #0dlaa <z <b;
4. f"(x) istnieje w przedziale (—o0,400) i nie zmienia znaku;
to przy zastosowaniu metody Newtona za poczatkowe przyblizenie xy mozna przyja¢ dowolng

wartos¢ c €< a,b >.

1.9 Zmodyfikowana metoda Newtona

Jezeli pochodna f’(x) zmienia sie¢ w przedziale domknietym < a,b > nieznacznie to we wzorze

T
xk+1:xk_%7 k:071727"'7n

mozna przyjac

f'(ax) = f'(xo).



Zatem kolejne przyblizenia pierwiastka z* réwnania f(z) = 0 mozna obliczy¢ ze wzoru

xk+1:xk—%,k:0,l,2,---,n (9)

f(xr)

=xp — =0,1,...
Th41 = Tk f’(ﬂco)’k 0,1,....n

W interpretacji geometrycznej metoda ta oznacza zamiane stycznych w punktach By (xy, f(zx))
prostymi, réwnolegtymi do stycznej, przeprowadzonej przez punkt By(zo, f (o))



