1 UKEADY ALGEBRAICZNYCH ROWNAN LINIOWYCH

1.1 Postaé ukladu réwnan liniowych

Uktad liniowych réwnan algebraicznych mozna zapisa¢ w postaci:

1.
a11,1 + a12T9 + a1373 + ...+ A1pLy, = bl
211 + A92T9 + Qo33 + ...+ A9pnT, = bg
Ap1T1 + paTo + Ap3T3 + ... + ATy = by
2. .
Zaij:cj:bj, dlai:1,2,...,n.
j=1
3.
AX = B.
gdzie

A — jest nieosobliwa, kwadratowa macierza o wymiarze n x n,
B — jest wektorem o n wspotrzednych,
X — jest wektorem poszukiwanym o n wspotrzednych.

1.2 Wzory Cramera

Jesli wyznacznik D = det(A) # 0, co oznacza, ze uktad réwnan liniowych (URL) ma jedno
rozwigzanie, to poszukiwany wektor X mozna uzyska¢ za pomocg wzoréw Cramera:

D1 DQ Dn
D 3 2 D ) ) D

T =

Stosowanie takich wzorow wymaga obliczenia n + 1 wyznacznikéw. Z powodu wielkiej liczby
dzialan nie stosujemy wzoréw Cramera nawet dla uktadéw niskiego stopnia.

1.3 Metody do rozwigzania URL

Metody shuzace do rozwigzania uktadu réwnan AX = B mozna podzieli¢ na:
1. metody doktadne,
2. metody iteracyjne (przyblizone).

Decyzja wyboru odpowiedniej metody zalezy od
e postaci macierzy A,

e specyfiki zagadnienia, ktore prezentuje uktad.



Uktady rownan liniowych moga miec:
1. jedno rozwigzanie
2. nieskonczenie wiele rozwigzan

3. brak rozwiazan (uklady sprzeczne)

1.4 Metody doktadne

Przez metode dokladng rozwigzywania uktadu réwnan liniowych rozumiemy metode, ktora
(przy braku bledéw zaokraglen) daje dokladne rozwiazanie po skorniczonej liczbie krokéw.

Metody doktadne, ktore bedg omowione to:
1. podstawianie w przod i podstawianie wstecz dla uktadéw trojkatnych
2. metoda eliminacji Gaussa
3. metoda Gaussa-Jordana

4. metoda Choleskiego-Banachiewicza

1.5 Uklady tréjkatne
1.5.1 Macierz trojkatna gérna

Uktady liniowe, ktérych macierz jest trojkatna, rozwigzuje sie szczegodlnie tatwo.
Uktad AX = B z macierza A = U tréjkatna géorna ma postac:

Uy + upry + ... + Ulp—1Tp-1 + Uy = by
Uo9Ty + ... -+ U2y 1Tp—1 T+ Uon Ty — bQ
Up—1n—1Tn-1 T Up_1nTn = bn—l
UpnTp = bn
Jezeli zalozymy, ze u; # 0 (i = 1,2,...,n), to niewiadome mozna obliczy¢ w kolejnosci
Ty L1y T2y .-+, L1, Z WZOTOW:
bn o bn—l — Up—1n Tn
Ty = —, Tpo1 = , e
Unn Up—1n—1
" b1 — Uiy Tp — Uip—1 Tp—1 — ... — Ul2 To
1 p—

U1



1.5.2 Macierz tréjkatna goérna i dolna

Dla macierzy tréjkatnej gérnej wzory te mozna napisa¢ w postaci:

n
bi— Y uix;
j=it+1 .
r,=—_"""___ da i=nn-1,...,1

Uss,

Poniewaz niewiadome wyznacza sie w kolejnosci od ostatniej do pierwszej, ten algorytm nazywa
sic podstawianiem wstecz.

Uktad rownan AX = B z macierzg A = L tréjkatna dolng mozna rozwigza¢ podobnie.
Przyjmujac, ze l;; # 0 (i = 1,2,...,n), mozna wyznacza¢ niewiadome za pomoca podstawia-
nia w przod:

1—1
bi— 37 lij z;
g=ll

xT; = = dla i=1,2,...,n.

1.6 Metoda eliminacji Gaussa

Podstawowa metoda doktadng rozwigzywania dowolnych uktadéw réwnan liniowych jest metoda
eliminacji Gaussa. Polega ona na eliminacji niewiadomych w pewien systematyczny sposéb
doprowadzajac macierz do postaci trojkatne;j.

Taki uktad tréjkatny juz potrafimy rozwiazac.

Rozwazmy uktad rownan:

AX =B
hub 1 1 1 1 1
agl)xl + a§2)x2 + agg)xg + ...+ agn)xn = bg )
aey + aylr, + aes + o+ ayle, = b
aq(zll)iv 1+ asg)xg + agg)xg + ...+ a,(fqzxn = b,(ll)

Gorny indeks (1) oznacza dany uktad réwnan — wyjsciowy do obliczen.

Metoda eliminacji Gaussa polega na wykonaniu dwoch etapéw obliczen:
I. eliminacji w przéd

II. podstawianiu wstecz



Przyktad:

{Ir} oYz + ales + alfwy = bY /- (—22) 4 {2}

{2r} agll)xl + a%)arg + a%)xg = bgl)
{3r} agll)xl + aélz)xg + a%)xg = bél)

Zalozmy teraz, ze a;; # 0. Wowcezas z ostatnich 2 réwnan mozemy wyeliminowa¢ x; odejmujac
od 7—tego réwnania pierwsze pomnozone przez:

Q1 .
my = — dlat=2
ail

Przeksztatcone rownania przybieraja postac:

{11} oz + alfzs + alyzy; = Y
{2r} (Jé?l'g + ag?.’lfg = bé2)
{3r} agll)xl + aglz)xg + aé?azg = bgl)

{r} oYz + alfes + alfws = Y/ (—22) 4 {31}

(o) e+ ol b e = o
{3r} agll):cl + a%)xQ + a%)xg = bgl)

Zatézmy teraz, ze a;; # 0. Wowcezas z ostatnich 2 rownan mozemy wyeliminowaé¢ x; odejmujac
od 7—tego réwnania pierwsze pomnozone przez:

Q41 .
m;1 = dla: =3
ail

Przeksztatcone réwnania przybieraja postac:

{1r} agll)xl + a%)xz + a%)a:g = bgl)

{2r} (Lg):l:g + ag):[;g = ?);(22)

{3r} ars + dPrs = b
{1r} agll)xl + a%)a:g + a%)xg = bgl)
{2r} awy + agles = b7 /- (—%2)+ {3r}
{3r} aes + ages = b

Ostatecznie przeksztatcony uktad rownan ma postac:
{1r} agll)xl + a%)xg + CL%)ZL';; = bgl)
{2r} (1(22):1;2 + ag?:zig = b(22)
{3r} + ag?xg = bé?’)



a wiec uktad tréjkatny, ktory rozwigzujemy w Etapie II stosujac podstawianie wstecz.

Wzory mozna stresci¢ w nastepujacy sposéb: Eliminacje wykonuje sie¢ w n — 1 krokach
o numerach £k =1,2,3,...,n — 1. W k—tym kroku elementy ag?) dla j, 7 > k przeksztalca sie

Wg WZOrow:

ag;ﬂ) _ a%@) — M a’(;;) bgkﬂ) _ bgk)
gdzie
a{®
Mik = —t

dla: i =k+1,k+2,....n;, j=k+1,k+2,...,n.

1.7 Metoda Gaussa-Jordana — pelnej eliminacji

Uktad réwnan o postaci:

— My b;(ck)

aﬁ)xl + aglz)mg + a%)mg + ... + a&)xn = b(ll)
aéll)xl + a%)xg + a%)xg 4+ ...+ agl)xn = bél)
aflll)xl + a,%)xg + agxg + ... + aﬁzxn = bg)
Przeksztatcamy nastepujaco:
Pierwsze réwnanie dzielimy przez a§11>, a nastepnie od i—tego wiersza, ¢ = 2,3,...,n, odejmu-
jemy wiersz pierwszy pomnozony przez ag), otrzymujac:
r + a(122)x2 + ag)xg + ... + aﬁ)xn ng)
ag) Ty + a%)atg + ... + aéi)xn bgz)
agry + agTs + + ama, = b7

(2)

Nastepnie drugie réwnanie dzielimy obustronnie przez a,, i od i—tego wiersza, i = 1,3,...

odejmujemy wiersz drugi pomnozony przez ag).

T+ a%)xg + ...+ aﬁ)xn
(3) 3) —
Ty + Gy3T3 + ... + a3, T, =
a%)xg + ...+ a%‘gﬁmn =

Po n — 1 eliminacjach otrzymujemy uktad postaci:

a = bgn)

czyli gotowe rozwigzanie.

7n7



1.8 Triangularyzacja — metoda Choleskiego-Banachiewicza

W wielu zagadnieniach numerycznych celowym jest przedstawienie danej macierzy A w postaci
iloczynu dwéch macierzy trojkatnych takich, aby A = L U. Procedura wyznaczenia tych
macierzy nosi nazwe rozktadu LU.

li1 Uy; U2 U13 ... Uip
lor oo U2 U2z ... U2p
A = L U = l31 l32 l33 usz ... Usp
lnl ln2 ln3 o lnn Unn

Wtedy uktad A X = B jest rownowazny uktadowi L U X = B.

Etapy rozwigzywania uktadu réwnan A X = B:
1. Rozktad A=LU

2. Rozwiazanie uktadu z macierza dolnotrojkatna LY =B =Y
(stosujac podstawianie w przod)

3. Rozwiazanie uktadu z macierza gornotréjkatna UX =Y — X
(stosujac podstawianie wstecz)

Rozktad tréjkatny nie jest jednoznaczny i mozna go realizowaé¢ w rézny sposob:
1. gdy l;; = 1 — metodg Doolittle’a,
2. gdy u;; = 1 — metoda Crouta,
3. gdy u;; = l; — metodg Choleskiego-Banachiewicza.
Rozktad L U mozna zrealizowac¢:
e metoda Gaussa,

e traktujac réwnos¢ A = L U jako uktad n? réwnan z n? niewiadomymi [;; dla ¢ > j i
niewiadomymi w;; dla ¢ < j. Réwnania te wygodnie rozwigzywac na przemian wierszami
i kolumnami zgodnie z rysunkiem.

oo o>0 | oo o> 2 e o 0 o

e e o o> 3 e—eo> 4 e o o

® o 090> 5 o> ( e e
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Doolittle Crout Choleski-Banachiewicz

Dla macierzy symetrycznych dodatnio okreslonych schematy zwarte sg szczegdlnie atrak-
cyjne, gdyz wyboér elementoéw gtéwnych nie jest potrzebny. Zwykle przyjmuje sie, ze elementy



przekatniowe w L sg rzeczywiste i U = LT,

lll lll l21 131 o lnl
l21 122 l22 l32 .. ln?
A=LL" = | I3y I3 Is3 lsg ... Ins
lnl ln2 ln3 s l’rm lnn
k—1 k—1
lkk = (Clkk — Z l;%p) aik_p§1 bip bk
p=1 L, =

lkk

gdzie: k=1,2,....n; 1=k+1,k+2,...,n.

1.9 Metody przyblizone

Rozwazane dotad metody rozwiazywania uktadow réwnan liniowych sa metodami bezposred-
nimi, wymagajacymi wykonania skonczenie okreslonych dziatan.

Metody iteracyjne — w przeciwienstwie do tamtych — startujg z przyblizenia poczatkowego,
ktore stopniowo sie ulepsza az do otrzymania dostatecznie doktadnego rozwiazania.
Metody iteracyjne (przyblizone), ktére beda omdwione to:

1. metoda Jacobiego

2. metoda Gaussa-Seidla

1.10 Metoda Jacobiego

W metodzie Jacobiego (metoda iteracji prostej) tworzy sie ciag przyblizen z(M) 2@ ..
wedtug wzoru:
) _ =LA
Qi

i=1,2,....n

1. Zbieznos¢ procesu iteracyjnego zalezy jedynie od wlasciwosci macierzy A.

2. Metoda jest zbiezna gdy zachodzag nieréwnosci:
i—1
|aii] > Z ‘CLZ']'|, = 1,2, e, n,
J#i
tj. jesli wartosci bezwzgledne wspotczynnikéw na przekatnej sa dla kazdego réwnania
uktadu wigksze od sumy wartosci bezwzglednych pozostatych wspotczynnikow tego row-
nania.



3. Jako poczatkowe przyblizenie wybiera sie czesto wektor x(© = 0.

4. Kryteria stopu
tempo zbieznosci:

1 ”X(kH) - X(k)H 1
g = < gdo
[xE+D] p
2 (k+1) (k) 9
e = max|o; — 2;7| < egop
Wielkosé residuum:
3 HA'X(kH) — B|| 3
e = < gdop

[A <O —B]

1.11 Metoda Gaussa-Seidla

Metoda Gaussa-Seidla stanowi pewna modyfikacje metody iteracji proste;j.
Polega ona na tym, ze przy obliczaniu przyblizenia (k+ 1) niewiadomej x;, bierze sie pod uwage
obliczone poprzednio przyblizenia (k + 1) niewiadomych zy, xo, ..., ;1.

Iteracja odbywa si¢ wg wzoru:

i—1 n
k+1 k
— E_l Q45 .’L’§ ) — ‘_EiJrl Q5 335 ) + bz
= 2 = i=1,2,.

; =
Qi

coy T

Podane poprzednio twierdzenia o zbieznosci procesu iteracyjnego pozostaja w mocy.

1.12 Poréwnanie metod iteracyjnych

Rozwiagza¢ uktad 2 liniowych rownan Ax = b metodami iteracyjnymi i poréwnaé¢ tempo
zbieznosci oraz wartosci residuum.

12 28 0
A_{Qll]’ B_{?ﬂ]’ X“”‘[o]'

1 _ 3 .3 _
Edop = Edop = Eaop = 0.001

Metoda ‘ Jacobiego ‘ Gaussa-Seidla

Liczba krokdéw 6 4
1 1.99993 2.00002
To 2.99989 3.00000

el | 6.6834e-04 2.7638e-04
g2 | 2.3247e-04 1.6248e-04
g3 | 3.6126e-05 4.5170e-06




33 , Jacobi —e—

Gatfss—Seidel "o
| ;

2.5

X2

1.13 Odwracanie macierzy

Macierzg odwrotng macierzy kwadratowej A nazywamy macierz kwadratowsg A~! spelniajaca

zwigzek
AAT =1, (1)

gdzie I jest macierzg jednostkowa.
Jedli przyjmiemy, ze X = A~! to AX =1, czyli

AXi:ei, Z:1,2,n (2)
gdzie x; 1 e; jest i—ta kolumng odpowiednio w X i I.

Tak wicc kolumny macierzy A~! sg rozwigzaniami ukladéw liniowych z prawymi
stronami ré6wnymi kolumnom macierzy jednostkowej 1.



