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Gléwne zagadnienia

e Jak si¢ konstruuje operatory roznicowe dla operatorow rozniczko-
wych
— na siatce prostokatnej sktadanie operatorow jednowymiarowych
— dowolny uktad punktéw - rozwijanie funkcji w szereg Taylora

o Gwiazdy roznicowe dla operatora Laplace’a i bilaplasjanu

e Konstruowanie ukladu rownan réznicowych dla rownania Poissona,
W obszarze prostokatnym

e Uwzglednianie warunkéw Dirichleta i Neumanna w MRS w 2D
e MRS w réwnaniach parabolicznych i hiperbolicznych

e Warunki stabilnosci schematéw roznicowych w powyzszych réw-
naniach

e Schematy jawne i niejawne

e Rozwigzanie niestacjonarnego zagadnienia przeptywu ciepta w ob-
szarze jednowymiarowym

Klasyfikacja ro6wnan rézniczkowych drugiego rzedu
Rozwazmy réwnanie dwu zmiennych:

gy + 20Uy + Ccuyy + du, + ewy, + ku =1 (1)

2

Zastepujac: Uz, — %, Uyy — 3, Uy — 5%, Uy — a, uy — f mozna utworzy¢

wielomian:
P(a, B) = aa* + 2baf3 + cB* +da+ e + f

Wiadciwosci rozwiazan rownania (1) zaleza od wlasciwosci algebraicz-
nych wielomianu P(a, 3). W szczegdlnodci typem réwnania rzadzi wiel-
kosé b — ac, zwana wyréznikiem



e b’ — ac < 0 réwnanie eliptyczne
e V> — ac = 0 réwnanie paraboliczne
e b’ — ac > 0 réwnanie hiperboliczne

Typ rownania moze si¢ zmienia¢ w zaleznosci od obszaru.

Przyklady:

1.
SUyy + 2Ugy + Oy + 2y = 0

jest to réwnanie eliptyczne bo b* — ac = —14 < 0

2. réwnanie Tricomi (przeptywu naddzwigkowego)
Uy + YUyy = 0

y > 0 eliptyczne, y = 0 paraboliczne, y < 0 hiperboliczne

Roéwnania ré6wnowagi i ewolucyjne

e Rownania eliptyczne (w szczegdlnosci rownanie Laplace’a) opi-
suja obiekty fizyczne w stanie réwnowagi (niezaleznie od czasu) lub
w stanie ustalonym.

e R6wnania paraboliczne i hiperboliczne opisujg obiekty fi-
zyczne, ktore ewoluuja w czasie. W przypadku takich réwnan po-
czatkowy stan obiektu (warunki poczatkowe) stanowi dodatkowy
warunek konieczny by zadanie bylo dobrze postawione.

e Rownania eliptyczne wystepuja w zagadnieniach brzegowych, na-
tomiast rownania paraboliczne i hiperboliczne prowadzg do zagad-
nien poczatkowo-brzegowych.



Idea MRS

e Zastgpienie obszaru zbiorem weztéw roznicowych
zamiana postaci rozwigzania : z funkcji cigglej na skon-
czony zbioér wartosci funkcji w weztach

e Zastapienie pochodnych w réwnaniach problemu wzorami réz-
nicowymi

e Rozpisanie rownania roznicowego dla wszystkich punktéw wezto-
wych, w ktorych poszukujemy wartosci funke;ji

e Przedstawienie warunkow brzegowych w reprezentacji réznicowe;

e Zapisanie algebraicznego uktadu réwnan i jego rozwiazanie czyli
wyznaczenie weztowych wartosci funkeji pierwotnej wystepujace;j
w rownaniu rézniczkowym np. funkeji ugiecia

e Wyznaczenie wartosci funkeji wtornych.
Zalety i wady metod réznicowych

e Latwa konstrukcja siatki, zwlaszcza prostokatnej.
e Proste wzory dla siatki ze statym krokiem.
e Proste zageszezanie siatki poprzez jej polowienie.

e Zastosowanie dla réznorodnych oérodkéw (niejednorodnych, anizo-
tropowych, nieliniowych).

e Klopoty z dopasowaniem siatki do obszaru.
e Trudnosci zwiazane z warunkami brzegowymi.

e Duza liczba weztow.



Centralne wzory ré6znicowe dla zagadnienia jednowymia-
rowego
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Rozwigzac¢ problem brzegowy:

y'(x) =z, x€la, D
yla) =2, y'(b)=1, gdziea=0.0, b=2.0;

Przedzial [0, 2] dzielimy na n = 4 czesci, h = 0.5.

= 0 1 2 3 4
Tworzymy uktad réwnan roéznicowych dla ¢ =1, 2, 3, 4:

l-yi1—2-y,+1-y
Yi—1 hzyl yz“:azi — Y1 — 2 Y + Y = R

Warunki brzegowe maja nastepujaca postac¢ roznicowq:

—1-ys+1-ys
2h

Tworzymy uktad rownan réznicowych dla ¢ =1, 2, 3, 4:

1'y0:2, :1—>—1y3+1y5:2h

Yi— 1 —2- Yi + Yir1 = hil?@
Warunki brzegowe maja nastepujaca postac¢ roznicowa:

loyg=2, —1-ys+1-ys=2h.



Otrzymujemy uktad ré6wnan MRS:

1=0 lyy=2
1=1 1-yg—2-y1+1-y2=0.125
=2 1oy —2-yo+1-y3=0.250
1=3 l-yp—2-ys+1-y4 =0.375
1 =4 l-ys—2-ys+1-y5=0.500
1 =4 —lys+1-y5 =1
Zapis ukladu réwnan w postaci macierzowej Ay = B:
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Wyniki
Rozwigzanie analityczne:  y(z) = s — z + 2
Rozwigzanie

nr|{ x | MRSs | analityczne

0.0 ]2.0000 2.0000 1\

0.5]1.5000 1.5208

1.0 1.2500 1.1667

1.511.0000 1.0625

MRS,

ot W N = O

2.011.2500 1.3333




Siatka réznicowa

Do dyskretyzacji rownania rozniczkowego czastkowego zwykle wybie-

rana jest regularna siatka prostokatna dla zagadnien dwuwymiarowych

lub szescienna dla zagadnien 3D.

Ponizej siatka prostokatna o wymiarach oczek Ax x Ay, na ktorej

aproksymowana jest funkcja u(x,y):

Ujj+1 = U

ui,j — U(Qf(), yO)

w1 = u(zo + Az, yo

Uj—1, = U(xo — Az, yo
(

Lo, Yo + Ay

)
)
)

u(xo, Yo — Ay)

Jedng z metod tworzenia rownan roznicowych jest rozwiniecie w szereg
Taylora funkeji u(z,y) ciaglej i rézniczkowalnej w otoczeniu punktu

X-
w(zo + Az, yo) = u(z0,y0) + Az Ou Ax? 0%u Ax? Ou
’ ’ 1' al’ xo 2' 81‘2 x0 3' 8.’1)3 xo
u(zo — Az, yo) = u(zo yo)—g@ Az?Pup Azd Pu
’ ’ 1' 61’ xo 2' 8$2 x0 3' 8133 xo

Odejmujac od siebie powyzsze réwnania otrzymujemy réznice centralng

@
dx

_ ufzo + Az, yo) — u(zo — Az, o)
x0o ZALE

+ O(Ax)?

Dodajac réwnania otrzymujemy aproksymacje drugiej pochodnej

o
dx?

_ u(xo + Az, yo) — 2u(xo, yo) + u(zo — Az, o)
o AI’Q

+ O(Ax)?

(2)

3)
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Operator Laplace’a dla funkeji u(x,y) dla prostokatnej siatki:

Uil — U5+ Uim1y | Uil — 2u45 + Ui
= +
ij Ax? Ay?

Pu O
(5 * )




Roéwnanie eliptyczne

0’u  O%*u
=C §
Ox? i Oy ’ (6)
Uzy + Uyy = C, (7)
Au = C, (8)
Viu =C (9)
C' = 0 — rownanie Laplace’a (znajdowanie stanu ustalonego, brak
zmiennej czasowej),
C' # 0 — rownanie Poissona.
Przyktad:
Znalez¢ wartosci weztowe dla réwnania
*f  *f
=1 10
Ox? * 0y? (10)

przy przyjeciu zerowych warunkéw brzegowych. Przyjaé siatke aprok-
symacyjna, jak na ponizszym rysunku. Zastosowa¢ podejscie roznicowe.
Obszar zadania podlega dyskretyzacji (generacja siatki) - wprowadzono

15 weztow numerowanych od 0 do 14 rownomiernie roztozonych w ob-
szarze. Przyja¢ w obydwu kierunkach h = 1.

12 weztow to wezty brzegowe (f = 0). W zadaniu nalezy skorzystaé¢
7 symetrii, ktora wynika z danych zadania (fs = f).

Jo=h=le=fi=fi=[fs=fiw=Ju=/ iz=fiz=fu=0.

Niewiadomych mamy dwie: fs, fr.



Ro6ownania paraboliczne
Przykiadem moze by¢ réwnanie dyfuzji lub nieustalonego przeptywu

ciepta.
Uy — U = |, (x,t) €8, a<x<b t2>t (11)
e warunki brzegowe:
ula,t) = ug,
( ) ) (12)
u(b, t) = uy
e warunek poczatkowy
u(x,ty) = ug (13)

a -wspotezynnik przewodnosci cieplnej,

f = f(x,t) -funkcja intensywnosci generacji ciepla w obszarze.
Szukamy rozkladu temperatury v = u(z,t) dla kazdego t. Wprowa-
dzamy siatke z podzialem réwnomiernym w obu kierunkach (h, At).
Liczba weztow na kazdym poziomie wynosi n.

-1 k1" ikt i+ k1

O O O k+1
-1k ik i+1 .k

M)

O

e
SO

Rozwigzanie polega na zastosowaniu odpowiednich schematow rézni-
cowych, rozpietych na weztach siatki nalezacych do poziomu znanego
k (dla t = t;) oraz poziomu nieznanego k + 1 (dla ¢ = tj,1).
Najprostszy tego typu schemat otwarty (jawny, explicit) wy-
korzystuje trzy wezly z poziomu znanego o numerach (i — 1, k), (i, k),



(i + 1, k) i jeden srodkowy z poziomu nieznanego (i, k + 1).
Po zapisaniu centralnych wzoréw réznicowych na druga pochodng (po
zmiennej x)

Ui—1  — 2Uj f + Wil k

oraz pierwsza pochodna po zmiennej ¢ na poziomie znanym
Wik+1 — Uik
Up)ip N — ’ 15
()i ML (15
otrzymujemy rownanie dla poziomu znanego
Wi—1h — 2Ui g+ Uit p Wikl — Uik
Q : : N == f; 16
h2 At fur (16)
gdzie: np w; . = w(xi, ti), fir = f(@i, tr).
Przyjmujemy:
aAt

Otrzymujemy jawny wzor na wartos¢ nieznang u; y+1
Uil = A1+ (1 — 2N + Auipr p — At - fig (18)

Powyzszy wzoér ma ograniczenie zwigzane z dobraniem odpowiedniego
kroku czasowego, At, ktéry musi by¢ taki, by spelniony byl warunek

stabilnosci schematu
- (19)
2
stad wynika
1 h?
At < At/{ryt = ig (20)
Doktadniejsze wyniki mozna uzyska¢ gdy wykorzystamy wiecej niz je-
den wezet na poziomie nieznanym. Przykiadem takiego schematu jest
schemat iniejawny prosty, ktory wykorzystuje trzy wezty na pozio-
mie nieznanym: (i — 1,k + 1), (¢, k + 1), (i + 1,k + 1), a tylko jeden



na poziomie znanym (i, k).

Ui 1 — 2Uj o1 + Ui g1

(u:px)i,k:+1 ~ h2 (21)
Ui +1 — Uik
; ~ ! d 22
(Ut) K1 At ( )
Ui—1 1 — 2Uj o1 + Wik k1 Ui sl — Wik
9 9 ) . 9 9 — Z 23

Roéwnanie niejawne wynikajace z powyzszych wzorow:
AU 1 g1+ (1200 k1 — A1 o1 = Wi + AL figr (24)

Nalezy utworzy¢ réwnania dla wszystkich weztow wewnetrznych na po-

ziomie nieznanym. Otrzymamy uktad rownan o n — 2 niewiadomych.
Zaleta tego schematu jest stabilno$¢, mozemy do obliczen przyjmowac
dowolne At, oczywiscie pamietajac, ze im mniejszy krok czasowy tym
mniejszy btad rozwigzania.

Rownanie hiperboliczne
Przyklady: rownania falowe, drgania (rozklad funkeji w czasie i prze-
strzeni), pewne réwnania teorii plastycznosci.

u:w:_ﬁutt:f7 (xvt)EQa CL<ZC<b, t 21 (25)

e warunki brzegowe:

u(a,t) = ug, (26)
u(b,t) = uy
e warunki poczatkowe
{u(aj, to) = ug 27)
u(z, ty) = 1



3 oznacza stosunek gestosci masy 1 modutu sprezystosei (8 = £ > 0),

f = f(x,t) oznacza rozklad sit masowych w obszarze.
Szukamy funkcji przemieszezen u = u(x,t) w czasie.

-1+’ ikt i+ k1

O O O k+1
i-1k ik i+1 K
M) M) M)
(9 1 1 k
i-1.k-1 ik-1 i+1 k=1
M) M)

Dwukrokowy schemat réznicowy (otwarty,jawny) bedzie wykorzysty-
wal jeden wezel na poziomie nieznanym (i, k + 1).

Aproksymacja drugich pochodnych po x i po czasie t

Ui—1f — 2Ujk + Uit1k

(ux:z:)i,k ~ h2
() ~ Ui — 2Wi J + Wil &
t)ik ~
" At?
Rownanie réznicowe zapisujemy w punkcie (i, k)
Ui—1 ) — 2W; o + Wit1 Uik—1 — 2Uif + Uipr1 53
h2 - 6 AtQ - fi,k ( )

. 2
Wprowadzamy oznaczenie \ = %2.

Wzér otwarty na nieznanag warto$¢ mozna zapisac:

At?
Wi fy1 = A1k + Wi (2 = 20) + Ajs1 g — Ui -1 — ﬁfi,k (29)

Schemat jest stabilny jezeli A < 1. Z powyzszych warunkow wynika
zaleznos¢ dla dlugosci kroku czasowego At

At < Aty = hy3 (30)



