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1 Notacja i terminologia

1.1 Pochodna czastkowa

e Pochodna czastkowa funkcji wielu zmiennych
Niech: u:R" D Q — R, u = u(z,y, z,1)

ou . w(x+hyzt)—u(ry z2t)
9~ % h 1)

Zaktadamy, ze granica istnieje i mierzy szybkos¢ zmiany u przy zmianie z oraz ustalonych
pozostatych zmiennych niezaleznych.

e Oznaczenia:
ou 0u 0?u @)
o = Uz, A5 — Uzz, = Ugy,
ox ox? 0x0y Y
e Cigglosé funkeji Jezeli dla funkcji v : R™ D 2 — R wszystkie pochodne czastkowe do
rzedu m sa ciaglte w obszarze  to o funkcji v méwimy, ze jest klasy C™(€2).

e Funkcje harmoniczne: Funkcja v = u(z) jest harmoniczna w otwartym obszarze ) jezeli
ma ciaggle pochodne rzedu drugiego wtacznie oraz spelnia w {2 réwnanie Laplace’a.

e [Liniowosc¢ - funkcja niewiadoma i jej pochodne czastkowe wystepuja w rOwnaniu w co naj-
wyzej pierwszej potedze, czyli liniowo. Zbiér funkcji (ciaglych, rézniczkowalnych) jest
przestrzenia liniowa.

1.2 Notacja wielowskaznikowa

Notacja uzywana ze wzgledu na wygodny zapis pochodnych wyzszych rzedow.

e Wektor @ = (av,- -+, ay,) o nieujemnych sktadowych catkowitych «; nazywamy wielow-
skaznikiem dlugosci |«
laf=ar+--+a, =) (3)



e Jezeli a jest wielowskaznikiem

D%u(x) = 920 B =001+ O0ru(x) (4)
to D — pochodna czastkowa.
Przyktad:
a=(2,0,1) Du(z) = D (5)
I -~ 0z}0x3
1.3 Definicja réwnania rézniczkowego
Rownanie postaci:
F(DFu(z), D" u(z), -+, Du(z),u(z),r) =0 x€U (6)

nazywamy rownaniem rézniczkowym czastkowym k-tego rzedu;
funkcja . .
—1
F:R" xR" x---xRxU—R UeR" (7)

jest dana, a u : U — R jest niewiadoma.

Przyktad: n = 2, k = 3 czyli nF =23 = 8:

3 2 2 2 2 3
Xy, Ti{To, ToXy, T1ToXy, T5X1, T1X5, ToX1Ta, L. (8)

1.4 Roéwnanie rézniczkowe czastkowe

PDF (Partial Differential Equation) réwnanie zawierajace funkcje niewiadoma wielu zmiennych
i jej pochodne czastkowe.

F(xvyaZat7uxauy7uz:utaua:ac7"') =0 (9>
W zastosowaniach technicznych poszukiwana funkcja u jest funkcja zmiennych przestrzennych
x, y, z1czasw: u = u(x,y, 2, t).

Znajdowanie rozwigzania rownania rézniczkowego czastkowego oznacza otrzymanie prostych,
jawnych wzorow albo dowodzenie istnienia i innych wtasnosci rozwigzania.

Rozwigzaniem rownania rozniczkowego czgstkowego n-tego rzedu w obszarze U € R™ nazywamy
taka funkcje wielu zmiennych klasy C™ w tym obszarze, ktéra po podstawieniu wraz ze swymi
pochodnymi do danego réwnania rézniczkowego zamienia je w tozsamos$¢é w obszarze U.

e Roéwnanie rézniczkowe jest liniowe jezeli funkcja

F(xvyaZat7ua:7uy7uzvutauxa:7"') (1())



jest liniowa wzgledem kazdej ze zmiennych oraz wspétczynniki przy u i jej pochodnych

sg funkcjami tylko zmiennych niezaleznych.

aﬁ+b%_
ox dy

e Roéwnanie, ktore nie jest liniowe nazywamy nieliniowym.

ou (o)
ox oy

(11)

(12)

e Rownanie nazywamy quasi-liniowym jezeli jest liniowe z uwagi na pochodng najwyzszego

rzedu:
0%u ou\’
a*(a@) -
2 Elementy analizy wektorowej

Niech F' = F(x,y, z) bedzie funkcja klasy C' zdefiniowang w obszarze Q) C R3

e Gradient funkcji F"
OF- O0F- OF -

dF =VF=—i+—j7+ —k
gra O 1+ y + B
e Pochodna kierunkowa funkcji F' w kierunku wektora n
or
= _VF-7
oit "

Pole wektorowe w - funkcja o wartosciach wektorowych:

W= w(z,y, 2) = wi(@,y, 2)i + wa(2,y, 2)] + ws(x,y, 2)k

Dywergencja pola wektorowego. Niech @ = w(z, y, ) bedzie klasy C* w

8w1 (9w2 1 E)wg

ox dy 0z

. — = —
divie =V - =

. . PR —
Laplasjan. Jezeli w = gradF" to

0*F  9*F  O*F
_l’_

. . — - = 9
divid =divgradF' =V - VF =V* = 52 + ot o =Fp+ Fyy + F..

V2F = AF — laplasjan funkcji '

(13)

(15)

(16)

(17)

(18)



2.1 Twierdzenie o dywergencji (Gaussa-Ostrogradskiego)

///Q?.wdsz://gw-ﬁds, S — 90 (19)

— w pole wektorowe zdefiniowane w obszarze €2,

gdzie:

— 7 normalna zewnetrzna do powierzchni S,

— S powierzchnia ograniczajgca obszar €2

2.2 Twierdzenie Greena

Tozsamos¢:

- = - =
V(uVv) = Vu- Vv +uV (20)

Podstawiajac powyzsza tozsamos$é do wzoru wynikajacego z twierdzenia o dywergencji dosta-
jemy wzory Greena:

ov - —
2 — - —
/qu de—/SuandS /QVqudQ (21)
/(UVZU — oV2u)dQ :/ u@ — v% ds (22)
Q s\ On on

2.3 Twierdzenie Stokesa

W klasycznym sformutowaniu dla obszaru ¥ bedacego powierzchnig tréjwymiarowej przestrzeni
euklidesowej twierdzenie Stokesa mozna zapisac:

— - —> - —
//VxF~dZ= Fdr (23)
b )

gdzie:
e 03 - brzeg obszaru (obszar Y spelnia okreslone warunki ciggtosci)
o [[5, - catka powierzchniowa po obszarze ¥
o §5 - calka krzywoliniowa po brzegu obszaru X
—
o dX =1 dX,
e 77 normalna zewnetrzna na 3.

Taka forma tw. Stokesa ograniczona jest do R? ze wzgledu na operator rotacji majacy sens
tylko w R3. Uogélnienie tw. Stokesa na inne wymiary wymaga wprowadzenia pojeé z rachunku
form rézniczkowych.



2.4 Rozwigzania PDE

Rozwiazania réwnan rézniczkowych zwyczajnych zaleza od dowolnych statych: jednej dla réw-

nania pierwszego rzedu, dwoch dla drugiego, itd.

Rozwazmy réwnanie u,, = 0 — liniowe, jednorodne drugiego rzedu.

Ugy = 0, inny zapis g <8u> =0.

Oy \ Ox

Po dwukrotnym scatkowaniu, otrzymamy:
u(z,y) = F(z) + G(y),

gdzie F, G sa dowolnymi, rézniczkowalnymi funkcjami.

(24)

(25)

Rozwiazania réwnan czastkowych zaleza od dowolnych funkcji i by ograniczy¢ ilos¢ rozwigzan

nalezy natozy¢ na réwnanie pewne warunki.

2.5 Warunki brzegowe

Zwykle istnieje nieskonczona liczba funkcji spetniajacych dane rownanie rézniczkowe. W celu
zapewnienia jednoznacznosci zadania polegajacego na rozwigzaniu rownania réozniczkowego na-
ktada sie na rozwigzanie dodatkowe warunki, zwykle okreslone na brzegu obszaru, w ktérym

poszukujemy rozwiazania.
Typy warunkow brzegowych:

— Dirichleta: u = g na 0Q0p gdzie g znana funkcja

— Neumanna: %Z = g na 0y

— Robina: au + ﬁg—z = g na 0Q2g gdzie a, (3, g znane funkcje na 0Qg

2.6 Warunki poczatkowe

Warunki, ktére musi spelia¢ rozwiazanie u w calym obszarze dla zmiennej t = Ty (zazwyczaj
t € (Tp,00)). Warunki poczatkowe sa wyrazane przez funkcje u oraz jej pochodne wzgledem

zmiennej t (zazwyczaj w zastosowaniach interpretowanej jako czas).

3 Najwazniejsze rownania fizyki matematycznej

e Rownanie transportu:

ou <, Ou LA
_ bli — O’ bZ o = O

=1

(26)



e Roéwnania Laplace’a i Poissona:

" 9%

Au=0, Au=f(z) gdzie Au=>

=1

e Rownanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji):

ou

FTi Au, uy—Au =0
e Roéwnanie falowe:

Pu_ A — Au=0

8t2 = u, Ut u =

4 Klasyfikacja r6wnan rézniczkowych drugiego rzedu

Rozwazmy réwnanie dwu zmiennych:

AUz + 20Ugy + cyy + du, + eu, + ku =1

(27)

(29)

(30)

Zastepujac Uy, przez o, ug, przez aff a u,, przez (%, u, — a, u, przez (3 mozna utworzy¢

wielomian:

P(a, B) = aa® +2baf + cB* +da +ef + f

(31)

Wtasnosci rozwiazan rownania (30) zaleza od wlasnosci algebraicznych wielomianu P(«, 5). W

szczegdlnodei typem réwnania rzadzi wielkoéé b — ac
e 1’ — ac < 0 réwnanie eliptyczne
e > — ac = 0 réwnanie paraboliczne
e > — ac > 0 réwnanie hiperboliczne

Typ réwnania moze sie zmienia¢ w zaleznosci od obszaru.
Przyktady:

1.
gy + 2Uzy + dUyy + xUy =0

jest to réwnanie eliptyczne bo b* —ac = —14 < 0
2. réwnanie Tricomi (przepltywu naddzwiekowego)
Ugg + YUyy = 0

y > 0 eliptyczne, y = 0 paraboliczne, y < 0 hiperboliczne

(32)

(33)



4.1 Roéwnania réwnowagi i ewolucyjne

e Roéwnania eliptyczne ( w szczegdlnosci réwnanie Laplace’a) opisuja obiekty fizyczne w sta-
nie rownowagi (niezaleznie od czasu) lub w stanie ustalonym.

e Rownania paraboliczne i hiperboliczne opisuja obiekty fizyczne, ktore ewoluujg w czasie.
W przypadku takich réwnan poczatkowy stan obiektu (warunki poczatkowe) stanowi
dodatkowy warunek konieczny by zadanie byto dobrze postawione.

4.2 Zagadnienia dobrze postawione

Roéwnanie rézniczkowe wraz z warunkami brzegowymi i poczatkowymi definiuja tzw problem
poczatkowo-brzegowy.

Sposrod wszystkich mozliwych probleméw poczatkowo-brzegowych wyrdznia si¢ tzw problemy
dobrze postawione, ktore charakteryzuja sie takimi cechami:
e istnienie rozwigzania

e jednoznacznos¢ rozwigzania

e ciagla zalezno$¢ rozwiazania od parametréw problemu (male zmiany parametréw powo-
duja mate zmiany rozwiazania)

Problemy nie spetiajace tych warunkéw nazywamy zle postawionymi.

4.3 Dobrze i zle postawione zadania ewolucyjne na przyktadzie pro-
blemu przewodzenia ciepta

Dobrze postawiony problem poczatkowy:

uy = kV3u(x,t) w R" t>0
u(x,0) = f(x) w R" (34)

lu(x,t)] <M R" t>0
Dobrze postawiony problem poczatkowo-brzegowy:

uy = kVu(x,t) w Q,t>0

u(z,0) = f(x) w Q (35)

a(x)u(x,t) + ﬁ(x)gZ(x, t)=g(x,t) na 002 t>0 a,f>0



Jezeli € nie jest ograniczony to funkcja g(x,t) musi by¢ dana na dostepnej czesci 02 i dodat-
kowe warunki musza by¢ postawione w nieskonczonosci.

Problem Zle postawiony:

U =kugy, 0<zx<l1, 0<t<T
u(lz,T)=f(z) O0<z<l, (36)

u(0,t) =u(l,t) =0 0<t<T

W tym zadaniu mamy postawiony warunek na koncu przedziatu czasu w punkcie ¢t = T'. Nalezy
wyznaczy¢ ewolucje temperatury, ktéra doprowadzi w chwili T do stanu opisanego funkcja f(x).
W ogdélnosci dla dowolnej funkcji f rozwigzanie nie istnieje. Nawet jezeli dla pewnej funkcji f
rozwigzanie istnieje to nie zalezy w sposéb ciagly od parametréow zadania (czyli funkeji f).

4.4 Znajdowanie rozwigzan

Jezeli mamy sformutowane warunki poczatkowo-brzegowe dla rownania, to mozemy szukaé
rozwigzania. Nie potrafimy wyznaczy¢ doktadnego rozwigzania w wigkszosci przypadkow, czyli
nie mozemy rozwiaza¢ rownania w klasycznym sensie. Mozemy:

1. zajmowac sie¢ PDE, dla ktérych rozwiazanie da si¢ wyznaczy¢

2. uzy¢ metod numerycznych i szuka¢ rozwigzania przyblizonego

Pytania:
1. Jakie funkcje powinny by¢ "rozwigzaniami”?
2. Czy nalezy zada¢ by rozwiazanie byto analityczne w sensie rzeczywistym?
3. Czy rozwiazanie powinno by¢ rézniczkowalne nieskonczenie wiele razy?

4. Czy wystarczy by rozwiazanie PDE k-tego rzedu bylo przynajmniej k-krotnie rézniczko-
walne w sposob ciggty?

5 Zadania

1. Dany jest obszar = [—2,2] x [—1, 1] oraz funkcja
g: QO —R g(z,y) = 2* — y*sin(z)

Dla réwnania Poissona zbuduj taki problem brzegowy, ktorego rozwiazaniem jest funkcja
g(x,y). Zaléz warunki brzegowe Dirichleta na brzegach poziomych oraz warunki brzegowe
Neumanna na brzegach pionowych.



2. Dany jest trojkatny obszar (2 wyznaczony przez wierzchotki
A=(0,0), B=(2,0), C=(0,1).
Dobierz funkcje wielomianowa u(z,y), oraz warunki brzegowe Dirichleta na brzegach pio-
nowym AC i poziomym AB, tak by u(x,y) bylo rozwigzaniem réwnania Laplace’a z
jednorodnymi warunkami brzegowymi typu Neumanna na brzegu ukoénym BC.

3. Dane jest rownanie rozniczkowe
0?u

dla u = u(z,y). Funkcje u wyznacza sie przez funkcje w w nastepujacy sposob
u(z,y) = zyw’(z,y) (38)
Na podstawie réwnania (37) sformultuj réwnanie na funkcje w.

4. Rozwiaz réwnanie ug, = u,, stosujac podstawienie

5. Niech Q bedzie obszarem wyznaczonym przez wierzchotki A = [0,0], B = [0,1], C' =
[1,0]. Dla réwnania Poissona z warunkami brzegowymi typu Dirichleta na brzegu AB
i AC oraz warunkami Neumanna na brzegu BC sformutuj taki problem brzegowy by
funkcja g(x,y) = 2%y byla rozwigzaniem tego problemu.



