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Nauka nie stara sie wyjasniac, a nawet niemal nie stara si¢ interpretowac, zajmuje sie¢ ona
gtownie budowq modeli. Model rozumiany jest jako matematyczny twor, ktory opisuje badane
zjawiska. Jedynym 1 wltasciwym uzasadnieniem takiego tworu matematycznego jest oczekiwanie,
ze sprawdzi sie on w dziataniu.

John von Neumann

1 Definicje podstawowych pojeé

Zbioér zdarzen elementarnych — zbiér zdarzen, ktore sie wzajemnie wykluczaja oraz wyczerpuja
wszystkie mozliwosci (tzn. w kazdym mozliwym przypadku przynajmniej jedno z nich musi
zachodzi¢).

Zdarzeniem nazywamy dowolny podzbior zdarzen elementarnych e.

Zdarzeniem losowym nazywamy zdarzenie spetniajace warunki:

1. W zbiorze zdarzen losowych znajduje si¢ zdarzenie pewne oraz zdarzenie niemozliwe.

2. Jezeli zdarzenia Ay, Ao, --- w ilosci skonczonej lub przeliczalnej sa zdarzeniami losowymi
to ich iloczyn i suma sg réwniez zdarzeniami losowymi.

3. Jezeli Ay i As sa zdarzeniami losowymi to ich réznica jest rowniez zdarzeniem losowym.

Intuicyjne okreslenie: Zdarzenie losowe to takie, o ktérym nie mozemy powiedzie¢ czy w danych
warunkach zajdzie czy nie.

1.1 Definicja prawdopodobienstwa

Aksjomat 1: Kazdemu zdarzeniu losowemu przyporzadkowana jest jednoznacznie nieujemna
liczba rzeczywista zwana prawdopodobienstwem zdarzenia: 0 < P(A) < 1.

Aksjomat 2: Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego: P(Q2) = 1.

Aksjomat 3: Jezeli zdarzenie losowe A jest suma skoniczonej lub przeliczalnej liczby roztacznych
zdarzen losowych Ap, As, - -+ to prawdopodobienstwo zrealizowania zdarzenia A jest réwne su-
mie prawdopodobienstw zdarzen Ai, Ag, - -.

Jezeli dla dowolnych i # j jest A; N A; =0,
P(U9) = X P(ay)
Aksjomat J: Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem, ze zachodzi zdarze-

nie B wyraza si¢ wzorem:

p(AB) = P40 D) (ﬁ(;)B )
Twierdzenie Bayesa
pialp) - PBIAPA)

P(B)



1.2 Zmienna losowa

Zmienng losows nazywamy jednoznaczng funkcje rzeczywista okreélong na zbiorze (2 zdarzen
elementarnych taka, ze kazdemu przedzialowi wartosci funkcji oznaczanych jako X odpowiada
zdarzenie losowe.

Zmienna losowa to inaczej wielko$¢, ktéra moze przyjmowaé wartosci liczbowe z pewnego ob-
szaru zmiennosci, z okreslonym prawdopodobienstwem.

— zmienng losowa oznaczamy duzymi literami: X, Y, - --
— zapisujemy bez argumentu: X zamiast X (w)
— argumentem funkcji zmienna losowa jest zdarzenie elementarne

dla zdarzenia w € 2 warto$¢ X (w) jest realizacja zmiennej losowej X

— realizacje zmiennej losowej oznaczamy matymi literami: z,y, -+ (z = 2 dla X(w) = 2).
X = x oznacza, zdarzenie polegajace na tym, ze zmienna losowa X przyjeta wartos¢ x.

— X () — wszystkie mozliwe realizacje zmiennej losowe;

— losowy jest argument zmiennej losowe;j

1.2.1 Rodzaje zmiennych losowych
Zmienna losowa:

o typu skokowego (dyskretnego) to taka, ktéra przyjmuje tylko przeliczalny zbiér wartosci
(czyli zmienia sie skokowo): x;, P(x;).

e typu cigglego moze przyjmowaé dowolne wartosci z przedziatu zmiennosci (czyli zmienia
sie w sposé6b ciagly):

n(z;)

z,P(xg < X <9+ Az), P(x;) = N dla N — o0

n(x;) — liczba zdarzen, ktérym przypisana jest zmienna x;, N — liczba wszystkich zdarzen.

Dzigki wprowadzeniu zmiennej losowej, prawdopodobienstwo zdarzenia mozna zastapi¢ praw-
dopodobienstwem przyjecia przez zmienng losowa okreslonej wartosci x ze zbioru X. Zmienna
losowa i rozktad prawdopodobienstwa pozwalaja zapisa¢ pewne zjawiska fizyczne w postaci
modeli matematycznych.

1.2.2 Parametry rozkladu zmiennej losowej

Parametry rozktadu zmiennej losowej to wartosci opisujace rozklad i pozwalajace potaczyé
rachunek prawdopodobienstwa ze statystyka matematyczna.

o Warto$¢ oczekiwana — F(X) (Z, p, m,m;) inne nazwy: warto$¢ przecietna, wartosé
Srednia, nadzieja matematyczna. Jest to jedna z miar okreslajacych ”$rodek” zmiennej
losowej.



k
— zmienna losowa dyskretna E(X) = > z;p;
i=1
+oo
— zmienna losowa ciagta F(X) = / zf(z)dz

gdzie: X — zmienna losowa, x; — argumenty zmiennej losowej, p; — prawdopodobienstwo,
k — liczba wartosci, ktéra przyjmuja argumenty zmiennej losowe;j.

Wybrane wtasnosci F(X):

- EX)=c

— E(c-X)=c-E(X)

- EX+Y)=EX)+E®Y)

- E(XY)=FEX)-E(Y), X,Y zmienne niezalezne

Odchylenie standardowe (o, D(X))— najczesciej uzywana miara rozrzutu zmiennej loso-
wej wokol wartosci sredniej. W celu okreslenia D(X) definiujemy parametr — wariancje
(dyspersje) oznaczana: 0%(X), V(X), D*(X)

k
— dla dyskretnej zmiennej losowej V(X) = (z; — E(X))*p;,

— dla ciaggtej zmiennej losowej V(X) = 02 = / (x — BE(X))?f(2)dw

— 00

Odchylenie standardowe o = /V(X).

Whasnosci wariancji:
- V(e)=0
—Vie-X)=c-V(X)
- VX xY)=V(X)+V(Y), X,Y -zmienne niezalezne
Wariancja :  D*(X) = E(X?) — [E(X)]?, inny zapis D*X = EX* — E?X

Wariancja zmiennej losowej jest rowna wartosci oczekiwanej kwadratu zmiennej losowej
pomniejszonej o kwadrat wartosci oczekiwanej.

D*(X) = (fopl) — <lepl)2

D*(X) = /+Oox2f(x) dr — </+Ooxf(x)dx)2.

—0o0 —00



2 IloSciowy opis zmiennych losowych
[loéciowy opis zmiennych losowych uzyskujemy stosujac:

e Dystrybuante F'(z) nazywana funkcja rozktadu, ktéra jest okreslona dla wszystkich z
nalezacych do R, niezaleznie od tego jakie wartosci x przyjmuje zmienna losowa.

e Rozkltad prawdopodobienstwa (inne nazwy: funkcja rozktadu prawdopodobienstwa, funk-
cja prawdopodobienstwa ) — tylko w przypadku zmiennych dyskretnych. Funkcja, ktéra
realizacjom zmiennej losowej przyporzadkowuje prawdopodobienstwo.

e Funkcje gestosci prawdopodobienstwa — tylko dla zmiennych ciggtych.

2.1 Rozklad zmiennej losowej typu skokowego

Jezeli xq,x9,- -+ ,xp, -+ jest skonczonym lub przeliczalnym zbiorem wartosci zmiennej losowej
X to funkcje

pi= P(X =) = P{w: X(w) = 2:})

przyporzadkowujaca wartosciom xy,xs, - , Xk, -+ zmiennej losowej X odpowiednie prawdo-
podobienstwa py, pa, - -+ , P, - - - nazywamy rozktadem zmiennej losowej typu skokowego.

2.2 Dystrybuanta zmiennej losowej typu skokowego
F(:E):P(Xgm):ZP =) Zpl

r; <x T, <x

Dystrybuanta to funkcja sumujaca wszystkie wezesniejsze prawdopodobienstwa. Rozktady zmien-
nej losowej typu skokowego np: dwupunktowy, rozktad Bernoulliego, rozktad Poissona.

2.3 Dystrybuanta zmiennej losowej cigglej

Dystrybuanta F(x) to prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartos¢ mniej-
szg od x. Dystrybuanta jest funkcja x.

F(z)=P(X <=x) :/x f(u)du

Wrtasnosci dystrybuanty:
o (K F(x) <1

00) = lim,, o F(z) =0

°
>

+00) = limy 400 Fi(z) =1

(-
(
F(z) jest funkcja niemalejaca
e [(x) nie ma wymiaru

(

o Py < X <x9) = F(xy) — F(z1), 1,20 € R



2.4 Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej ty-
pu dyskretnego

Warto$ciom zmiennej losowej przypisujemy prawdopodobienstwo ich realizacji. Taka funkcja to
funkcja rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowe;.
Warto$¢ zmiennej losowej to argument funkcji.

Jezeli x; (dlai = 1,2,---) sa warto$ciami dyskretnej zmiennej losowej to rozkltadem prawdo-
podobienstwa nazywamy zespo6t prawdopodobienstw:

plr)) =P(X =x;)=p; >0

2.5 Funkcja gestosci prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej typu
ciggtego

Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa trafi do przedziatu x, x5, jest rowne polu pod krzywa
gestosci miedzy punktami z1, zo a takze przyrostowi dystrybuanty na odcinku x, xs.

/;02 f(z)dr = P(xy < X < x9) = F(x3) — F(21)

Wtasnosci funkeji gestoséci prawdopodobienstwa:

L f(z) >0,
+oo
2. f(z) jest unormowana tj. f(z)dz =1,
dF'(x
3 f(x) =457,

4. wymiar f(x) = wymiar (i)

Jezeli X jest zmienna losowa typu ciagtego a F(z) jest dystrybuanta tej zmiennej, to przy
Ax >0
. P<X<z+Az) | Fla+Az)— F(x)
lim = lim

Az—0+ Ax z—0 Az

= F'(x).

Dystrybuanta F' jest funkcja rézniczkowalna a funkcje f(x) nazywamy gestoscia prawdopodo-
bienstwa zmiennej losowej typu ciggtego

f(2) = F/(x) > 0.

Moéwimy o zmiennej losowej ciaglej gdy w danym obszarze ma ona gesto$é¢ prawdopodobienstwa
f(x) i f(zx) jest funkcja ciagta.



2.6 Dystrybuanta a gestos¢ prawdopodobienstwa
Zaleznosci pomiedzy dystrybuanta F' a gestoscia f:

F'(z) = dCiF(m) = f(z), gdy F rézniczkowalna
Pla)= [ fdt= [ f(tdt+ Flao),

Pla< X <b) = /b f(t)dt = F(b) — Fl(a),

a

/+°° F(t)dt = F(400) — F(—00) =

—00

2.7 Rozklady dyskretne
2.7.1 Rozklad dwupunktowy

Zmienna losowa X przyjmuje tylko dwie wartosci:
e 1, z prawdopodobienstwem P(X = x;) =p

e 15 z prawdopodobiefistwem P(X =x5) =¢q,¢q=1—p, p € (0,1)

Gdy x1 = 1, x5 = 0 zmienna X ma rozktad zero-jedynkowy z parametrem p. Parametr p
nazywamy prawdopodobienstwem sukcesu.

P(X =1)=p, P(X=0)=qg=1—p.

0 dla <0
Fx)=%q=1—p dla 0<z<1
1 dla 1 <z

Gdy X ma rozklad zero-jedynkowy: E(X) =p, D?*(X) = pq.

2.7.2 Rozklad Bernoulliego (dwumianowy) — B(n,p)
Zmienna losowa X przyjmuje wartosci k € {0,1,2,--- ,n — 1,n} odpowiednio z prawdopodo-
bienstwem

k k

gdzie: p € (0,1) jest ustalone, g =1—p, n € N.
( prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw w n prébach).

Gdy X ma rozklad dwumianowy: E(X) = np, D*(X) = npq.

(p+q)" = i <Z>pkq”‘k

k=0

n _ n e

k<x k<x



2.7.3 Doswiadczenie Bernoulliego

W przypadku zmiennej o rozktadzie dwumianowym zakltada sie, ze mamy do czynienia z eks-
perymentem losowym polegajacym na wykonaniu ciggu doswiadczen Bernoulliego.
Dos$wiadczenie Bernoulliego to ciag n identycznych doswiadczen losowych, spetiajacych wa-
runki:

1. sa dwa mozliwe wyniki kazdego doswiadczenia (sukces i porazka)
2. prawdopodobienstwo sukcesu p jest w kazdym doswiadczeniu state

3. doswiadczenia sa niezalezne, co oznacza, ze wynik jednego doswiadczenia nie ma wptywu
na wyniki pozostatych doswiadczen
2.7.4 Rozklad Poissona — P()\)

Zmienna losowa X przyjmuje odpowiednio wartosci bedace liczbami naturalnymi k& € {0,1,2,--}
z prawdopodobienstwami

Pk = z;e ’

gdzie A jest ustalonym dodatnim parametrem.
Rozktad Poissona jest granicznym przypadkiem rozktadu dwumianowego przy n — oo i zmien-

nym p = A/n, p— 0.
Gdy X ma rozklad Poissona: E(X) = A, D*(X) = A
e _ AF
F(z):ZHeA:eA o

k<x k<x

Zmienna losowa przyjmuje przeliczalnie wiele wartosci.

2.8 Najwazniejsze rozklady zmiennej losowej typu cigglego

e rozktad jednostajny
e rozktad Gaussa

e rozklad log-normalny (wytrzymalosé zmeczeniowa, trwatos$¢). Jezeli zmienna losowa X
jest dodatnia to rozktad normalny nazywamy logarytmiczno normalnym.

e rozktad Gumbela — maksymalne lub minimalne pomiary

e rozktad Weibulla — wytrzymatosé materiatow na rozciaganie



2.8.1 Rozktlad jednostajny

Zmienna losowa ciaglta X ma rozklad jednostajny w przedziale [a, b], jezeli jej funkcja gestosci
wyraza sie wzorem:

L dla z€]Ja,b
fla) = 7= -
0 dla pozostatych =
Dla takiej zmiennej losowej: E(X) = 2%, D*(X) = L(b—a)*.

12

2.8.2 Rozktad normalny

Gestosé rozktadu normalnego (rozkladu Gaussa):

T— 2 r—
1 _( ) 1 67%(7‘“)2

f(x):\/me 207 :m

gdzie p € R, 0 > 0 sg ustalonymi parametrami, ktore okreslaja odpowiednio potozenie srodka
(przesuniecie krzywej) i szerokosé (smuktosé) krzywej Gaussa . Wartosé funkeji gestosei jest
niezerowa dla dowolnego x.

Rozktad Gaussa oznaczamy N(u,o0). Dla zmiennej X o rozkladzie normalnym E(X) = pu,
D*(X) = o2
2.8.3 Charakterystyki rozkladu cigglego

Wartosé srednia rozkladu ciagtego o gestosci f(x) okresla sie wzorem

+oo
= / xf(x) d.

A wariancje wzorem:

+oo

o= [ o= () do

Liczbe A, gdzie 0 < p < 1, speiniajaca warunek

F ()‘p) =D
nazywamy kwantylem rzedu p. Kwantyl rzedu 1/2 nazywamy mediana - m,, kwantyl rzedu 1/4
- kwantylem dolnym, a kwantyl rzedu 3/4 - kwantylem gérnym
2.8.4 Rozklad zmiennej losowej typu cigglego

Prawdopodobienstwo w rozktadzie normalnym wyznaczane jest dla warto$ci zmiennej losowe;j
z okreslonego przedziatu P(a < X < b)

Pla < X <b)= F(a) — F(b).
Dystrybuanta F'(x) ma postaé

F(z) = ! T e,
oV 2T J-



2.8.5 Rozklad Gaussa-Laplace’a — normalny standaryzowany

Dowolng zmienng o rozktadzie normalnym mozna standaryzowaé tworzac wielko$é Z o rozkta-
dzie standardowym normalnym N (0, 1):

X —
Standaryzowana zmienna Z = a
o
¢(z) 1 ®(x) to funkcje Laplace’a.

[() = ——e ¥ = 4fz), dla zeR

x) = e 2" = ¢(x), a x

V2T
Fa)= —— [* 3= ()
T) = —— e = ®(x
21 J—

Whasnosci funkeji rozktadu normalnego

— dla g = 0 jest funkcja parzysta,

1

2mo’

— posiada maximum w punkcie E(X) =

pole ograniczone tg funkcja i osig x jest réwne jednosci,

wraz ze wzrostem parametru o rozktad normalny ulega sptaszczeniu,

w punktach x = u 4+ ¢ funkcja ma punkty przegiecia.

funkcja gestosci przyjmuje wartosci nieujemne

2.9 Rozklad Weibulla

Rozktad Weibulla zmienna losowa X ma rozklad Weibulla o parametrach k£, A > 0 jezeli jej
gestosc jest okreslona wzorem

1
$rednia )\I‘<1 + k)

mediana  A(In(2))/*

1 1/k
. /\<k> k> 1
0 k=1



2.10 Rozklad Gumbela

Rozktad zmiennej losowej stuzacy do wyznaczania ekstremalnych wartosci zmiennej losowe;j.
Wigkszosé losowych zjawisk naturalnych (takich jak temperatura otoczenia, predkosé wiatru)
daje sie dobrze opisywaé rozktadem Gumbela.

Fa,p, 3) = exp™ =@ """

Parametry tego rozktadu u, ( sa w nastepujacy sposob zwigzane ze standardowymi cechami
rozkladéw prawdopodobienstwa:

srednia  p+ By, v =0.5772 stala Eulera

mediana g — Fln(In2), moda pu
2

wariancja %62.
2.11 Parametry rozktadu zmiennej losowej

Prawdopodobienstwo znalezienia wartosci zmiennej losowej. Warto$¢ catki z funkcji Gaussa.

P(E(X)- o(X) <X<EX)+ o(X)= 06827
P(E(X)- 20(X) <X<EX)+ 20(X))= 09545
P(E(X)- 30(X) <X<E(X)+ 30(X)) = 09973

0.3989

0.242 -

0.054 -

2.12 Charakterystyki zmiennej losowej

W praktycznych zastosowaniach czesto nie trzeba znaé¢ pelnej informacji o rozktadzie, wystar-
czy poznanie wartosci pewnych wielko$ci, ktore opisujg rozktad prawdopodobienstwa.
Liczby takie to charakterystyki zmiennej losowe;j.



zmienna losowa dyskretna zmienna losowa ciagta

Momenty zwykte rzedu r ap =32 - p; a = [T f(x)dx

Pierwszy moment zwykty
warto$é oczekiwana EX =%,x;p; EX = [*®z. f(z)dx

Momenty centralne rzedu r | p, = > (z; — EX)" - p; Ly = / (x; — EX)" - f(x)dx

i —00

Drugi moment centralny
+oo
D?*X czyli wariancja D*X =) (v, — EX)*-p; | D’X = (x — EX)?- f(x)dz

—00

Parametry, ktore liczymy bez wzgledu na typ rozktadu:

e Wspotezynnik zmiennosci v
o

" EX

14

e Sko$nosé inaczej wspolezynnik asymetrii v (3 moment centralny)

_Ms
==
o Kurtoza inaczej wspotezynnik skupienia K
_ M4
h= o

Fraktyl =, (inaczej kwantyl) — warto$¢ zmiennej losowej taka, ze prawdopodobiefistwo znalezie-
nia mniejszych od niej wartosci wynosi p: P(X < z,) = f(z,) = p.

dyskretna ‘ ciagta

S <pi<p Y p F(:cp):/jf(x)dg;:p

zi<Tp i <Tp

Najwazniejsze fraktyle to: dolny fraktyl: xge5, gorny fraktyl: zg75 oraz mediana: x5 (czyli
warto$¢ zmiennej losowej, ktora dzieli obszar jej zmiennosci na dwa obszary o rownym praw-
dopodobienstwie).

e Moda jest to taka warto$¢ zmiennej losowej, dla ktérej rozktad prawdopodobiefistwa (lub
funkcja gestosci prawdopodobieristwa) ma maksimum. Dla zmiennej losowej typu dys-
kretnego, moda wystepuje z najwiekszym prawdopodobienstwem.

e Rozktady prawdopodobienstwa posiadajace jedng mode zwane sg jednomodalnymi.



e Mediana to taka liczba x5, ze potowa wszystkich przyjmowanych przez zmienng losowa
wartosci lezy ponizej jej wartosci:

zmienna losowa dyskretna ‘ zmienna losowa ciggta

Z pi < 0.5 < Z pi | Fwos) = /+OO f(z)dz = 0.5.

z;<x0.5 z;<T0.5 -
2.13 Ilo$ciowy opis zmiennych losowych
Rozktad czestosci — spis danych wartosci wraz z ich czesto$ciami czy zliczeniami.
dolna/gérna granica klasy —— min/max liczba nalezaca do klasy

punkty srodkowe klas —— czyli punkty w srodku klasy
szerokosci klas —— réznica pomiedzy dwoma kolejnymi granicami klas.

Procedura postepowania
1. ilosé¢ klas (5 -20)
2. wyliczenie szerokosci klas

3. wyznaczenie przynaleznosci danych do poszczegdélnych klas

2.14 Graficzne przedstawienie wynikéw pomiaréow

Z pomiaréw otrzymujemy ciag liczb, ktéry nazywamy proba losowa. W zaleznosci od liczebnosci
przyjmujemy nazwy prob:

n < 10 préoba bardzo mata
10 <n <30 proba mala
30 <n <100 préba duza

n = 100 proba bardzo duza

Dla n > 30 tworzymy szereg rozdzielczy. Budujemy przedzialy lewostronnie domkniete [zo1, 1)
i nazywamy je klasami. Ustalamy ile elementéw nalezy do poszczegolnych klas.

Taki szereg pozwala utworzy¢ histogram empiryczny. Histogram sktada si¢ ze stupkéw o szero-
kosci pojedynczej klasy i wysokosci rownej liczebnosci w danym stupku.




Przyktadowe zadania

. Z przedziatu < —1,1 > wybieramy losowo dwie liczby x i y. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze spelnig one warunek: 222 — 1 <y < —u.

. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa okreslona funkcja gestosci

exp(—zx) dla x€<0,00),
fla) = o) )
0 dla =<0

przyjmie wartosci z przedzialu < 1,2 >.

. Test egzaminacyjny sktada si¢ z 10 pytan. Kazde pytanie ma 4 mozliwe odpowiedzi ale
tylko jedna jest prawidlowa. Student odpowiada losowo. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
odpowie prawidlowo na co najmniej 9 pytan.

. Prawdopodobiensto trafienia w pojedynczym rzucie do kosza jest state i wynosi p = 0.3.
Rzucamy 5 razy. Obliczy¢ rozktad prawdopodobienstwa, wartos¢ oczekiwang i wariancje.

. Okresli¢ dla jakiej wartosci statej rzeczywistej A funkcja

A
=1z

jest gestoscig prawdopodobienstwa rozkatdu zmiennej losowej X.

. Majac dana dystrybuante

0 <0
Flz)=¢2*> 0<z<1
1 x>

wyznaczy¢ funkcje gestosci rozktadu zmiennej losowej X.

. Dana jest funkcja

0 gdy <0
f(x) =< Acos(x) gdy 0<z<m/2
0 gdy x> m/2

Wyznaczy¢:
e stala A tak by f(x) opisywata gesto$¢ prawdopodobienistwa zmiennej losowej X typu
ciagtego
e dystrybuante tego rozktadu
o P(IX]) <7

. Wyznacz moment zwykty rzedu k oraz moment centralny rzedu k£ zmiennej losowej X
o gestosci prawdopodobienstwa danej wzorem

f(x):{o x¢<0,2>

0.5 z€<0,2>.



