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1 Podstawowe pojecia
Rozwigzania rownania Laplace’a:
Vif=Af =0, fecC? (1)

nazywa si¢ funkcjami harmonicznymi.

Dzial matematyki zajmujacy sie badaniem funkcji harmonicznych nazywa sie teorig potencja-
tu. Rezultaty tej teorii wykorzystuje sie w rozwiazywaniu szczegdlnych typéw réwnan fizyki
matematyczne;.

Rozwiazania wielu réwnan rozniczkowych mozna uzyskaé¢ jedynie woéwczas, gdy rozwiazania
bedziemy traktowaé¢ w sensie uogolnionym, czyli jako dystrybucje.

(m):{ +oo =0

0 x #0

/005(x)dx:1

—0o0

Symbol H(z — xy) oznacza funkcje Heaviside’a:

0 dla z <z,

H(m—xo):{

1 dla z > x.

Whasciwosci delty Diraca:

@)t = zo)dz = fa0) 3)
/_O; 5(z — a)8(x — b) dx = 6(a — b) (4)
6(x) = 6(—2),  dlaz) = () (5)



5% — a?) = 2|1a‘[ (¢ = a) + 3(z +a)] (6)
/()a5(x—x0)dx:1, 0 <z <a. (7)

Definicje:

iloczyn skalarny funkcji f(z), g(z) w przedziale (a,b) — oznaczany przez (f, g)
b
(f.9) = | Fa)g(x) da

— funkcja catkowalna z kwadratem f(z) w przedziale (a,b) — funkcja, dla ktorej istnieje
catka

[ ry da

przyjmujaca wartos¢ skonczong

— norma z funkcji || f(z)]]

171 = 1@l = V7.5 = [ Pl

— normalizacja funkcji

f(x)
[1LF ()l

— uktad funkcji ortogonalnych ¢;(z) w przedziale (a,b) to zbiér funkeji

{1 (@), pa(@), -+ ul2), -+ }

spetiajacych warunek
b b )
(@i, ;) = / pi()p;(r) de = 61]/ pi(z)"dr =6;5 | ¢(x)”dx

— uktad funkcji ortonormalnych

(o) ) )
Tedl” Teal ™ Tiall

spetnia warunek

(0o 03) = [ ilaeo) du =5,



2 Szeregi Fouriera

Szereg, ktorego elementami sa funkcje nazywamy szeregiem funkcyjnym

ffowm

gdzie:
[e's) N
w;(z) = lim w; (T
i;) (z) NHOO; (z)

o ile granica istnieje. Dla réznych warto$ci z dostaniemy inng wartosé¢ granicy.

Uktadem trygonometrycznym nazywamy zbior funkeji:
{sinkz, cos kx}ren, = {1,sinx, cos x, sin 2x, cos 2x, - - - } (8)

Uktad trygonometryczny spetnia warunki ortogonalnosci

/7r cos(kx) dx = /7r sin(kz)dr =0, ke N 9)

—T —T

/7T sin(kzx) cos(mz)dx =0, k,meN (10)
0 jesi k+#m
m jesi kE=m

—T

/7r sin(kz) sin(mx) de = {

_ 0 jesi k+#m
/ cos(kx)cos(mz)dr =<7 jesli k=m#0 (12)

2r jesli k=m =0
Szereg Fouriera - szczegdlny przypadek szeregdéw funkcyjnych.

Dla funkcji okresowej o okresie 2 mozemy zdefiniowaé szereg, ktory nazywamy szeregiem
Fouriera funkcji f:
Qo

5 + i(ak cos(kx) + by sin(kz)), k=1,2,--- (13)

k=1
f(x) :% + ay cos(z) + ag cos(2x) + - - - + a, cos(kx) (1)
+ by sin(x) + by sin(2x) + - - - + by sin(kx)
gdzie

ag = i/ﬂ f(z) cos(kx) dx

b = 71T/_7r f(z)sin(kx) dz



2.1 Uogoblnienie szeregéw Fouriera

Szereg Fouriera - sposéb przedstawienia funkcji w postaci nieskonczonego szeregu sinuséw i co-
sinuséw. f(x) jest catkowalna funkcja na przedziale [—1, (]

flz) = % + 3 <an cos nlﬂ + by, sin mlmc) (15)
n=1

gdzie a, i b, zaleza od funkcji f(z).

krx
Aby wyznaczy¢ wspotezynniki a,, nalezy pomnozy¢ obie strony réwnania (15) przez cos “7*

a nastepnie przecatkowaé po przedziale [—m, 7| (lub ogdlnie [—[,[]). Aby wyznaczy¢ wspotezyn-
niki b, nalezy pomnozy¢ to rownanie przez sin “7% 1 przecatkowa¢ w tych samych granicach.
Niektére z rozwijanych w szereg Fouriera funkcji mogad by¢ w przedziale [—[, ] parzyste a inne
nieparzyste, dlatego szeregi Fouriera moga mie¢ tylko wyrazy z sinusami badz tylko z cosinu-
sami.

Wspotezynniki Fouriera:
(16)

jezeli f(x) jest nieparzysta funkcja x to a, = 0, a jezeli parzysta to b, = 0. Wspolczynniki
Fouriera sa okreslone o ile powyzsze calki sa skoficzone (wystarczy zatozyé, ze f jest catkowalna

w [—1,1]).
2.2 Dla jakich funkcji szereg Fouriera jest zbiezny do niej samej?
Twierdzenie Dirichleta: Jezeli f(x) ograniczona na przedziale [—[,[] jest:

e przedzialami monotoniczna na (—1,1)

e jest ciagta w (—[, 1) z wyjatkiem skonczonej liczby punktéw nieciagtosci, ale w tych punk-
tach musi by¢ spetniony warunek

Flan) = 3(Fa) + Fa)

F(-1) = ) = SUF (1) + )

to  f(x :—0 Z ancos—x—i-b sinnlﬂ) (17)
dla kazdego = € [—,1].

Dodatkowo jezeli f(x) jest okresowa i jej okres wynosi 2l to (17) obowiagzuje dla wszystkich
x z dziedziny funkcji f(x).



3 Roéwnanie ugiecia belki

Stan belki jest opisywany nastepujacymi funkcjami:
1. y(x) - ugiecie
2. M(z) - moment zginajacy
3. T'(z) - sita poprzeczna

Wielkosci te sa zwiazane nastepujacymi rownaniami rézniczkowymi:

d'y  q(z)
ay _ 1
dzt ~ EJ (18)
&Py T(x)
ay _ 1
dz3 ~ EJ (19)
d*y M (z)
2 BJ (20)

Dla jednoznacznego opisania zachowania belki jedno z powyzszych réwnan musi by¢ skoja-
rzone z odpowiednimi warunkami brzegowymi. Jezeli jako podstawowe réwnanie wybierzemy 18
to nalezy do niego dotozy¢ cztery warunki brzegowe. Dla belki swobodnie podpartej te warunki
brzegowe przyjmuja postaé¢ (zerowanie si¢ ugiecia i momentu gnacego w podporach):

y(0) =y(L) =0
(21)

H0) = ZHL) =0

Problem brzegowy dla belki moze by¢ rozwigzany za pomoca metody szeregéw Fouriera.
Gléwna idea polega na przedstawieniu rozwiazania w postaci szeregu trygonometrycznego,
ktorego kazdy element spetnia natozone na rozwiazanie warunki brzegowe. Przy pomocy ana-
logicznego szeregu trygonometrycznego przedstawia sie funkcje obciazenia g(z), ewentualnie
wtasnosci materialowe lub parametry geometryczne. Podstawiajac przyjete reprezentacje funk-
cji wystepujacych w rownaniu rézniczkowym i korzystajac z liniowej niezaleznosci elementow
szeregu, wyznacza sie wspotezynniki rozwiniecia poszukiwanej funkeji y(x).

Dla belki swobodnie podpartej funkcje y(x) przedstawia sie w postaci szeregu sinusowego:

) = Y yesin (70 (22)

k=1

Wspbtezynniki g, rozwiniecia funkeji obciazenia g(x) w szerg sinusowy wyznacza sie ze

WZOrOw: . ) L
z) =Y gsin (m;)’ / ) sin ( mc)da: (23)
= L L

Podstawienie tych rozwinie¢ do wzoru 18 daje rownanie:

" krrt . fkwx krx
2 ~pa Yisin <L> EJZQk Sm( L ) (24)

k=1



Dla uproszczenia wprowadzamy oznaczenia:

kit Ak
N = Ik —1,2,.- 2
k=77 Be=oy o Yk A, k=1,2--.n (25)
Ostatecznie uzyskuje sie wzory na:
Ugiecie:
" k
r) =Y yysin (”) (26)
k=1 L
Moment:
kmx
M(z EJ—ZI{: yksm< 7 > (27)
Site poprzeczna:
3 kmx
T(x )——EJ—Zk: ykcos( . ) (28)

3.1 Szczegoblne przypadki obcigzen

EJ

Obciazenie ciggle na catej dtugosci belki

Z i Sin (lmrac) (29)

kmx

L

L

L knw

2q0 (L . (lmrx) 2qo L
qx = — | sin dx

L
2qo ‘zﬂ, nieparzyste k
= = ——| coskm—cosO | = ¢ 7
L . 0, parzyste k

Obcigzenie antysymetryczne
Belka z obcigzeniem ciggltym na jednej potowie dtugosci, i z obcigzeniem o przeciwnym znaku
i takiej samej wartosci na drugiej potowie.

dly @ |1, x<L/2
dzt  EJ . x>1L/2



EJ
/||/ L /IL
L/2
4qo /L/2 . (lmx)d 4q0 (L . (k‘?T[E)d 4q0 L kmrx 4q0 L kmx
== sin ([ — Jdo—— sin [ — Jdor = ———-— | cos — — — | cos —
W= J L L Jup L L kn L), Lkx L

_4]15: (cos (kgr) - 1) + thzf ((lmr) — cos (T)) = thzf (Cos(lmr) — 2cos (l{;) + 1)

EJ

Obciazenie sitag skupiong
Sita skupiona musi byc modelowana za pomoca funkcji uogdlnionych (dystrybucji) w szcze-
gblnosci delty Diraca.

=5~ 3)
/OO f(z)d(x — xo)dx = f(x0)

q(z) = kil qr Sin (T)

2 i (M) — 2 (L) 2P, ()
qr = I 0 T 9 S1n I r = LSII] I = I S1n 9




4 Roéwnanie rézniczkowe powierzchni ugiecia plyty

DV2V2w = ¢ — (1 + y)DhO‘tv%T

operator Laplace’a i bilaplasjan we wspotrzednych kartezjanskich

o? 0?
Vi= ——+ —
0x? * Oy?
o o o
ViV = 2
ox* + 0x20y? + oy*
Sztywnos¢ plytowa
E 3
D = 7h
12(1 — v?)
Macierz sztywnosci ptytowej
1 v 0
D = Dn gdzie n=|" 1.0
1—v
0 0

Macierze operatorowe
d

0
dT — [ ox 5
1 0 87y

" $eflo
—_ 1

[0 0
dj = |=— —
2 | Ox Oy
Macierz krzywizn k:
[0*w 0%w _ 0w
k= —didaw = 2
16210 | 022 Oy? 8:1:(9?/]

Wektor momentow

AT AT o HvgE + (Ly)ept

M=D (’“ - CM) =P (dldzw”th) =D | v+ g (L)t
2w
(1 - V)ga:ay

Wektor sit poprzecznych

AT
Q=-dl [D (dldgw + athﬂ +m=-D

(31)

(32)

(33)

(37)



Réwnanie rozniczkowe czastkowe czwartego rzedu (30), mozna zastapié¢ uktadem dwéch réwnan
drugiego rzedu. Sumujemy momenty M, i M,

AT
M = M, + M, =—-D(1+v) <v2w+2ath ) (40)
Z (40) wynika rownanie rézniczkowe Poissona
M o AT
2 ¢
= — — 41
Vo= S S I (41)
Podstawiajac (41) do (30) otrzymujemy drugie réwnanie rézniczkowe Poissona.
D
VM = —(1+v)q — (1 — ?) " 22AT (42)

h

5 Zastosowanie szeregéw trygonometrycznych do obli-
czania ptyt prostokatnych

Jedna z najstarszych metod rozwiazywania zagadnienia zginania ptyt polega na przyjeciu po-
dwdéjnych lub pojedynczych szeregow Fouriera. Metoda ta moze by¢ wykorzystana do analizy
ptyt prostokatnych o specjalnych warunkach brzegowych.

Zamkniete rozwiazania w teorii ptyt mozna otrzymac tylko dla ptyt o okreslonych ksztal-
tach, obciazonych w szczegdlny sposob. W innych przypadkach powierzchnie ugiecia ptyty moz-
na wyrazi¢ w postaci nieskonczonych szeregéw funkcyjnych. W podobny sposéb mozna wyrazié
uogolnione sity wewnetrzne towarzyszace ugieciu.

Trzy sposoby budowania rozwigzan majacych posta¢ szeregow:

— funkcje wyrazajaca powierzchnie ugiecia ptyty przedstawia sie za pomocg szeregu funkeji,
z ktorych kazda spelnia wszystkie warunki brzegowe, ale zadna nie spetnia réwnania
rozniczkowego.

Wspéblcezynniki szeregu — suma szeregu spetnia rownanie réozniczkowe zginanej plyty.

— rozwigzanie buduje sie z funkcji, ktore spetniaja rownanie rézniczkowe zagadnienia ale
zadna nie spetnia warunkéw brzegowych (przynajmniej niektérych).
Wspotezynniki szeregu — suma szeregu spetnia potrzebne warunki brzegowe.

— zaden z wyrazoéw szeregu nie spelnia réwnania roézniczkowego i warunkéw brzegowych.
Wspéblcezynniki szeregu wyznacza sie z warunku, ze suma szeregu spelnia réwnanie roz-
niczkowe i dane warunki brzegowe.

Ugiecie plyty wyrazone nieskonczonym szeregiem funkeji tworzacych uktad zupelny mozna uwa-
za¢ za "rozwiazanie Sciste”, jezeli szereg nieskonczony speklia réwnanie rézniczkowe i warunki
brzegowe.



Szeregi Fouriera, z ktorych bedziemy korzystaé, sktadaé sie beda z funkcji spetniajacych wa-
runki brzegowe ale nie spetniajacych réwnania rézniczkowego.

Rozwazmy plyte prostokatna, swobodnie podparta o wymiarach a x b, z dowolnie roztozonym
obciazeniem ¢(z,y).
Obcigzenie ptyty mozna przyja¢ w postaci podwojnego szeregu sinusowego:

q(z,y) = Z Z G SN () SIN(B,Y), (43)
gdzie:
am:ma 571271%7 man:172a3"' (44>
a

Charakterystyczna cecha szeregu (43) jest to, ze wszystkie jego parzyste pochodne beda tez
szeregami sinusowymi

S = = 3 Y st (). (45)
T S5 B sin(an) s (46)

= = > > (g, + B2)gmn sin(ar) sin(B,y) (47)
ViVig = § i(a%; + 32)% Gon si0 (0 ) sI0(B,y) (48)

Wspéblcezynniki rozwiniecia g,,, obliczamy, tak jak w analizie harmonicznej. Mnozymy obustron-
nie rownos¢ (43) przez sin(agx) i catkujemy wzgledem zmiennej z w przedziale [0, a], a nastepnie
wynik mnozymy przez sin(3y) i ponownie catkujemy w przedziale [0, b] wzgledem zmiennej y.

Ze wzgledu na ortogonalnosé¢ funkcji trygonometrycznych:

a 0 dla k
/ sin(ax) sin(a,,z) doe = a k#m, (49)
0 5 dla k=m.
b . 0 dla [#n,
/ sin(Gy) sin(B,y) dv = { , 7 (50)
0 5 dla [ =n,
po wykonaniu catkowania otrzymujemy
4 b ra
Gn = — / / q(x,y) sin(amz) sin(By) de dy (51)
ab Jo Jo

Mozna obliczyé¢ g, dla réznych typéw obciazenia q(m,n).



Zatozmy, ze funkcja wyrazajaca powierzchnie ugiecia rozpatrywanej ptyty ma postaé szeregu
podwojnego
T,Y) = DD Win Sin(am ) sin(Bry). (52)

Kazda z funkcji sktadowych szeregu (52) na wszystkich krawedziach plyty spelnia warunki
swobodnego podparcia: jezeli swobodnie podparty brzeg plyty jest prostoliniowy, a AT = 0
to warunki brzegowe:

w(s) =0, V2w(s) = 0. (53)
Podstawiajac rozwiniete w szereg Fouriera ¢(x,y), w(z,y), AT (z,y) do réwnania:
2172 Doy

otrzymujemy:

D Z Z a2 + B2 Wy sin(a,,x) sin(B,y) = Z Z Qo SN ) siN(By) +
(55)
+(1+ V)

(02, + B2) AT, sin(ama) sin(Buy)

Aby réwnosé (55) byta speliona dla kazdej wartosci wspotrzednych x i y, miedzy nieznanymi
wspotezynnikami rozwiniecia funkcji wyrazajacej powierzchnie ugiecia w,,, a znanymi wspot-
czynnikami q,,, i AT,,, rozwiniecia w szeregi Fouriera obcigzenia i przyrostu temperatury

zachodzi zwiazek
Qi ATmn

h o2 + 32

= (14 0) St

wmn
Amn

(56)

w ktorym
Ap, = D(O‘?n + 5721)2 (57)
Jezeli znamy powierzchnie ugiecia, to ze wzoréw (38,39) mozemy obliczyé¢ uogdlnione sity
wewnetrzne w plycie:

M,=D %: znj [(a?n 4+ B2) Wy — (1 + V)O;;ATmn] $in () sin(By) (58)
M,=DY Y [(m; +82) i — (14 V)O;;ATW} sin(ama) sin(Buy) (59)

May = =D(1 = 1) 2 €t o) cos() (60)
@=DY Y% (02, 4+ 52) wn — (L ) S AT, | @ cos(ana)sin(By) (61)

Qy,=D> > [(afn + ﬂz) Wy — (1 + V)O;;ATmn:| B sin( ) cos(5y) (62)



Sity naroznikowe:

R(0,0) =2D(1 =) 33 amfytimn,

R(a,0) =2D(1 — ) 3 3 (= 1) i By,
R(0,b) =2D(1 — v) é z:j(—mamﬁnwmn,
R(a,b) =2D(1 — v) ; S (=)™ Bt

Przyktad 1.
Szukamy parametru g, dla ptyty obciazonej sitg P

4 a rb
Grn = —/ / q(z,y) sin(a,z) sin(Byy) dy dx
ab Jo Jo
Podstawiamy: site skupiong wyrazona jako funkcj¢ poprzez delte Diraca.

q(z,y) =P - 6(x —20)6(y — yo)

[ 1@t — ) do =
z/_aooo-6(x—1:o)dq:+/:f(x)5(x—:co)d:c+/b+ooo.5(x_x0)dx:
:/zo g(x)d(x — x0) dx = g(x0) = f(x0)

gdzie

~J0 dla x¢ (a,b)
gle) = {f(x) dla z € (a,b)

Gmn :jb /Oa /Ob P-0(x —x0)0(y — yo) sin(a,x) sin(B,y) dy dx =
:ij/Oa d(z — xg) sin(ay,x) dz /Ob §(y — yo) sin(Bny)dy =

4
:—bP sin(au,xo) - sin(Bayo)
a

(63)

(64)

(65)

(68)



Przyktad 2. Obciazenie na catej plycie q(z,y) = qo

a skoro:

czyli

4 a rb
Qmn —— / / q0 Sin(amﬁf) Sin(ﬁny) dy de =
ab Jo Jo

:jb [ /0 " o sin(amz) ( /0 ' sin(ﬁny)dyﬂ da

4

_4a0
ab

_4a0
ab

mn

——— COS

1

Bn

——— COS

1

Bn

|

0

1690
mnm?2

b
5o /O sin(Gny)dy - /O
(8n0)

(Bnb) +

m

a

b

1

sin(a,,x) dx

0) . <_aln cos(a, )

B

)

1
) . (—am cos(apa) + o

lub n parzyste

m

i

n  nieparzyste

1

)

(69)

(72)
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