PRZYKEAD WYPROWADZENIA SFORMUELOWANIA WARIACYJNEGO

Sformutowanie lokalne: Znalezé u(x) € C? | takie ze

SEtu=g  Vre(ab)

W celu wyprowadzenia sformutowania stabego mnozymy obie strony row-
nania rézniczkowego przez funkcje testowa v i catkujemy

b

b
/(u” +u)vder = /gvdaz

a

Catkujemy przez czedci

b b b
—/u'v’d$+u'v|z+/uvdac:/gvda:
a a a
b

— /u'v' dx + o/ (b)v(b) — v/ (a)v(a) + /buv dz = /bgv dz

a

Po uwzglednieniu warunku brzegowego Neumanna u'(a) = ¢ i przyjeciu
v(b) = 0 otrzymujemy

b b b

—/u’v’d$+/uvd$:/gvdaz+cv(a)

a a a
Sformulowanie stabe: Znalezé u(x), takie ze u(b) =d i

b b b
f/u'v'der /uvdx: /gvdx+cv(a) Vv, v(b) =0
J .

a a

Wspoélezynniki macierzy i wektora elementu obliczamy ze wzorow:

Kij = _/¢2¢;d$+/¢i¢j dz, o= /gl/)id$+67/)i(a)
el el

el



OBLICZENIA MES DLA STACJONARNEGO PRZEPLYWU CIEPLA

Zastosowa¢ MES do rozwiazania zagadnienia Laplace’a (f=0, k=1 W/K/m)
w obszarze zdyskretyzowanym dwoma jednakowymi elementami skonczo-
nymi ([1], [2]) z weztami ponumerowanymi jak na rysunku. Przyja¢ na czesci
brzegu (1-2-3) warunki typu Dirichleta 7' = 20(z2 — y2) [°C], a na pozostalej
warunki typu Neumanna ¢ = 100 W/m?. Obliczy¢ temperature w punkcie
A(3,0.5) i w srodku ciezkosci elementu [2].

Macierz incydencji

element | st. swobody
1 2,4, 1
2 4,2, 3

Macierze ’sztywnosci’ elementow [1] i [2]:

0.5 —0.5 0
K'=K?=| -05 1 —-0.5
0 —05 05

Wektory ’obciazenia’ elementow [1] i [2] wynikajace z naturalnych wa-
runkéw brzegowych:

0 141.4
fl=1 100 f2= 0
100 141.1

Globalna macierz i wektor:

0.5 0 0 —-0.5 100
0 15 —-05 -1 0

0 -05 0.5 0 | 1414
-05 —1 0 15 2414



Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych i rozwiazanie uktadu
rownan algebraicznych Ku = f

R R [ up = —80 —+006-
I R up =80 | | —6-
0—0-5—05 6 uz = 320 I R

—0.5 —1 0 1.5 Ug 241.4

stad wektor stopni swobody:

w=(-80 80 320 187.6 )T °C]

Funkcje ksztattu elementu |2]

¢(1) (1‘, y) = y/2’ ¢(2) ($7 y) = ($+y_4)/(2+0_4)7 ¢(3) (1‘, y) = (33_2)/(4_2)

Dla takich funkeji zachodzi ¢ 1) (2, y)+¢2)(z,y)+d(s (z,y) = 1 Y,y
Aproksymacja MES temperatury w elemencie [2]

Th(w,y) = uyoa) (T, y) +u@) de) (T, y) +u@) b (z,y) = 1202+ 53.81y — 160

Po podobnych obliczeniach dla elementu [1] otrzymujemy aproksymacje
rozw. jak ponizej.
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Temperatura w wybranych punktach

Th(A) =226.9°C,  T,(C) = 195.8°C

Warto zauwazy¢, ze dla $rodka ciezkosci zachodzi

$1)(C) = ¢2)(C) = ¢3(C) =1/3 = T(C) = uq) +u) +u)
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