Wersja 3.5

Przyktad przedstawia rozwigzanie problemu brzegowego

Tu" + 3zu = 922 + 4
u'(—=1)=3 (1)
u(2) = -2

metodami residuéow wazonych i MES.

Metoda residuéw wazonych

Zanim zaczniemy obliczenia metodami wariacyjnymi zamienimy powyzszy
problem z niejednorodnymi warunkami brzegowymi na problem rownowazny
z jednorodnymi warunkami. W tym celu podstawimy za u(z) = y(z) + uo(z)
gdzie funkcja y(x) bedzie spetnia¢ jednorodne warunki brzegowe, a ug(x) jest
dowolng funkcjg ktoéra spetnia niejednorodne warunki. Dla naszego przykta-
du przyjmiemy funkcje postaci ug(z) = ax + b. Po uwzglednieniu warunku
w(=1) = ¥ (-1) +a =3 = a = 3. Analogicznie dla drugiego warunku
mamy u(2) = y(2) +a-2+ b= —2 oraz wykorzystujac, ze y(2) = 0 (warunek
jednorodny) = 2a+b=-2=2-3+b=-2= b= -8.

W ten sposob otrzymang zalezno$¢ u(x) = y(z) + 3z — 8 wstawimy do
réwnania (1) i otrzymamy problem brzegowy z jednorodnymi warunkami
brzegowymi

Ty + 3zy = 24x + 4
y'(=1) =0
y(2) =0

Residuum dla tego problemu wynosi R(z) = 7y” + 3zy — 24x — 4
Ogélny wzér metody residuéow wazonych ma postac

/wR(az)dQ =0 (2)
a dla naszego przyktadu rownanie (2) przyjmie postacé
2
/ w(Ty" + 3wy — 24z — 4)dz = 0 (3)
1

1. Metoda Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu stabym

Startujemy z réwnan
2 2
/w(?y + 3xy)d /w (24x 4+ 4)dx =0
21 ]

Pierwszy czton réwnania catkujemy przez czesci

o 2 2
T /(—7w y' + 3zwy)d /w 24z +4)dx =0  (4)
—1 -1

Zwazywszy na to, ze funkcja w spelia¢ ma jednorodny podstawowy
2
/
=0.
—1
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Wersja 3.5

Podstawiamy za y = ®d i za funkcje wagowa w = ®c = cT®7, oraz
przyjmujemy trzy funkcje bazowe spetiajace jednorodny podstawo-
wy warunek brzegowy (co najmniej klasy ciagtosci C1)

b=[r—-2 (r—2)?° (z—2)

Réwnanie (4) po przeksztatceniach przyjmie postaé

2 2
/(—7CT<§’T<I>'d + 3zc"®@T®d)dx — /CTCPT(243: +4)dz =0
—1 -1

a dla warunku, ze rownanie to jest spetnione dla kazdego ¢ # 0 mamy

2 2
/ (—79"®'d + 308 ®d)dr — / & (242 + 4)dz = 0
el

-1

Po przemnozeniu i scatkowaniu otrzymamy uktad réwnan

—27.750 87.300  —261.900 dy —18.000
87.300 —324.900  1058.786 dy | = | —18.000
—261.900 1058.786 —3647.604 ds 113.400

Rozwigzanie uktadu réwnan

9.719
d=| 5391
0.836

Ostatecznie y(x) = 9.719 - ®; + 5.391 - &y + 0.836 - 3 = 0.8362° +
0.3752% — 1.813x — 4.465 a wracajac do réwnania wyjsciowego u(z) =
y(2) +uo(z) = 0.8362% + 0.37522 — 1.813z — 4.465 + 3z — 8 = 0.8362° +
0.37522% + 1.187x — 12.562.

. Metoda Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu mocnym

Rozwiazania bedziemy szuka¢ w bazie funkcji dopuszczalnych spetnia-
jacych podstawowe i naturalne warunki brzegowe, oraz co najmniej
klasy ciggtosci C2.

Przyjmiemy trzy funkcje bazowe
&= +20 -8 2° 152260 +10 2*—42° + 162 — 16

oraz y = ®d i funkcje wagowa w = ®c = cT®T. Podstawiajac te
wszystkie zaleznosci do (3) otrzymamy

2
/ c'®T (7@"d + 3r®d — 24x — 4) dz = 0
21
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Wersja 3.5

Roéwnanie to ma by¢ spelione dla dowolnego ¢ # 0, oraz po podsta-
wieniu konkretnych funkcji bazowych, przyjmie postac

2 2+ 2x —8
/ 23 — 1.522 — 62 + 10 {7[2 6 —3 120% — 24z | d+
el xt — 423 + 162 — 16

+3x[:c2+2x—8 23— 1522 — 62 + 10 x4—4x3+16x—16}d—

—24:E—4}dx: 0

Dalej catkujac i przeksztalcajac otrzymamy uktad réwnan

—276.300 382436 —706.146 dy —126.000
382.436 —697.757  1430.662 dy | = 32.400
—706.146 1430.663 —3176.357 ds 64.800

Rozwiazanie tego uktadu wynosi

1.587
d= 0.761
—0.031

a ostateczne rozwiazanie ma postac¢ y(x) = 1.587-®140.761-Po—0.031-
P; = —0.0312* + 0.88523 + 0.4452% — 1.888x — 4.590. Wracajac teraz
do réwnania wyjsciowego u(z) = y(z) + ug(z) = —0.0312* + 0.8852° +
0.4452% 4 1.112x — 12.590.

3. Metoda kollokacji

W metodzie tej funkcja wagowa jest w = §(x—x;) gdzie x; jest punktem
kollokacji. Punktow kollokacji dobieramy tyle ile jest funkcji bazowych
i powinny one zawiera¢ sie w obszarze szukanego rozwigzania. Przyj-

mijmy 1 = —31, 2, = % oraz 23 = %.

T 2
Réwnanie (2) ma teraz postaé

2
/5(30 —z;))R(z)de = R(x;) =0 dla i=1,2,3

1
czyli
R(x;) = (T®(x;)" + 32;®(x;))d — (242, +4) =0 dla i=1,2,3

dalej

R($1):0—){7l2 6-—%—3 12-(-%) —24-—1%

1 1\ 2 1 1n\° 1\ 2 1
+3-—Z-[<—Z> +2: 78 (7) _1'5'<_Z> ~6-—7+10...
n* 1\* 1 1
'(7) _4'<_Z> +16-—Z—16]}d:24-<—1)+4
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2 2
+3.1.[(1)12.1_8 (1)3_1.5.(1)2_6.1“0._.
2 2 2 2 2 2
.<l>4—4- <l>3+16-1—16]}d:24-<1)+4
2 2 2 2

2
5 5 5
R =0—147 D AZ) =942 |+
(x3) {[264 3 12 <4> 244]

3 > 2 2 > 8 2 1.5 2 6 > 10
+ 11\ + i A vy -4+
4 3
5 5 D 5
A=) —4- (- 16-——16|d=24-( - 4
<4> <4> 10 4 6]} (4)+
co prowadzi do uktadu réwnan

20.328 —40.043  62.200 dy -2
3.875  10.125 —75.656 dy | =1 16

—0.766  39.410 —83.892 ds

R($2):0—>{7l2 6-%—3 12-<1> —24-3%

Rozwiazanie uktadu réwnan ma postac

0.874
—0.010

d:

1.653 ]

a szukana funkcja u(x) = 1.653 - 1 + 0.874 - 5 — 0.010 - D3 + up(z) =
—0.010z" 4 0.9132% 4 0.3422% + 0.9042 — 12.326.

. Metoda najmniejszych kwadratow

oR
od;”

W tej metodzie funkcja wagowa ma postac¢ w; =

Residuum mozemy zapisa¢ jako
R=7®"d + 3z®d — (24z + 4)

stad
oR

od, ; T or

Wy

czyli rownanie (3) przyjmie postacé

2
/ (7®" + 30®)" (78"d + 30®d — (24z +4)) da = 0
21
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Wersja 3.5

podstawiajac za ® nasz wektor funkcji bazowych otrzymamy
2 2 22+ 21 -8
/ 6x — 3 +3z | 2® — 1.52% — 62 + 10 {{2 6z — 3 12:1:2—24x}d+
e 122% — 24x xt — 423 + 162 — 16

+3z [ 22+ 220 —8 2% — 1522 — 6x+ 10 2* —42® + 162 — 16 | d—(24x+4)}dx =0

co po scatkowaniu i przeksztatceniach daje uktad rownan

878.057  —1698.396 4570.136 dy —67.800
—1698.396 6898.018 —14967.643 dy | = 2826.900
4570.136 —14967.643  41057.112 ds —5271.943

ktorego rozwiazaniem jest

1.463
d= 0.661
—0.050

Ostatecznie rozwigzanie ma postaé¢ u(x) = 1.463 - &; 4 0.661 - dy —
0.050 - @3 + up(z) = —0.0502* + 0.8622> + 0.47222 + 1.156x — 12.291.

Powyzsze metody sa metodami przyblizonymi. Jednakze jezeli mamy do-
swiadczenie w dobieraniu funkcji bazowych to w szczegdlnym przypadku mo-
zemy otrzymacé nawet rozwigzanie Sciste.

Metoda elementéw skoniczonych w stabym sformulowaniu B-G

Zapiszemy problem (1) dla jednego elementu

le le
/we(7ue” + 3(2° + a®)u’)da’ = /we(9(:pe + a®)? + 4)da*
0 0
gdzie a® jest przesunieciem elementowego lokalnego uktadu wspotrzednych
wzgledem uktadu globalnego.
Pierwszy czlon przecatkujemy przez czesci
le le le
o T /(—7we/ue/ + 3(2° + a®)wu)da® = /we(9(:pe + a®)? + 4)da*
0 0

/
Twu’

Podstawiamy teraz za u¢ = N¢d® i w® = N¢c® = c*"IN¢T gdzie N¢ s linio-
¢ x° .
—]) otrzymujemy

wymi funkcjami ksztattu Lagrange’a (IN¢ = [1 BT

7CeTNeTue/

le

le

)+ [ (T T NTINAE 30+ a)e NN da =
0

le
I/CeTNeT<9<I‘e—|—CLe)2+4)dSL’e
0
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Wersja 3.5

dalej przeksztatcajac

le
le
¢t {7N6Tu6' ot / (—=7NTNY + 3(2° + a*)NTN)d*da*
0

le
- /N@T(g(xe a4 4)dxe} —0
0

Roéwnanie to jest spelione dla dowolnego ¢ i po przeksztatceniach przyj-
mie postac
K“d® = p* - p}

gdzie

le
K= [(~7N"N 4 3(2° + 0NN )da*
0
lE
pe — /NeT<9(l,e —|—CL6>2 —|—4)d.’lfe
0

e

l
pj = TN |

Przyjmujemy trzy elementy skonczone o rownej dtugosci (¢ = 1. Dla po-
szczegdlnych elementéw otrzymujemy macierze i wektory: () — nr wezta)

Element 1 o' = —1

@® @
i |- 675 @
_[ 6.75 —7.25 ] ®
[425] @
P = l 2.75 ] ©)

6 P. Plucinski modyfikacja: marzec 2015
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Element 3 a®> =1

@ @
Ks | —575 7.75] ®
775 =525 | @
(10257 @
P’ = l 14.75 ] @
5 _ —u?'(0) ®
Po Y3y | @

Teraz przystepujemy do agregacji macierzy i wektoréow

@ @ ® @

775 6.75 0 01 @
K — 6.75 —14.00 7.25 0 ®
N 0 7.25 —12.00 7.75H ®
0 0 T —52 | @
1257 @
| 550 | @
P= 11450 | @
1475 | @
—u(0)=—v'(-1) | @
1//71 2/ _
u" (") —uw®(0)=0 | @
Py =7 2 (72 3
uw (I7) —u”(0)=0 | ®
) =) | @
Stad mamy uktad réwnan
775 6.75 0 077 d 4.25 —u(—1)
6.75 —14.00 7.25 0 do _ 5.50 _ 0
0 7.25 —12.00 7.75 ds | | 14.50 0
0 0 775 —5.25 | | dy 14.75 w'(2)
Uwzgledniajac teraz warunki brzegowe u(0) = dy = —2 oraz v/(—1) = 3
nasz uktad réwnan przyjmie forme
775 6.75 00 d, 4257 (=3) 0
6.75 —14.00 725 0 do _ 5.50 _(_2) 0
0 7.25 —12.00 0 ds | 14.50 7.75
0 0 775 7| W@ 14.75 ~5.25

Rozwiazanie powyzszego rownia - niewiadome pierwotne d i niewiadome
wtoérne py

—13.8791 —3
g | —12.1946 B 0
~ | —9.8675 Py = 0

—9 11.5319

Funkcje ksztattu sa liniowymi funkcjami Lagrange’a i rozwiazanie MES
spetnia jedynie podstawowy warunek brzegowy (dla u/(—1) = 1.6846 # 3).
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Spetnienie naturalnego warunku brzegowego wymagatoby przyjecia funkcji
ksztattu Hermita. Zachowujac funkcje ksztattu Lagrange’a btad rozwigzania
dla pochodnej mozemy zmniejszy¢ zwiekszajac liczbe elementow skonczo-
nych.

Poréwnanie wynikow
Na rys.1 zamieszczono wykresy rozwiazan z poszczeg6lnych metod.

Rysunek 1: Zestawienie wynikéw
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