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1.Wstep i podstawowe zalozenia

Analiza stateczno$ci pretow cienkosciennych jest ciagle nie rozwiazanym do konca
problemem, waznym dla praktyki inzynierskiej. Jest to widoczne juz w najprostszym, lecz
najpowszechniejszym przypadku przekroju dwuteowego. W zaleznosci od wielkosci
smukto$ci preta, moze wystapi¢ wyboczenie gigtne tzw. zwichrzenie (duza smuklos$¢ preta
przy stosunkowo grubych poétkach), lub wyboczenie skretne. Przyktadowo, belki stalowe
formowane na zimno sa bardziej podatne na wyboczenie skre¢tne niz belki formowane na
goraco poniewaz sg one ciensze. Podobnie, bardziej podatne na wyboczenie skretne sa belki
szerokostopowe. Szczegodlnie wazne jest rozwazenie mozliwosci wyboczenia skrgtnego dla
belek wykonanych z materiatu o wysokiej wytrzymato$ci. Problem si¢ znacznie komplikuje,
gdy konstrukcja jest wykonana zpretdéw cienkosciennych o przekroju otwartym
1 niesymetrycznym. Wowczas ma miejsce sprzezenie obu opisanych form wyboczenia i dla
poprawnego opisu tego zjawiska konieczne jest wyjscie poza standardowa (liniowa) teori¢
wyboczenia.

Doktadny opis wyboczenia konstrukcji zdyskretyzowanej elementami skonczonymi
z obrotowymi stopniami swobody wymaga uwzglednienia nieprzemiennego charakteru
skofczonych obrotow. Jest to wazne w szczegdlnosci w geometrycznie nieliniowej analizie
konstrukcji cienko$ciennych, w ktorych wyboczeniu towarzysza duze przemieszczenia i duze
gradienty przemieszczen.

Z kinematyki wiadomo, ze koncowa pozycja ciatla sztywnego, poddanego dwoém
obrotom skonczonym jest zalezna od kolejno$ci wykonywania tych obrotow, jesli tylko osie
obrotu sa ustalone w przestrzeni i nierownolegle. Powoduje to, ze funkcje nieliniowe obrotow
nie sa w ogolnosci zdefiniowane w sposob jednoznaczny i sg rozne dla roznych sekwencji
przytozenia tych obrotow. Konsekwencja tego jest niejednoznaczno$¢ nieliniowych réwnan
geometrycznych (zwiazkéw pomiedzy odksztatceniami i przemieszczeniami) i niejednozna-
czno$¢ funkcjonatu catkowitej energii potencjalnej ustroju. W rezultacie macierz sztywnosci
stycznej jest niesymetryczna.

Powyzsze trudno$ci nie wystepuja jesli wprowadzona zostanie definicja tzw. obrotu
polstycznego ( ang. semitangential rotation ), zaproponowana przez Argyrisa i wsp.[2], przez
analogi¢ do skrgcenia poéistycznego ( w Dodatku 1 zdefiniowano rézne typy momentow

skrecajacych).
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Zmiana definicji obrotéw wymaga rowniez przedefiniowania momentdéw. Iloczyn
macierzy sztywnos$ci stycznej przez wektor przemieszczen, z wykorzystaniem definicji
obrotow potstycznych, prowadzi do wektora obciazenia zawierajacego tzw. momenty
polstyczne. Momenty te sa konserwatywne i w konsekwencji macierz sztywnosci stycznej jest
symetryczna.

Termin moment polstyczny mozna wyjasni¢ za Argyrisem w ten sposob, ze jest to
wektor $redni z dwoch wektoréw momentéw a mianowicie momentu wokot ustalonej osi
imomentu $ledzacego (dokladniej: jest to potowa zmiany momentu $ledzacego,
spowodowanej obrotem jego punktu przylozenia). Nalezy wyraznie podkresli¢, ze chociaz
moment wokot ustalonej osi i moment §ledzacy sa niekonserwatywne, to moment potstyczny
jest konserwatywny.

W analizie wyboczenia konstrukcji metoda elementéw skonczonych (MES) istotna role
odgrywa macierz sztywnosci geometrycznej. W pracy macierz ta dla elementu cienko-
sciennego wyprowadzono wykorzystujac teori¢ zawarta w artykule Kima 1 wsp. [5].

Przyjg¢to, ze materiat jest liniowo sprezysty i1 odksztalcenia sa mate. Zaktada si¢ tez, ze
stan przedwyboczeniowy przemieszczen jest pomijalnie maty. Do budowy modelu
numerycznego wykorzystano metod¢ elementow skonczonych w sformutowaniu przemie-
szczeniowym.  Zastosowano opis materialny  przyjmujac  tensor  odksztalcenia
Greena-Lagrangea oraz konsekwentnie definicje obrotow i momentoéw potstycznych.

Przyje¢to zatozenia teorii Wiasowa pretow cienko$ciennych o przekroju otwartym [6]:

1. Powierzchnia $rodkowa preta deformuje si¢ tak, jakby w plaszczyznie kazdego
przekroju poprzecznego rozpostarta byla na linii srodkowej sztywna tarcza, idealnie
jednak wiotka dla deformacji w kierunku prostopadtym do przekroju poprzecznego,

2. Odksztatcenia katowe w punktach powierzchni srodkowej sa pomijalnie mate,

3. Naprezenia normalne do powierzchni rownoleglych do powierzchni $srodkowej sa
pomijalnie mate w stosunku do dwoch pozostatych naprezen normalnych.

Powyzsze zalozenia transformuja tr6jwymiarowy problem do problemu
jednowymiarowego. Zatozenie drugie (zwane tez zalozeniem Wagnera) oznacza przyjegcie
teorii zginania Eulera-Bernoulliego, poniewaz zaniedbanie naprezen stycznych implikuje
w przypadku zginania, ze przekrdj poprzeczny pozostaje plaski i normalny do powierzchni
srodkowej. Liczne weryfikacje do§wiadczalne, w szczegdlnosci zalozenia Wagnera, wykazaty
7ze wymienione zalozenia sa do zaakceptowania dla belek cienko$ciennych dostatecznie

smuktych, w ktorych stosunek dlugosci do szerokosci jest wigkszy od 10 [3].
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Przy wyprowadzeniu macierzy sztywnosci elementu skonczonego przyjeto, ze
parametry przemieszczeniowe od deformacji osiowej 1momentéw zginajacych sa
zdefiniowane w osi cigzkosci, natomiast parametry pozostate w $rodku $cinania (ta nazwa,
anie rownorzgdnie stosowana w literaturze: $rodek zginania, bgdzie uzywana w pracy).
W analizie uwzgledniono pelne sprzgzenia stanéw gigtnych 1 skrgtnego, wynikajace z
niesymetrii przekroju poprzecznego. Przemieszczenie osi prgta interpolowano wielomianem
liniowym Lagrange’a natomiast do interpolacji pozostatych przemieszczen ikata skrgcenia
uzyto wielomianow sze$ciennych Hermita.

Praca sklada si¢ z 10 rozdziatéw 1 6 dodatkow. W rozdziale drugim zawarto opis pola
przemieszczen i obrotow skonczonych. W nastgpnych rozdziatach opisano kolejno: rownania
geometryczne 1 sily przekrojowe dla przekroju cienko$ciennego; catkowita energi¢ dla
elementu skonczonego; interpolacj¢ pola przemieszczen; roéwnania réwnowagi; macierz
korekcyjna sztywnosci (dla dowolnego przytozenia sity); przyktady wykorzystujace
powyzsza teori¢; podsumowanie, oraz literatur¢ wykorzystana przy pisaniu pracy. Dodatki
zawieraja: opis roznych typow momentéw skrgcajacych (qusistyczny, potstyczny
i pseudostyczny); wyprowadzenie macierzy liniowej sztywnos$ci i sztywno$ci geometryczne;j
dla réznych typoéw warunkdéw brzegowych; przykltadowe obliczenia charakterystyk
geometrycznych przekrojow cienkosciennych; wydruki plikdw do obliczen macierzy liniowe;j
sztywnosci (lkim.for) 1macierzy geometrycznej sztywnos$ci (gkim.for), oraz zbioru danych

1 fragmentow zbioru wynikowego (dla przyktadu 8.1 przyp. 2a).
2.0pis pola przemieszczen i obrotow skonczonych

Przemieszczenie catkowite U punktu przekroju poprzecznego jest suma przemieszczen
liniowych (translacyjnych) U , 1 przemieszczen od obrotu (K -X 0)
U=U,+(X-X,). (1
gdzie:

X, X - wektory wodzace punktu w konfiguracji poczatkowej i aktualne;.

W wektorze U zawarte sa przemieszczenia przekroju poprzecznego jako ciata

sztywnego 1 przemieszczenia spaczenia tak, ze wektor ten ma wspotrzedne w formie:
U,={U,-0'9,U,.U}, )

gdzie:
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0 - kat skrecenia,
#(x,,x,) - funkcja spaczenia.

A
X3
C3 | ‘
|
- ﬁ"/ l
| ’ .. ;.
A ‘ ¢ — srodek ciezkosci
! /4 7 . .
U ;“ | o — $rodek $cinania
|
l
B >> : >
X
~U' €2 2
U z
X
X
! Rys.1

Przyjete miary przemieszczen, uklad wspotrzednych gtownych centralnych (xi,x,x3)
przekroju poprzecznego oraz potozenia Srodkéw cigzkosci 1 $cinania pokazano na Rys.1
U,,U,,U, sa przemieszczeniami liniowymi sztywnego przekroju w kierunku x; $rodka
cigzkosci 1 w kierunku x; i x3 $rodka $cinania. 6,-U’,U ; sa sztywnymi obrotami wokot
odpowiednio osi $rodka $cinania i osi x, oraz x3. 6’ jest parametrem definiujacym spaczenie
przekroju poprzecznego a gorny przecinek oznacza rozniczkowanie wzgledem x;. Nalezy
zauwazy¢, ze przemieszcezenia U U ,U_i6 sa funkcjami tylko x;.

W literaturze wykazano, ze w analizie stateczno$ci konstrukcji istotna rolg odgrywa
uwzglednienie przemieszczen od skonczonych obrotoéw [4,8,9].

Wektor obrotow skonczonych w jest zdefiniowany przez wielko$¢ obrotu o = || 0] || 108
obrotu (lub kierunek w przestrzeni) p =® / || 0] || . Fizykalnie, obrét o jest interpretowany

jako obrét o @ radianow wokot osi p . Dla matematycznego opisu obrotow skonczonych

wykorzystano wektor obrotow @ do definicji macierzy obrotow. W tym celu, najpierw

zdefiniowano macierz sko$nie symetryczna S zwiazana z @ za pomoca relacji [1] :

S-0=0 i S-y=oxy daVy. 3)

Oznaczajac wspotrzedne wektora @ = {co1 , @, , 0, }1 macierz S przyjmie postac:

! Przyjeto oznaczenia: [...] — dla macierzy jednowierszowej, {...}- dla macierzy jednokolumnowej



Wyboczenie sprezyste belek i ram o przekroju cienkosciennym 7

0 -, o,
S=| o, 0 -] 4)
-0, o, 0

Z algebry liniowej wiadome jest, ze macierz obrotu C, ktéra produkuje skonczony

obrot m, jest funkcja wyktadnicza macierzy skosnie symetrycznej S:

C=expS=l+S+—S"+... . (3)

1
2!
Macierz C jest macierza ortogonalna, tzn. C 'IZQ T w dalszym ciagu ograniczono si¢
do uwzglednienia we wzorze na C tylko dwoch pierwszych sktadnikéw sumy (5).
Catkowity obrot skonczony wyrazono jako zlozenie nieskonczenie matych obrotow

(0, /n,0,/n,m,/n), gdzie n jest duza liczba catkowita, co mozna zapisa¢ w postaci wzoru:

gn ZAQn 'Agn—l et Agl > (6)

lub w formie rekurencyjne;j:
gn = Agn .gn—l . (7)

Nalezy podkresli¢, ze AC-C , ktore jest interpretowane jako nalozenie skonczonego
obrotu AC na skonczony obrot C, jest rozne odC-AC, interpretowanego jako natozenie

skonczonego obrotu C na skonczony obrot AC (brak przemiennosci).
Wykorzystujac liniowa czg§¢ macierzy obrotu C, transformacja wektora poczatkowego

X, przekroju cienkos$ciennego spowodowana matym, lecz skonczonym obrotem wyraza si¢

wzorem:
Xl ;(l—i_in).lo _An E 4 (8)
gdzie:
X, :{O,xz,x3}, E:{O’ez’%}’ (%a)
0 —wo,/n  ,/n 0 0 0
S, =| o;/n 0 —o/n|, 4,=|0 0 -o/n|. (9b)
-o,/n  o//n 0 0 w/n 0

Nastepna transformacj¢ wektora X; oblicza si¢ wzorem :

X,=(+8,)X -4, E=(I+S,) - X,-({+S,) 4, E-A4,E . (10)

—n
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W koncu, dla n-tego obrotu otrzymano wzor:

Xn :(£+§n)n 'Xo _(£+§n)n71 4 .E_"'_(l-’-in)'én 'E_An E (11)

n

Stosujac teraz do wzoru (11) twierdzenie o rozktadzie dwumianu i1 pomijajac wyrazy

wyzszego rz¢du niz dwa, wzér na X,, przyjmie postac:

-1
Kné{lﬂdﬁn(n )52]&—nzﬁnE—(1+2+...+n—1>§n4n£. (12)

2 —n

Dla n dazacego do nieskonczonos$ci X, zmierza do X okreslajacego koncowa pozycje

wektora X, na skutek obrotow w, a» 1 ws.

limX, =X =(1+S+18%) X, ~(1+15)-4-E. (13)

—0
n—>0

gdzie S jest w postaci (4) a macierz A ma forme :

0 0 0
A={0 0 -o|. (14)
0 o O

Podstawienie (13) do wzoru (1) prowadzi do koncowego wzoru dla opisu catkowitego

pola przemieszczen przekroju cienko$ciennego:

U=U,+(s+18°)x,~(1+15)aE (15)

Wektor U we wzorze (15) jest suma wektorow od przemieszczen translacyjnych
1 obrotoéw. Wektor obrotu z kolei jest ztozony zczgsci liniowej i kwadratowej (wyrazy
podkreslone). W dalszej czesci pracy przemieszczenia zwiazane z czgscia kwadratowa tych

przemieszczen oznaczono gwiazdka tak, ze wspotrzedne wektora U mozna zapisa¢ w formie:

U={U,+U",U,+U, U, +U,"}. (16)
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3. Rownania geometryczne i sily przekrojowe

Przyjmujac, ze przekrdj poprzeczny jest sztywny ze wzgledu na deformacj¢ w swojej
plaszczyznie tzn. €= £33 = €23 =0, przemieszczenia dowolnego punktu przekroju cienko-
sciennego otrzymano rozpisujac wzor (15):

Ul(xli‘x27x3)= U,-U' x, _Q,y x,—0'¢
Uz(xl,xz,x3):gy —Q(x3 —e
U3(x1,x2,x3):g +Q()C2 -e,

(17)

oraz
U, (xl’XZ’x3):%[_QQZ (xz _eZ)+QQy (xs _63)]
U;(xl’xzrx3)=%[_(—2 +Q’i)xz -U'. Q’y X3 +Q2 62] . (18)
U;(x13x2=x3):%[_gz Q’y Xy _(QZ +l§)x3 +Q2 e3]
Pole odksztalcen zdefiniowano przyjmujac tensor odksztalcen Greena-Lagrangea’a
W postaci:

e, =t +u) +U,+u) )+, + U ) 0 <00 ), (19)
gdzie dolny przecinek oznacza rézniczkowanie po wspotrzednych przestrzennych (xi, x2, x3).
Rozdzielajac odksztalcenia na cze$¢ liniowa 1 kwadratowa wzgledem gradientow

przemieszczen otrzymano wzor przyblizony:

g, =e, +1, e, (20)
gdzie:

e. :%(UHJFUJ.J), n, =1U,,U e, =§(U +U;,i) (21)

Ly

Podstawienie wzorow (17) 1 (18) do (21) prowadzi do kompletu rownan

geometrycznych w formie:
e, =U,, =U' -U" x,-U" y X -0"¢

2e, = U,+U,, = —6_7'¢,2—Q'(x3 —e3) (22)
2e, = U1,3 +U3,1 = —Q’¢,3—6_?'(x2 _ez)
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27, =U2 +U2 = (U, -0'(x, — &)+ (U, ~0'(x, —¢,))
2n,, = U1,1 Ul’2 +U2’1 Uz,2 +U3’1 U3_’2

(U, U X, U %, - 09)( U, - 09,,)+ U +0'(x, ~¢,)) 0 (23)
2n, = UL1 Ul,3 +U2,1 Uz’3 +U31 U33

=(U, ~U". %, U, x,~09)(-U". ~0'4,,)-(U", +0'(x,~¢,)) 6

el =U;, =4[~ (0U".) (x,—e,)+(0U",) (x, —e,)]
2el, =U;, +U;, =—[0U". +(07 +U” ) x, +(U.U", ) x, -0, | 24)
261*3 :U1*,3 +U3*,1 :%[Q Q,y -(U’. Q,y),XZ _(Qz +Qf)'xz +€2 e3]

We wzorze na 7,, pominig¢to U 12,1 jako wielko§¢ mata w poréwnaniu z pozostatymi

sktadnikami.

4. Calkowita energia potencjalna elementu cienkosciennego

W analizie bifurkacji stanu rownowagi rozwaza si¢ konstrukcje poddana wstgpnemu
stanowi napr¢zen. Zaktada si¢ , ze nie ma wstgpnych przemieszczen oraz, ze konstrukcja jest
w samo zréwnowazonym stanie rownowagi od tych napr¢zen wstepnych i wstgpnych sit
powierzchniowych. Calkowite wielko$¢ przemieszczen, odksztalcen i1 naprezen wyrazaja

wOwczas Wzory:

U, =U,+U;

tgl.. =g,

. v (25)
T, =T;+7T

'T="T +T,

gdzie gérne indeksy ‘o’ 1 ‘¢’ okre$laja zmienne wstepne (poczatkowe) i catkowite a brak
indeksu oznacza przyrost zmiennej. Odnoszac te oznaczenia do wzoréw wyprowadzonych
w poprzednich punktach pracy, oznacza to, ze wystepujace tam wielkosci sa w rzeczywistosci
przyrostami zmiennych, wzgledem samozréwnowazonego stanu rownowagi.

Na Rys.2 pokazano rozwazany element skofczony wraz z wstgpnymi sitami

przyweztowymi. Jest to element dwuweztowy o 7 stopniach swobody w wezle.
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¢ — $rodek cigzkosci
o — §rodek zginania

Rys.2

Wektory przemieszczen U, i sit wstgpnych °F, maja postac :

ur=@ruh,  F,=(CE'SF")
v’ =(Uf,U“ Uf,wf’,a)f,w?,fa) , a=p.q (26)

v b

o ~aT ora opra oA o a o a o a o a
Vil =(F1,F2,F3,M1,M2,M3,M¢), a=p.q

gdzie:
wf =U,(0), i =U (L)
w; =-U.(0), wy ==U.(L) . (27)
fr=-60), f1==0'(L)

Sity w elemencie od wstepnego stanu naprgzen wyrazono w funkeji sit przyweztowych
za pomoca wzorow ( L — dhugos¢ elementu):
R=FP =R CF=—(MIeMI)L, 0 =(MIeMy)L
M, =—M{ +("MP+°M{)x, [L, "M, =—"M!+("M?+°M{)x,/L  (28)
‘M, =—"M?, "M, ="M + f M, dx,
Catkowita energia potencjalna elementu cienko$ciennego jest suma energii sprezystej
ITg, energii potencjalnej od naprezen wstgpnych i sit przyweztowych Ilg oraz energii
potencjalnej od przyrostu sit pozawegztowych —I ey :
=11, +11, -11_,. (29)

Poszczegodlne sktadowe energii I wyrazaja si¢ wzorami:
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I, =5 l _L[z-llell +21,e, +2713613] dA dx, , (30)

HG =HG1 -|-HG2 +HS
- J; L[OT“?]H +2%7,m, +2 0T137713] dA dx,

o * 0 * 0 * (31)
+ J; L[ T, +2°1e, +2 713913] dA dx,
- [[nuy+rus+enus]as |
M,, =+ [[U, + U, + U, ] ds . (32)

We wzorze (31) pierwszy sktadnik I15; oznacza konwencjonalna energig potencjalna od
stanu naprezen wstepnych podczas gdy drugi sktadnik I, 1 trzeci I1s oznaczaja odpowiednio
energi¢ potencjalna naprgzen wstepnych i1 wstepnych sit powierzchniowych wynikajaca
z uwzglednienia wyrazen rz¢du drugiego w definicji obrotow skonczonych.

Podstawienie do powyzszych wyrazen rownan geometrycznych (22)-(24) oraz definicji

sit przekrojowych (zdefiniowanych ponizej wzoru (41)) prowadzi do wzorow:
M, =4 [[EAU2 + ELUT + ELUZ + G160 + E1,0™ ] dx, | (33)
M, =U,F., (34)
gdzie U, 1 F, sa wektorami przemieszczen i sit w weztach elementu skonczonego,
M, =4 [['F U7 +U2)+M 07 -2 M, ~e,"F ) U6’
(M, —e,"F,) U0’ +2 "FU'0 -2 "F,U" 6] dx,
[ [z, % UIU +7 0, x, UL U ) dday, (35)
+L L(”rlz U U, +"7;x;, U] UZ") dAdx,

+,L L[OTIZ (xz - ez)"'o T3 (x3 - 63)](9/9) dAdx,

Mg, =4 [[("M,="Fe, JOULy+ ("M +°Fe, JoU, - F,0U + FoU, Jax
[ [lroxonx)Uiu)dady
[ [z x, UL U472, %, UL U dAd,
[ 771 (e — e )+ 25 (x, —e,))(0°0) dA v,

gdzie pominig¢to wyrazenia sprzgzone z przemieszczeniem Uy. Wykorzystujac teraz definicjg

(36)

dla wstepnego momentu skrecajacego *Mr i dodajac do siebie Ig; i I1g; otrzymano:
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Mg +Mg, =4 [["F U2 +U2)M 0+M, (UL UL -UTU,)
+(0M2 —e"F )(U: 0-U, ‘9')"' (0M3 —e,°F )(Ug 0-U, 0’) (37)
FOF UL 0-"F,U" 0+ ("F,e,~F, e, \U U ~U"U" )] dx, .

Przyjmujac nastepnie, ze sita °F) jest przytozona w $rodku cigzkosci a sity °F, i °F;
w $srodku $cinania, energia potencjalna I'ls wyraza si¢ wzorem:
* o * 0 * L
[y = [ {7 80,0, Uy +("F,US+F,U3) 8, - e, —e3)}dA]O

(33)
=1[°F (e, 0U! —e, 60U WF, (e, U +e,UU J°F, e, UV + e, U )|

gdzie 0 (x», x3) jest funkcja Diraca.

Powyzsze wyrazenie upraszcza si¢ przy zatozeniu, ze sily osiowa i poprzeczne sa state

wzdhuz dtugosci elementu skonczonego:
My =4 [["F (e,0U] —e, 0U)+°F, (e, U +e, UV, '+°F, (e, UL, + e, U2 | di,. (39)
W koncu, sumujac réwnania (37) i (39) wyrazenie na [1g ma postaé:
I, =11, +11,, +1IIg

=t 'R U +U +26,U, 0 - 26,02 0)+ M, 0"
R U 6-F U0+ °M, (U U -U"U")
M, (U 6-U 6')+'M, (UT6-U. 6')
+2°F,e,U'U' +2 °F, e, U" U’
+2 °F,e,U" U’ +2 °F, e, U U] dx, .

(40)

Nalezy podkresli¢, ze w powyzszym wyrazeniu udziat momentéw zginajacych
1 momentu skrgcajacego ma forme odpowiadajaca momentom polstycznym.

Uktad réwnan rézniczkowych rozwazanego problemu mozna otrzymaé obliczajac
wariacje funkcjonalu energii (29) ze wzgledu na przemieszczenia uogdlnione Uy, Uy, U,

1 @ co prowadzi do wyniku:
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(EAU') =0
(E1 U;)" +[-°F (U; +e,0") +3°M, U! +3(°M; U
+°M, 0"+ °F,0-F,e, U+ Fe, U}’) +(°Fe,U!)] =0

(ELUD)' +[-"FU.+e, )3 M, U —3(°M, U}) (41)

+°M; 0'-"F, 0-"F,e, U+ Fle;U_ +("F,e; U})']' =0

(E1,0") —(GJ 'Y +['F, (e,U! —e,U’)~"M , 0’
+°M, U;+”M3 U!lT+°F,U.-°F, U; =0,

gdzie :
°F = L”rlldA - sifa osiowa,
°F, = L ‘t,dA, °F;= J; ’r;dA - sity poprzeczne przytozone w Srodku $cinania,
M, = L 't x,dA, ‘M, = —L ’t,,x,dA - momenty zginajace wzglgdem osi x; 1 x3,
‘M, = '[1(01'13)62 —° lex3)dA+”F2e3—"F3e2:”MS,+"MR - catkowity moment skrgcajacy
wzgledem $rodka $cinania (suma momentow skretnego Saint-Venanta i gigtno-skretnego,
‘M, = J;OT”[(XZ —62)2 +(x3 —e, )z]dA =p, °F + B, °F, + B, °F, +ﬁ¢ ”M¢ - sita przekro-
jowa nazywana w literaturze efektem Wagner,
‘M, = L ’t, ¢pdA - bimoment,
‘M, = L("ru¢,2+” rl3¢,3)dA - moment gigtno-skretny,
J = Ll(xz —e,— ) +(x;— e, - ¢,3)2JdA - stata Saint-Venanta,

A — powierzchnia przekroju poprzecznego,
E — modut Younga,

G — modut $cinania Kirchhoffa.

Pozostate definicje parametrow i wielkos$ci przekrojowych sa nastgpujace:

I, +1 1 1
ﬂ12622+e32+ 2A >, B, = ;r_zep By =- 2’+2e2
2 3
1
B, = I””, I=[¢"da, I, =][¢r da, L, =[x, r"dd
¢
I, = Ax3r2dA, rz:x22+)c32 ,
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¢()22 , )23) - wspoélrzedna wycinkowa dla bieguna w $rodku $cinania (Rys.3)

1,,1,,1,,1,,1,,,1,, - charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego wzgledem

osi gldwnych centralnych (x;, x3).

X, A e, , X, ,
X! d 1
. A ' '
X3 o — $rodek ciezkosci
s M ¢ — $rodek $cinania (zginania)
0 , .
- Q — poczatek wspotrzednej
2 . tukowej
£, 5(s) ukowej
X P(s) p(s), p(s) - wektory wodzace
- ¢ 2 punktu M
e, X2
/ o .

X, =X, te,, X;=X3+e;,

P(x,,x;) = IP(S) ds = I(xz dxy — x; dx, ) = ( J.()ez dxy — X, dX, )] + Iezdﬁs - J.e3d)22

0 0 x3 x5

=P(X,,X;) +e,x, —ex, —xje, +Xje; = ¢()22,fc3)—(e3x2 —62x3)—¢0

Rys 3

W réwnaniach (41) podkreslono sktadniki, ktore nie wystgpuja w rownaniach Eulera
dla funkcjonalu energii potencjalnej, wyprowadzonych w monografii [3]. Natomiast

w tamtych rownaniach, w rownaniu pierwszym wystepuje dodatkowo sktadnik (E A460'9,)’
a w rownaniu czwartym sktadnik (E AU'¢,)", ktorych z kolei nie ma w réwnaniach (41).
Parametr ¢, =—e, x; +e,x; , gdzie (x;’ ,x_ij) sa wspélrzednymi poczatku wspotrzedne;
lukowej Q, jest zero tylko dla przekroju symetrycznego, przy przyjeciu poczatku
wspotrzednej tukowej na osi symetrii (wowczas zarowno L @ dA jak 1 ¢, sa rowne zero).
Widoczne jest pelne sprzezenie w trzech ostatnich réwnaniach (41) wynikajace

z uwzglednienia efektu drugiego rzedu w analizie skonczonych obrotéw oraz przyjgcia

niesymetrycznego przekroju poprzecznego. Pominigcie tych efektéw oraz przyjecie symetrii
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przekroju poprzecznego sprowadza ten uktad rownan do znajomej postaci uproszczonej, ze
sprzgzeniem skrgcenia ze stanem gigtnym w jednej plaszczyznie [3,10]. Uktad réwnan

rézniczkowych (41) nalezy uzupetnié¢ o stosowne warunki brzegowe.

5. Interpolacja pola przemieszczen

Przyjeto interpolacj¢ Hermita odpowiadajaca réznym mozliwym typom warunkow
brzegowych.
Ponizej zestawiono odpowiednie funkcje ksztaltu dla réznych warunkow brzegowych

w weztach poczatkowym i koncowym elementu skonczonego, Rys.4.

¢ — Srodek ciezkosci
0 — srodek $cinania

Rys.4

Wezel poczatkowy sztywny — wezel koncowy sztywny H; (R-R)
Hiy=28-38%+1 : Hip=(&°-28°+8&)L,
Hi3=-2&7+3¢° : Hu=(& -£%)L, (42)
Wezel poczatkowy sztywny — wezet koncowy przegubowy H, (R-H)

Hy=(&°-38%+2)/2 Hyn=(&°-38%+2E)L/2 ,
Hy=(-&+3E%)/2 : Hy=0 , (43)
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Wezet poczatkowy przegubowy — wezel koncowy sztywny Hs (H-R)

Hy =(&°-3&8+2)/2 , H3; =0 ,
Hy=(-£°+38)/2 , Hu=(&°-8)L/2, (44)

Wezel poczatkowy przegubowy — wezel koncowy przegubowy Ha (H-H)
H41:1-E_& ) H42:0’

Hyz =& , Hys =0, (45)

gdzie: E=x1/L

Macierz funkcji ksztattu dla zdefiniowanych powyzej typéw warunkéw brzegowych

mozna zapisa¢ w jednolity sposob jako:

ﬂi :[H HiZ’Hi3’Hi4]9 i=1,2,3.4 (46)

il»

Dla przykfadu, funkcje interpolacyjne przemieszczen U, i U. dla przypadku wezet
poczatkowy sztywny — wezet koncowy sztywny wyrazaja wzory:

U, =HU, U =H,U, (47)

a funkcje interpolacyjne kata obrotu @ dla przypadkoéw wezel poczatkowy sztywny — wezet
koncowy sztywny, wezet poczatkowy sztywny — wezel koncowy przegubowy, oraz wezet

poczatkowy przegubowy — wezet koncowy przegubowy, maja odpowiednio forme:
0=H 0, 0=H,0, 0=H,0. (48)

Dodatkowo, we wzorach tych przyj¢to oznaczenia:

U, ={v}.0}.Uf.0f}
U.={U! -1t -t} (49)
0={of .~ 1".0f, "}

Wedhug powyzszego przykladu w Dodatku2 wyprowadzono macierze liniowe
sztywnosci  oraz w Dodatku 3 macierze sztywno$ci geometrycznej dla elementow
skonczonych zdefiniowanych w Tab.1. W kolumnie drugiej i trzeciej podano przyjete
warunki brzegowe dla zginania iskrgcania. Wynikajace ztego funkcje ksztattu podano

w kolumnach czwartej 1 piate;.
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Tabela 1
T I " Warunki na koncach Funkcje ksztattu
ypy eletmeniow Zginanie Skrecanie U v U. ]
Element 1 R-R H,
Element 2 R-H H,
Element 3 R-R H-R H Hi
Element 4 H-H Hy
Element 5 R-R H;
Element 6 R-H H,
Element 7 R-H H-R H, H;
Element 8 H-H H,
Element 9 R-R H;
Element 10 R-H H,
Element 11 H-R H-R H; H;
Element 12 H-H H,

6. Rownanie rownowagi elementu cienkosciennego.

Macierze sztywno$ci elementu wyprowadzono zrownania (29). Wykorzystujac
w réwnaniach (33), (34) i (37) wzory interpolacyjne dla przemieszczen oraz wzory (28),

rownanie (29) dla catkowitej energii potencjalnej elementu skonczonego przyjmie postac:
1, =1U! (k, +k, Ju,-U'F,, (50)
gdzie:
k, - macierz liniowa sztywnosci,

k, - macierz sztywnosci geometrycznej.

Warunek konieczny minimum energii potencjalnej prowadzi do réwnania réwnowagi

elementu cienkosciennego w lokalnym uktadzie wspotrzednych:
&, +k U =F. . (51)
Dla dowolnego potozenia elementu w przestrzeni nalezy zastosowac standardowa

transformacj¢ dla globalnego wuktadu wspotrzednych dla wszystkich weztowych

przemieszczen, obrotow, sit i momentow. Nie jest potrzebne specjalne prawo transformacji
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dla poétstycznych momentéw 1 obrotéw , poniewaz obrotom podlega ukltad wspdirzednych
a nie element skonczony.

Transformacja macierzy sztywnosci elementow konstrukcji zdyskretyzowanej
1 standardowa agregacja daje w koncu rownanie rownowagi do spre¢zystej analizy wyboczenia

przestrzennego ram cienkosciennych w formie:
(Ko +2K)U=F=0. (52)

W powyzszym réwnaniu algebraicznego problemu wlasnego globalna macierz
sztywnosci geometrycznej K jest obliczona dla wstgpnego stanu naprezen, odpowiadajacego
przedwyboczeniowemu stanu obciazenia. Parametr A jest parametrem obciazenia
proporcjonalnego a Ko jest globalng macierza liniowa sztywnosci. W analizie wyboczenia
przyjeto, ze wstepne sily sa przytozone tylko w weztach elementow, sity osiowa i poprzeczne
oraz moment skrecajacy sa state na dlugosci elementu a momenty zginajace maja rozklad

liniowy.

7. Macierz korekcyjna sztywnosci

Wyprowadzenie funkcjonatu energii potencjalnej wymaga przyjecia definicji
polstycznych momentéw zginajacych i momentu skrecajacego co oznacza, ze w taki sam
sposob powinny by¢ takze traktowane momenty weztowe. Przyjeto tez, ze sita osiowa dziata
w $rodku cigzkosci a sily poprzeczne sa przytozone w srodku $cinania. Jednakze, obciazenie
zewnetrzne moze by¢ rozne, inne niz zatozono, np. momenty skupione, moga nie odpowiadac
momentom czgsciowo stycznym lub sity skupione moga by¢ przylozone w dowolnym
punkcie przekroju poprzecznego elementu (ang. off-axis loadings). W takich przypadkach
koniecznym jest dodatkowe obliczenie tzw. macierzy korekcyjnej sztywnosci (ang. load
correction stiffness marix), ktora powinna by¢ dodawana do globalnej macierzy sztywnosci
geometrycznej Kg.

W dalszym ciagu wyznaczono dla przyktadu macierz korekcyjna sztywnosci K ¢/ dla
sit skupionych °F", °F), °F; , przytozonych w dowolnych punktach przekroju poprzecznego,
0 wspoétrzednych odpowiednio (O, Xy, X, ),(O,fc2 ,)%3) i (O, Xy, X, )

W tym celu, wykorzystujac rownanie (18) napiszemy jeszcze raz wyrazenie na energie

ITs (38), uwzgledniajac jednakze dowolny sposob przylozenia sit:
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~

_ ]0 r r r r r r r — r r -
I, =—-5°F [—a)l W, e, —0, W;e;+0 0,X,+ar; 0, x3]

-2 ) 2\(2 - A
-1 °F) [— ®; e, + @) ®; e, —(a)l’ + o; )(x2 —ez)+ 0, O (x3 -e, )] ,  (53)

1 opr r r r2 r r(~ r2 r2 \(~
-3 'F [(02 Wy €, —W, e+ 0, 0y (xz_ez)_(wl + o, )(x3—e3)]

gdzie wyrazy nie podkreslone zostaly juz uwzglednione we wzorze na Ilg natomiast
podkreslone sa korekta wynikajaca z wyzej zdefiniowanego dowolnego potozenia sit °F;,

i=1,2,3. Wydzielajac te wyrazy otrzymano réwnanie:

- _ 1 opr r r = r r o= 1 opr r2 r2 A r r(a
I =-3"F (a)l W, X, + 0, 0, x3)_3 F, [_(wl + @, )(xz _ez)"'wz @3 (x3 —63)] (54)
1 opr r r(~ r2 r2 \(~ ?
-3 'F, [a)z 28 (xz_ez)_(a)l t+ o, )(x3_e3)]
oraz wyrazenia na pochodne:
oIl
S1 _ 1 opr r o= r = o r _.r (2 orr __r(~
PYS =—3F (a)z X, + @, x3)+ F, o, (xz _ez)"' Fi o, (x3 —63)
1
%—_LOFF r__lOF’ r('\_ )_lnF’ r(N_ )+0Fr r(N_ ) 55
FyR Vo] X, =5 Floj (X, —ey)—5 Fl oy (X, —e, o, (X —e (55)
2
oIl
S1 _ 1 opr r — ,opr r(2 10 r_.r (2 1 opr r (=~
Py =-7 "F o, x+'F, o, (xz_ez)_E F, w, (x3_€3)_3 F; o, (xz_ez)-
3
Powyzsze wzory zapisano w tacznej postaci macierzowe;j:
oIl
0w, o’
~ 1
oIl o
ot
> =4, - a); s (56)
0w, .
~ [0
orl, 3
Ow,

gdzie K ff/ ‘ jest szukana macierza korekcyjna sztywnos$ci w formie:

Fy (xz € )+0F3r ()73 e3) : -3 "F'x, : -3 F'x
__________________ R B
: o pmr (e : -3 OFzr(sz e3)
Ksz = i s (x3 _63) i _% OFsr ()72 —62) -(57)

I |

. | I
symetria | |
| |

! |
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8. Przyklady

8.1. Wyboczenie belki wspornikowej o przekroju niesymetrycznym.

Analizowana belkg¢ pokazano na Rys.5. Charakterystyke geometryczna niesymetry-

cznego przekroju cienko$ciennego obliczono w Dodatku 4. Rys. 6 przedstawia 4 przypadki

, 2cm

f $=0,111609 rad , t=0,5cm

i

B L =200 cm, A=8cm’

I, = 114,935057 cm®, I3 = 7,648277 cm*

I, =70,949543 cm® , Is=0,666667 cm®

e =1,587107cm , e3=-2,480012 cm
B, =15475529 cm , P3=10,968889 cm

*\i, Bo= -0,494190 cm

t=05em X2 B _ 30000 N/cm>
G =11 500 N/cm?

[ N ,,,,‘ ,,,,,,,,, -

A

10 cm

‘ 4 cm
| \
Rys.5
e )\
L L | B L 1
Al vl A A
Przyp. 1 — sifa osiowa Przyp.2 — sita poprzeczna
A P
Y S B 4 X3
Przyp. 1 —sita ‘ | Przyp 2a —sita
i ‘ ‘ poprzeczna na
osiowa P ! i procezns
i I gornej poice
- : X2

+X3 7777777 A X3
Przyp 2b — sita Przyp 2c — sita
poprzeczna | poprzeczna pod
w Srodku P dolna potka

cigzko$ci
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obciazenia wspornika. Wyniki obliczen zestawiono w Tab. 2.

Tabela 2

Liczba Przypadek

elementow 1 | 2a | 2b | 2c

Manka 10 | 13,992 4,6080 -4,3506 4,1986 -5,9596 3,6927 -6,9126

Manka 16 | 13,992 4,6091 -4,3474 4,1996 -5,9544 3,6936 -6,9062

[5] 10 | 13,9016 4,54538 -4,36282 4,14622 -598469 3,65388 -6,94813

ABAQUS | 14,023 4,5127 -4,2500 4,1086 -5,8933 3,6001 -6,8629

ROBOT | 22,420 4,5908 -2,7186 3,9202 -3,3199 3,3489 -3,7799

Obliczenia wykonano przyjmujac 10 i 16 elementéw skonczonych za pomoca programu
MANKA. W wierszu trzecim podano wyniki z pracy [5], w wierszu czwartym obliczenia za
pomoca systemu ABAQUS (element serendipowski, 8 wegztowy o 5 stopniach swobody
w wezle, ze zredukowanym catkowaniem — S8RS5). W ostatnim wierszu podano wyniki
obliczen systemem ROBOTV6 v. 4.25 (element powlokowy 4 wezlowy, o 6 stopniach
swobody w wezle [7]). Sa one porownywalne z innymi wynikami zawartymi w Tab.2 dla
dodatniego zwrotu obciazenia, ale catkowicie jednak rozne dla ujemnego zwrotu. O fakcie
tym poinformowano firm¢ RoboBAT, ktéra podjgla pracg nad dalszym testowaniem

powlokowego elementu skonczonego.

8.2. Wyboczenie ramy katowej o przekroju dwuteowym

Obliczona rameg przedstawiono na Rys. 7a, gdzie podano tez odpowiednie chara-
kterystyki geometryczne, a na Rys. 7b pokazano sposéb dyskretyzacji ramy 20 elementami

skofczonymi.

|
1 7 4&( L = 6096 mm
Z , A =17612.868 mm’
X
Z I, = 8.616x10° mm*
® I,= 3.867x10" mm*
S I,=2.510 mm®
L 8 15,062 I, = 2.669x10'2 mm®
P ,
~— — E = 199948 MPa

G =76904.2 MPa
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2], [9] 10
4
309 01
12
12 Z
13 —

Typ A Typ B

Rys.7b Rys.7c

Obliczenia wykonano trzema metodami:

Metoda 1 — element nr 10 jest Elementem 2 (typu R-R dla zginania i R-H dla skrgcania),
natomiast pozostate elementy Elementem 1 (typu R-R dla skregcania i zginania) (patrz
Tab.1),

Metoda 2 — wszystkie elementy sa Elementami 1,

Metoda 3 — jest taka sama jak metoda 2 zdodatkowym unieruchomieniem wigzu

umozliwiajacego deplanacjg¢ przekroju koncowego w elemencie nr 10.

Tabela 3
L1czb:% Metoda 1 Metoda 2 Metoda 3
elementow
Manka 20 -52,365 59,047 -59,660 65,414 -69,130 80,605

[5] 20 | -52,3631 59,0443 -59,6577 65,4115 -69,1285 80,6035

TypA P =-50,6074 58,4318

ABAQUS TypB P, =-66,3496 78,1997

Wyniki obliczen zestawiono w Tab.3. Rezultaty obliczen za pomoca systemu MANKA
1z praca [1] sa bliskie sobie. Porownujac te wyniki z wynikami z ABAQUSA jest widoczna
zgodnos$¢ obliczen Metoda 1 z obliczeniami ABAQUSA dla wezta ramy Typu A (Rys.7c¢)
1 Metody 3 z obliczeniami ABAQUSA dla wezta ramy Typu B.

8.3 Wyboczenie z plaszczyzny ramy portalowej przekroju monosymetrycznego.

Obliczen tej ramy wykonano wcelu pordwnania obliczen z danymi z [11].

W monografii tej podane sa wzory na macierz sztywnosci geometrycznej k, (14,14) , ktore sa
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czesciowo rozne od wzorow wyprowadzonych w Dodatku 3. W elementach oznaczonych w

monografii B20, B21, B22 (a w Dodatku 3 jako C10, C25, C26) zamiast wspotczynnika 0,9

jest 0,4, a ponadto dodatkowo niezerowe elementy oznaczone jako B2, B4, BS. W obecnych

obliczeniach uwzgledniono sposob przylozenia obciazenia uwzgledniajac fakt, ze obciazenie

osiowe przytozone w §rodku cigzkosci dla elementu rygla jest obciazeniem poprzecznym dla

elementu stupa, co wymaga obliczenia macierzy korekcyjnej sztywnosci (i odwrotnie).

P P
P K 5 P
t=10 mm
A =36 cm’
L=16755cm*,  1;=487,5cm’
£ I,=3130,108 cm® , Is=12cm®
3 e =-7,099 cm , e3=0cm
B=0cm , B3=-27,572 cm
B¢ = O0cm
E =7 200 kN/cm’
L T e G =2 665 kN/cm®
4.0m
Rys.8
Tabela 4
Obciazenie stupow i rygla Obciazenie tylko dla stupow
Elementy Postaé Postaé Postaé Postaé
antysymetryczna | Symetryczna | antysymetryczna | symetryczna
Sita w srodku
ciezkosci 20,412 55,362 55,349 53,663
przekroju
Sita w $rodku
$cinania 20,381 53,442 54,228 53,443
przekroju
[11] BSB4 20,99 53,99 55,37 53,99
[11] BSVI 22,53 53,37 58,23 53,39
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Obliczona rame¢ pokazano na Rys.8, wraz z charakterystykami przekroju poprzecznego
obliczonymi w Dodatku 4. Wyniki obliczen dla 24 elementéw skonczonych zestawiono
w Tab.4 dla dwoch przypadkow przytozenia obciazenia, a mianowicie w $rodku cigzkos$ci
i w $rodku zginania (dwa pierwsze wiersze). W wierszu od trzeciego do czwartego podano
wyniki obliczen z[11] otrzymane za pomoca elementu BSB4, BSV1 (8 elementow

skonczonych).

9. Zakonczenie

W pracy, wykorzystujac zatozenia Wlasowa, sformulowano i rozwiazano problem
wyboczenia belek i ram sprgzystych o dowolnym cienko$ciennym przekroju otwartym. Przy
obliczaniu macierzy sztywno$ci geometrycznej uwzgledniono w wyrazeniu na caltkowita
energi¢ potencjalng potstyczny charakter momentow oraz wlaczono do opisu pola
przemieszczen wyrazy rzedu drugiego od obrotow skonczonych. Wyprowadzenie macierzy
korekcyjnej sztywnosci pozwolito uwzgledni¢ dowolny sposdb przylozenia obcigzenia
w weztach zdyskretyzowanej konstrukcji (poza $rodkiem cigzkosci — w przypadku sity
osiowej 1 poza $rodkiem $cinania — w przypadku sit poprzecznych).

Pole przemieszczen interpolowano za pomoca wielomianow Hermita, rozwazajac cztery
typy warunkow brzegowych (wezly elementow sztywne lub przegubowe dla zginania
i skrgcania). Na tej podstawie wyprowadzono macierze liniowe sztywnosci i odpowiadajace
im macierze sztywnosci geometrycznej dla 12 typow elementéw skonczonych. Niektore
z tych elementéw wykorzystano w trzech przyktadach otrzymujac dobra zgodno§¢ wynikow
z danymi z literatury, oraz z obliczeniami wykonanymi systemem ABAQUS, przy przyjgciu
dyskretyzacji przestrzennej elementami powlokowymi. Stosowanie odpowiednich elementow
skonczonych przy wezle ramy katowej umozliwilo otrzymanie poprawnych wynikéw dla
roznych konstrukcji tego wezta, zapewniajacych, lub nie, ciaglo$¢ spaczenia. Konieczne sa

dalsze przyktady dla przetestowania pozostatych elementéw skonczonych.
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Dodatki
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D1. Momenty skre¢cajace: quasistyczny, polstyczny

i pseudostyczny.

Rozpatrzono, za Zieglerem [12] , wyboczenie preta, obciazonego na koncu momentem

skrecajacym M 1 podpartego na pigé réznych sposobow, jak podano w Tab. D1.1.

Tabela D1. 1

Ograniczenia

4

5

VA V7772

D

M

Przylozone
momenty § § § § § § $ <E
Osiowo 2,861 2 0 0 2
Q 2,861 2 1 2,168 | 1,564
Potstycznie
D |
2,861 2 0,5 1,576
. . 1,021
Quasistycznie

Rownania réwnowagi statycznej prgta wstanie krytycznym (metoda statyczna)

prowadzi do wzoru na moment krytyczny w formie:

M =+xkn

cr

2 (D1.1)
[
gdzie:
[ — dhugos¢ preta,
o - sztywnos¢,
k — parametr.
Warto$¢ parametru £ jest zalezna od warunkoéw podparcia i dla przypadkow 7 i 2 mamy

odpowiednio £ =2,861 i k=2,0, natomiast dla przypadkéw 3 i 4 k= co. Ten ostatni wynik

jest oczywiscie bledny bowiem dla tych warunkow podparcia prety wraz z obciazeniem
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tworza tzw. uktad cyrkulacyjny, dla ktorego tylko metoda dynamiczna obliczania obciazenia
krytycznego (analiza drgan wlasnych) prowadzi do wynikow poprawnych.

Uktad nazywany jest cyrkulacyjnym jesli stalty wektor momentu jest przylozony do
ciata, ktére moze si¢ swobodnie obraca¢ wokot dowolnej osi. Taka sytuacja ma miejsce
w przypadkach 3 do 5 , w ktorych wektor momentu zachowuje swoja warto$¢ i kierunek
(przestrzennie ustalony) astyczna do osi prgta wyboczonego, w punktach przylozenia
obciazenia, nie pokrywa si¢ z osia preta przed wyboczeniem.

Obliczenia wykonane metoda dynamiczna daja odpowiednio dla przypadkow 3 i1 4
wynik £ =0, i dla przypadku 5 k= 2.0 (wynik ten sam co z metody statycznej).

Warto$¢ k = 0 dla przypadkow 3 1 4 oznacza, ze pret traci statecznos¢ dla dowolnie
matego momentu skregcajacego. Wynik ten, cho¢ formalnie poprawny, jest nierealny. Dla
wyjasnienia tego paradoksu koniecznym byto dokladniejsze przeanalizowanie sposobow
realizacji obciazenia prgta momentem skrgcajacym. Jeden ze sposobOw obcigzenia

przedstawia Rys D1.1.

Rys D1.1

W przekroju poprzecznym °x; do preta jest sztywno przymocowana okragla tarcza. Do

tarczy, z kolei, sa przymocowane dwie nitki, rownolegle do osi x3, a do nich sa przylozone
sity P. Przed utrata stateczno$ci, wektor v, styczny do osi preta, pokrywa si¢ z wektorem v

normalnym do tarczy. Wektor momentu wynosi:
M=My, gdzieM=2Pa. (D1.2)
Do chwili utraty statecznosci v = {l,0,0}i V= {1,0,0} co daje wynik
M = M {1,0,0}. (D1.3)
Po wyboczeniu wspétrzedne wektoréow v 1 v sa:

v {l,x),x}, v ={1,x},0}, (D1.4)
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co prowadzi do wzoru na wektor momentu skrecajacego w postaci:
M = M{1,x},0}. (D1.5)
Réznica pomigdzy wektorem v i v spowodowana jest tym, ze sity P, a wigc i nitki,
zachowuja swoje polozenie w procesie wyboczenia. Taki moment skrg¢cajacy nazywamy
momentem quasistycznym.
Jezeli za pomoca nitek rownoleglych do osi x; przytozy si¢ drugi moment, taki sam co
do wartosci to catkowity moment skrecajacy wyniesie :
M=4Pa. (D1.6)

i moment kazdej pary jest rtowny M /2. Poprzez analogig do wzoru (D1.5) otrzymano:

M, ;%{1, x},0}, Mzz%{l,o,xg} (D1.7)
co w sumie daje wynik:
M =M{1,1x),1x}. (D1.8)

Moment skrgcajacy zdefiniowany wzorem (D1.8) nazwany jest momentem

polstycznym. Rys D1.2.

X1

M
A
X X X
1 {\21 /\35 <:
3

1 '
> M Xy,

=

2 X
X1 [~_¥

~

1 '
7 Mxy,

X3

X2

Rys D1.2

W trzecim przypadku, obciazenie preta momentem skrg¢cajacym jest zrealizowane za
pomoca sztywnej belki, prostopadtej do osi preta, do ktdrej sa nastgpnie przymocowane dwie
nitki, poczatkowo prostopadie do belki 1 do preta. Wektor momentu skrgcajacego wyraza
teraz wzor:

M = M{1,x} +x} tgé,,0}, (D1.9)
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gdzie M = 2 P a cosé, jest warto$cia momentu bezposrednio przed wyboczeniem a 6, jest
katem skrecenia przekroju poprzecznego x;. Taki moment skrecajacy nazywa si¢ momentem
pseudostycznym.

Wszystkie wymienione trzy typy momentoéw skrecajacych sa konserwatywne, poniewaz
state sity dzialajace na koncach nitek sa niecyrkulacyjne. W pierwszym wierszu Tabl. D1.1
pod rysunkami zestawiono wartosci £ dla momentu skrgcajacego osiowego. Pozostale dwa
wiersze zawieraja wartosci & dla momentdw skrecajacych: quasistycznego i potstycznego.

Podobne podejscie mozna zastosowa¢ do analizy wyboczenia preta poddanego
jednoczesnemu dzialaniu momentu skrgcajacego M i sily osiowej P. Sila krytyczna $ciskajaca
zmniejsza wowczas warto§¢ momentu krytycznego skrecajacego, przy czym wyboczenie przy
skrecaniu moze mie¢ rowniez miejsce dla sity osiowej rozciagajacej (granica statecznosci

w uktadzie (P,M) jest parabola stopnia drugiego symetryczna wzgledem pionowej osi M).
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D2. Macierz liniowa sztywnosci.

Macierze liniowe sztywnosci dla réznych przypadkéw warunkéw brzegowych

zawartych w Tab 1 wyliczono wykorzystujac wzor na energi¢ sprezysta (33):

I, =1 L[EAU;Z +ELU’ +ELU!? +GJO" + EI 0" 2] dx, (D2.1)
Wykorzystujac wzory interpolacyjne (46) — (49), ktére mozna zapisa¢ w sposob

Ux :L1U5+L2U;I:E4Qx
Uy =H, Uf +H, a)sp +H U;] +H, 0] =H, 'Qy (022)
U.=H,U!-H,0; +HU!-H, o] =H, 'Qz .

ezHila)lp_Hizfp+Hi3a)1q_Hi4fq:ﬂi é s

gdzie L,, L, funkcje interpolacyjne Lagrange’a (L; = Ha , L, = Has3) 10znaczono

H,=[H,.H,], oraz H; — odpowiednie funkcje ksztattu Hermit’a. Wowczas réwnanie

(D2.1) przyjmie postac:

0, =+ [0l eai i, )T, +0 (1,7 1),

., _ _ (D2.3)
UL U, + 0 (GonT v E1 )]
Upraszczajac powyzszy wWzOr otrzymano:
-7, = =T — =T — =T —
HE =% gxklgx_i_gykZQy_i_sz}Qz—i_Q IESQ (D2'4)
gdzie:
k, = J;EAEZsz dx,
ky=[ELHTH dv,
(D2.5)
ky= J;Elz ifi’z dx,
k= [GJH'JH',+EI,H",H", dx,
Przyjmujac oznaczenie Q = { Qx ,Q ’ ,Qz ,é } wyrazenie na [z przyjmie postac:
n,=U K,U (D2.6)

gdzie:
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ke 0 0 0

— |0 &k 0 0

K, = (D2.7)
0 0 k 0
0 0 0 &,

Ostatecznie macierz liniowa sztywno$ci Ko otrzymano przestawiajac odpowiednio

wiersze 1 kolumny odpowiadajace stopniom swobody wg. definicji (26):
U, ={Uur,ur.ur,er el el U U U of 0! 0!, f*) (D2.8)

Na nastgpnych stronach umieszczono wszystkie macierze liniowej sztywnosci
elementdow z Tab. 1. Macierze te obliczono wykorzystujac arkusz kalkulacyjny Excel

1 przyj¢to nastgpujace oznaczenia:

EA=EA ; EI,=EJ2 ; EI,=E]3 ; GJ=GJ ; EI,=Elq



Wyboczenie sprezyste belek i ram o przekroju cienkosciennym

34

Element 1

zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)
Skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
c . . . -C . . 1
al . . a4 . . -al . . a4 2
all . al4 . -al . al4 . 3
d1 . d4 . -d1 . d4 4
al2 . . . . -al4 al6 . 5
a2 . . -a4 . ab . 6
dz2 . -d4 dé 7
[ . . 8
al . . -a4 . 9
al . -A14 . . 10
d1 . . -d4 11
al2 . . 12
a2 . 13
d2 14

a1= 12,000 EJ3/ L3
a2= 4,000 EJ3/L
ad4= 6,000 EJ3/ L2
a6= 2,000 EJ3/L

Element 2

al1= 12,000 EJ2/ L3

a12= 4,000 EJ2/ L

al4= -6,000 EJ2/ L2

a16= 2,000 EJ2/ L
c= EA/L

d1= 1,200 GJ/ L + 12,000 EJq/ L:

dz2=
d4=
d6=

0,133 GJ L + 4,000 EJo/ L

- 0,100 GJ - 6,000 EJa/ L2

- 0,033 GJ L +2,000 EJo/ L

zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
c . . . -C . . 1
al . . a4 . . -al . . a4 2
all . al4 . -al . al4 3
di1 . d4 . -d1 . 4
al2 . . . . -al4 al6 . 5
a2 . . -a4 . a6 6
d2 . -d4 7
c . . 8
al . . -a4 9
al . -al4 10
d1 . 11
b12 . 12
a2 13
al= 12,000 EJ3/ L3 a11= 12,000 EJ2/ L3 c= EA/L
a2= 4,000 EJ3/ L a12= 4,000 EJ2/ L d1= 1,200 GJ/ L + 3,000 EJqg/ L3
a4= 6,000 EJ3/ L2 al4= -6,000 EJ2/ L2 d2= 0,200 GJ L + 3,000 EJg/ L
a6= 2,000 EJ3/ L a16= 2,000 EJ2/ L d4= -0,200 GJ - 3,000 EJg/ L2
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Element 3
zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)
Skrecanie -> wezet poczgtkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
c . . . : : -C . . . . ) 1
al . . . a4 . -al . . . a4 2
all . al4 . . . -all . al4 . . 3
d1 . . . . . -d1 . . d5 4
al12 . . . -al4 . al16 . 5
a2 . -a4 . . . ab 6
c . . . . . 7
. al . . . -a4 8
symetria a1l | . |-atd| . . 9
d1 . . -d5 10
al12 . 11
a2 . 12
d3 13
al= 12,000 EJ3 /L3 a11= 12,000 EJ2 /L3 c= EA/L
a2= 4,000 EJ3 /L a12= 4,000 EJ2 /L d1= 1,200 GJ /L + 3,000 EJq / L3
ad4= 6,000 EJ3 /L2 al4= -6,000 EJ2/L2 d3= 0,200 GJ L + 3,000 EJq /L
a6= 2,000 EJ3 /L a16= 2,000 EJ2 /L d5= - 0,200 GJ - 3,000 EJq /L2
Element 4
zginanie ->wezet poczgtkowy sztywny - wezet koncowy sztywny (R-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy przequbowy (H-H)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
c . . . . . -C . . . . . 1
al . . . a4 . -al . . . a4 2
all . al4 . . . -al1 . al4 3
d1 . . . . . -d1 . 4
al12 . . . -al4 . al16 . 5
a2 . -a4 . . . ab 6
c . . . . . 7
symetria al : : : -a4 8
al1l . -al4 9
d1 . 10
al2 . 11
a2 12
al= 12,000 EJ3 /L3 a11= 12,000 EJ2/ L3 c= EA/L
a2= 4,000 EJ3 /L a12= 4,000 EJ2 /L di= GJ/L
a4= 6,000 EJ3 /L2 al4= -6,000 EJ2/L2

a6= 2,000 EJ3 /L a16= 2,000 EJ2/L
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Element 5
zginanie ->wezet poczgtkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)
skrecanie -> wezet poczgtkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
C . . . . . . -C . 1
al . . . a4 . . -al . 2
all . al4 . . . . -al1 . . 3
d1 . . d4 . . . -d1 d4 4
al12 . . . . -al4 5
a2 . . -a4 . . . 6
d2 . . . -d4 dé 7
symetria ¢ : 8
al . 9
all . . 10
d1 -d4 11
d2 12
al= 3,000 EJ3 /L3 a11= 3,000 EJ2 /L3 d1= 1,200 GJ /L + 12,000 EJg / L3
a2= 3,000 EJ3 /L a12= 3,000 EJ2/L d2= 0,133 GJ L + 4,000 EJq /L
a4= 3,000 EJ3 /L2 al4= -3,000 EJ2/L2 d4= -0,100 GJ - 6,000 EJq /L2
c= EA/L d6= -0,033GJL+2,000EJqg/L
Element 6
zginanie ->wezet poczgtkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)
skrecanie -> wezet poczgtkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
C . . . . . . -C . 1
al . . . a4 . . -al . 2
a1l . al4 . . . . -al1 . 3
d1 . . d4 . . . -d1 4
al2 . . . . -al4 5
a2 . . -a4 . . 6
. d2 . . . -d4 7
symetria c ) 8
al . 9
al1 . 10
d1 11
al= 3,000 EJ3 /L3 a11= 3,000 EJ2 /L3 d1= 1,200 GJ /L + 3,000 EJq /L3
a2= 3,000 EJ3 /L a12= 3,000 EJ2 /L d2= 0,200 GJ L + 3,000 EJq /L
a4= 3,000 EJ3 /L2 al4= -3,000 EJ2/L2 d4= -0,200 GJ - 3,000 EJq /L2

c= EA/L
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Element 7
zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)
skrecanie -> wezef poczatkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
c . . -C . 1
al . . a4 -al . 2
ali . al4 -al1 . . 3
d1 . . -d1 d5 4
al2 . . -al4 5
a2 . -a4 6
: c . 7
symetria ~ : 6
ali . . 9
d1 -d5 10
d3 11

al= 3,000 EJ3 /L3
a2= 3,000 EJ3 /L
a4= 3,000 EJ3 /L2

Element 8

zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)

a11= 3,000 EJ2/L3
a12= 3,000 EJ2/L
al4= -3,000 EJ2/L2

d1= 1,200 GJ/L + 3,000 EJq /L3
d3= 0,200 GJ L + 3,000 EJq/L
d5= -0,200 GJ - 3,000 EJq /L2

Cc=

EA/L

skrecanie -> wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy przegubowy (H-H)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

c . . -C . 1

al . . a4 -al . 2

a1 . al4 -al . 3

d1 . . -d1 4

al2 . . -al4 5

. a2 . -a4 6

symetria c _ -

al . 8

alil . 9

d1 10
al= 3,000 EJ3 /L3 a11= 3,000 EJ2 /L3 c= EA/L
a2= 3,000 EJ3/L a12= 3,000 EJ2 /L di= GJ/L

a4= 3,000 EJ3 /L2

al4= -3,000 EJ2/L2
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Element 9
zginanie ->wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)
Skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koncowy sztywny (R-R)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
c . : . : -C . . . . . 1
al . . . . -al . . . a5 2
all . . . . -al1 . a15 . . 3
d1 d4 . : . -d1 . . d4 4
d2 . . . -d4 . . dé 5
c : . : . . 6
al . . . -a5 7
symetria a1 . | -a15| . ] 8
d1 . . -d4 9
al13 . 10
a3 . 1
d2 12
al= 3,000 EJ3 /L3 al11= 3,000 EJ2 /L3 d1= 1,200 GJ /L + 12,000 EJq / L3
a3= 3,000 EJ3 /L a13= 3,000 EJ2 /L d2= 0,133 GJ L +4,000 EJq/L
ab= 3,000 EJ3 /L2 a15= -3,000 EJ2 /L2 d4= -0,100 GJ -6,000 EJg /L2
c= EA/L dé= -0,033GJ L+2,000EJq/L
Element 10
zginanie ->wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
c . . . . -C . . . . . 1
al . . . . -al . . . a5 2
all . . . . -al1 . a15 3
d1 d4 . . . -d1 4
d2 . . . -d4 5
c . . . . . 6
. al . . . -ab 7
symetria all | . | -al5 8
d1 . 9
a13 . 10
a3 11
al= 3,000 EJ3 /L3 a11= 3,000 EJ2 /L3 d1= 1,200 GJ/ L + 3,000 EJqg / L3
a3= 3,000 EJ3 /L a13= 3,000 EJ2 /L d2= 0,200 GJ L + 3,000 EJg/L
ab= 3,000 EJ3 /L2 a15= - 3,000 EJ2 /L2 d4= -0,200 GJ - 3,000 EJg /L2

c= EA/L
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Element 11

zginanie ->wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)

Skrecanie -> wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

c . -C . .
al . -al . . a5
ali . -al1 . alb .
d1 . -d1 d5
c . .
ail . . -ab
al . -a15 .
symetria a1 ] -d5
al3 .
a3 .
d3

al= 3,000 EJ3/L3
a3= 3,000 EJ3/L
ab= 3,000 EJ3/L2

Element 12

zginanie ->wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)

Cc=

al1= 3,000 EJ2 /L3
a13= 3,000 EJ2 /L
a15= -3,000 EJ2/L2
EA/L

© 00 N O O~ WN =

-
- o

d1= 1,200 GJ/L + 3,000 EJq /L3

d3=
d5=

skrecanie -> wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy przegubowy (H-H)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

al= 3,000 EJ3/L3
a3= 3,000 EJ3 /L
ab= 3,000 EJ3/L2

a15= -3,000 EJ2/L2

c . -C . .
al . -al . . ab
alil . -ali . alb5
d1 . -d1
c . .
al . . -ab
symetria alt | . |-al5
d1 .
al3 .
a3
a11= 3,000 EJ2 /L3 c= EA/L
a13= 3,000 EJ2 /L di= GJ/L

© 00 N O O~ WN =

-
o

0,200 GJ L+ 3,000 EJq/L
- 0,200 GJ - 3,000 EJgq /L2
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D3. Macierz sztywnosci geometrycznej

Macierze sztywnosci geometrycznej dla roznych warunkéw brzegowych (patrz Tab.1)
obliczono korzystajac ze wzorOow na energi¢ naprg¢zen wstepnych i sit przyweztowych Ilg

(40):

M, =4 "R +U7 +2¢,U,0'-26,U60)+ "M, 0"
FFULO-F U6+ M, (U U -U"U")
M, (U 6-U 6"+ M, (UT6-U! ) (D3.1)
+2°F,e;UU, +2 "Fye, U U
+2 °F,e,U"U! +2 °F, e, U'U! ] dx, .

ktory po przeksztalceniach ma postac :
HG = % L[(OE U;Z +2 UFz €, U; U;)Jr(aFl UZ'Z +2 0F3 €, U;U; )+(0MP ‘9,2)
+(2°F, e, UTU +2°F,e, UTUL+ M, (U, UT-U'U"))

+(2°F e U 0'-F,U 6 +'M,(U"6-U" 6'))
t(c2°F e, Ul 0'+°F, Ul 0+°M, (U 0-U 0'))dx, .

(D3.2)

Wykorzystujac wzory interpolacyjne (46) — (49) , ktore dla jasnosci rozwazan

przepisano:
U,=H, Uf"'Hiz oy +H U;]"'HM o] =H, Q
U.=H,U!-H,0;] +H,U!-H,0] =H, 'QZ (D3.3)
O=H, of —H,, f"+H 0! -H, f"=H é

~.

gdzie H; — odpowiednie funkcje ksztaltu Hermit’a, otrzymujemy po podstawieniu do
(D3.2) wyrazenie:

M, =4 [0 (R a7 1 +2F e n 1)U,
T ) 1T ’ 0 nT r T
AU ("R HT H' +2°Fye, H' H',) U,
+0' M, H'H'0
., (D34
WU R F e, H H' +2 Fye, B H' + M, (H" 1", ~H" H',))U,

U QF e B~ Fu o, M, (1", -1 H) 8

+Q: (_2 "Fre,H'; H' + Uin'iTﬁj +°M; (H_"?ﬂ,—i'fi’,)) é]dxl'
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Dalej przeksztatcajac otrzymano:

M, =4 [T [(FHT 2 Fe, 1 1) ds, U

y

z

+Q: L(OFl EIT H';+2°F; e, i”zT ii)dxl Q
+éT i ‘M, EJT i’_/ dxlé

—r __(D3)5)
+Q2 .[(2 on € i”zT ii +2 0F3 € EZT i”i + OMT H’z?' i”i _i”zT iz)) dxl Qy
U, (@R e BT H  ~FHT H M, (B H,~HT H')) dx, 0

O [C2Re 1 s om0 H -1 ), 6
Upraszczajac zapis, wzor (D3.5) ma postac :
. l—T — —Tr — =T - —=r, —= =T = =T —J
I, =3U, kU, +U_k,,U.+0 ky;;0+U_k,U, +U k, 0+U. k; 6|, (D3.6)
gdzie:
ky = J;(()E izT H',+2°F,e, H—”IT i’i)dxl
ky = i(oFl EIT H',+2°F;e, i”IT i’i)dxl

ki = LOMP I__I’fi,/ dx,
ky, = ,';(2 °F, eziﬂfi’i"'z °F, ezi?iﬂi"' "M, (EITEZ _ﬂ?i’i))dxl

k= [QF e, B~ F 1 H M, H H-HTH ) dx, (D3.7)
k= [(2°F e B B+ B B H M (B 1 -HT ) d,

kyy =Ky,

kyy =k,

kyy =k, -

Przyjmujac oznaczenie U = {Qy ,Qz ,é} wyrazenie na energi¢ Il mozna zapisac

W Sposob:
U (D3.8)

gdzie:

(D3.9)

|~
jot
o=
|
o
3]
= o=

I~ |
@
=
£
(%)
[3%)
= 5 =
W (3]
W
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Macierz sztywno$ci geometrycznej K, , odpowiadajaca uporzadkowanym stopniom

swobody wg. definicji (26):
U, ={U7 U U 0! 0! ! f7ULU U of 0! !, [ (D3.10)

otrzymano przestawiajac odpowiednio wiersze i kolumny w macierzy K, .

Dla otrzymania koncowych wzorow wprowadzona do (D3.7) statyczne warunki

brzegowe w formie:

F="F"'="F"  F,="F; °F,="F ; "M;="M;

M, =—"MP+F,x, = °M!=—"M!+"F,L = °F,=("M!+'M!)/L =
M, =M +("MI+°M{)x, /L

My =—"MI~"F,x, = °M{=—"M!-"F,L = °F, =-("M?+°M{)/L = (D3.11)
My =—"M} + ("M +°M{)x, /L

‘M, =B "F+p, 'M,+p, 0M3+ﬂ¢ 0M¢ =
"M, =, F+ By ("ML + (MM )x /L)
B, (M2 + (M2 +M 2 )x, [L )+ B, oM

Macierze sztywnosci geometrycznej Kg dla réznych przypadkéw kinematycznych

warunkow brzegowych (Tab.1)otrzymano wykorzystujac we wzorach (D3.7) odpowiednie

funkcje ksztattu.

Macierze te obliczono przy pomocy arkusza kalkulacyjnego Excel 1 przyjeto

oznaczenia :
L=L ; L[*=12 ; °F’=F1 ; °M!=M2p ; °M!=M2q ; °M!=M3p
‘M{=M3q ; °M,=Mt ; °‘Mj=Mq ; B =bl ; B/=b2 ; [=0b3

Bs=bq ; ex=e2 ; e3=¢€3
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Element 1
zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koncowy sztywny (R-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

A1 . C1 B4 A4 C3 -A1 . C5 -B4 A4 C7 2
A1 C2 -Ad B4 C4 . -A1 C6 -A4 -B4 c8 3
D1 Cc10 C9 D4 -C1 -C2 -D1 Cc22 | c21 D5 4
A12 B2 C12 -B4 A4 C14 A6 -B8 C16 5
A2 C11 -Ad -B4 C13 B8 A6 c15 6
D2 -C3 -C4 -D4 C24 | C23 D6 7
. . . . . . 8
: A1 . -C5 B4 -Ad -C7 9
symetria Al | C6 | A4 | B4 | s | 10
D1 C26 | C25 -D5 11
A13 -B2 C28 12
A3 c27 13
D3 14

A1= 1,200 F1/L
A2= 0,133 F1 L + (M3p+M3q)e2/ L
A3= 0,133 F1 L - (M3p+M3q)e2/ L
Ad= 0,100 F1
A= -0,033 F1L
A12= 0,133 F1L - (M2p+M2qg)e3/ L
A13= 0,133 F1 L + (M2p+M2q)e3/ L
C15= 0,033 F1e3 L + 0,033 M2p L
C16= 0,033 F1 2 L - 0,033 M3p L
C21= 0,100 F1 e3 + 0,200 M2p + 0,100 M2q
C22= 0,100 F1 e2 - 0,200 M3p - 0,100 M3gq
C23= 0,033 F1 3 L -0,033 M2q L
C24= 0,033 F1e2 L + 0,033 M3q L
C25= - 0,100 F1 e3 - 0,200 M2p + 0,400 M2gq
C26= - 0,100 F1 2 + 0,200 M3p - 0,400 M3q
C27= -0,133 F1e3L-0,033 M2p L + 0,100 M2q L
C28= -0,133 F1e2 L +0,033 M3p L - 0,100 M3q L
B2= 0,500 (M2p+M2qg)e2/ L - 0,500 (M3p+M3q)e3/ L

B4= - MtL+ (M2p+M2q)e2/ L2 + (M3p+M3q)e3/ L2

C1= 1,200 F1 e3/L + 1,100 M2p/ L - 0,100 M2q/ L
C2= -1,200 F1e2/L + 1,100 M3p/ L - 0,100 M3q/ L
C3= -0,100 F1 e3-0,100 M2p
C4= 0,100 F1 e2- 0,100 M3p
C5= -1,200 F1 e3/L-0,100 M2p/ L + 1,100 M2qg/ L
C6= 1,200 F1 e2/L-0,100 M3p/ L + 1,100 M3q/ L
C7= -0,100 F1 e3 + 0,100 M2q
C8= 0,100 F1 e2 + 0,100 M3q
C9= 0,100 F1 e3 + 0,400 M2p - 0,200 M2q
C10= 0,100 F1 e2 - 0,400 M3p + 0,200 M3q
C11= -0,133F1e3L-0,100 M2p L + 0,033 M2q L
C12= -0,133F1e2L + 0,100 M3p L - 0,033 M3q L
C13= -0,100 F1 e3 + 0,100 M2p + 0,200 M2q
C14= -0,100 F1 e2 - 0,100 M3p - 0,200 M3q

B8= 0,500 Mt - 0,500 (M2p+M2q)e2/ L - 0,500 (M3p+M3q)e3/ L

D1= 1,200 (b1 F1+bg Mg)/ L - 0,600 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,600 (b2 M2g+b3 M3q)/ L
D2= 0,133 (b1 F1+bg Mq) L - 0,100 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,033 (b2 M2q+b3 M3q) L
D3= 0,133 (b1 F1+bg Mg) L - 0,033 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,100 (b2 M2q+b3 M3q) L

D4= -0,100 (b1 F1+bg Mq) - 0,100 (b2 M2g+b3 M3q)
D5= - 0,100 (b1 F1+bg Mq) + 0,100 (b2 M2p+b3 M3p)

D6= -0,033 (b1 F1+bq Mq) L + 0,017 (b2 M2p+b3 M3p) L - 0,017 (b2 M2g+b3 M3q) L
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Element 2
zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koncowy przegubowy (R-H)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
A1l . C1 B4 A4 C3 . -A1 . C5 B5 A4 2
A1 c2 -A4 B4 C4 . . -A1 C6 A4 | -B4 3
D1 C10 C9 D4 . -C1 -C2 -D1 C22 C21 4
A12 B2 C12 . -B4 A4 C14 A6 -B8 5
A2 | C11 ] A4 | -B4 | C13 | B8 AB 6
D2 . -C3 -C4 -D4 C24 C23 7
. . . . . . 8
symetria A1 . -C5 B4 -Ad 9
A1 -C6 A4 B4 10
D1 C26 | C25 11
A13 -B2 12
A3 13
A1= 1,200 F1/L C1= 1,050 F1 e3/L + 1,100 M2p/ L + 0,050 M2qg/ L
A2= 0,133 F1 L + (M3p+M3q)e2/ L C2= -1,050 F1e2/L + 1,100 M3p/ L + 0,050 M3q/ L
A3= 0,133 F1 L - (M3p+M3q)e2/ L C3= -0,050 F1e3-0,100 M2p - 0,050 M2q
A4= 0,100 F1 C4= 0,050 F1 e2 - 0,100 M3p - 0,050 M3q
A6= -0,033F1L C5= -1,050 F1e3/L-0,100 M2p/ L + 0,950 M2q/ L
A12= 0,133 F1 L - (M2p+M2q)e3/ L C6= 1,050 F1 e2/ L - 0,100 M3p/ L + 0,950 M3q/ L
A13= 0,133 F1 L + (M2p+M2q)e3/ L C11= -0,150 F1e3L-0,117 M2p L + 0,033 M2q L
C9= 0,150 F1 e3 + 0,450 M2p - 0,200 M2q C12= -0,150 F1e2 L + 0,117 M3p L - 0,033 M3q L
C10= 0,150 F1 e2 - 0,450 M3p + 0,200 M3q C21= -0,100 F1 e3 + 0,150 M2p + 0,250 M2q
C13= -0,150 F1 e3 + 0,050 M2p + 0,200 M2q C22= -0,100 F1 e2 - 0,150 M3p - 0,250 M3q
C14= -0,150 F1 e2 - 0,050 M3p - 0,200 M3q C23= 0,100 F1 e3 L + 0,017 M2p L - 0,083 M2q L
C25= 0,100 F1 e3 - 0,150 M2p + 0,250 M2q C24= 0,100 F1 e2 L - 0,017 M3p L + 0,083 M3q L

C26= 0,100 F1 e2 + 0,150 M3p - 0,250 M3q
B2= 0,500 (M2p+M2q)e2/ L - 0,500 (M3p+M3q)e3/ L
B4= - ML+ (M2p+M2q)e2/ L2 + (M3p+M3q)e3/ L2
B8= 0,500 Mt - 0,500 (M2p+M2q)e2/ L - 0,500 (M3p+M3q)e3/ L
D1= 1,200 (b1 F1+bg Mq)/ L - 0,375 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,825 (b2 M2g+b3 M3q)/ L
D2= 0,200 (b1 F1+bq Mq) L - 0,125 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,075 (b2 M2q+b3 M3q) L
D4= - 0,200 (b1 F1+bq Mg) - 0,200 (b2 M2g+b3 M3q)
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Element 3
zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)
skrecanie -> wezet poczgtkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
X . C1 B4 | A4 . A1 . C5 | -B4 | A4 | C7 2
Al C2 | -A4 | B4 . . Al | C6 | -A4 | B4 | C8 3
D1 | C10 | C9 . C1 | C2 | D1 | C22 | c21 | D5 4
A2 | B2 . B4 | A4 | C14 | A6 | B8 | C16 5
A2 . A4 | B4 | C13 | B8 | A6 | C15 6
. . . . . . 7
X . C5 | B4 | -A4 | C7 8
_ A | C6 | A4 B4 | -C8 9
symetria D1 | C26 | C25 | -D5 10
A13 | B2 | C28 | 11
A3 c27 12
D3 13
A1= 1,200 F1/ L C1= 1,050 F1 e3/ L + 0,950 M2p/ L - 0,100 M2g/ L
A2= 0,133 F1L + (M3p+M3q)e2/ L C2= -1,050 F1 e2/ L + 0,950 M3p/ L - 0,100 M3q/ L
A3= 0,133 F1L - (M3p+M3qg)e2/ L C5= - 1,050 F1 e3/L + 0,050 M2p/ L + 1,100 M2g/ L
Ad= 0,100 F1 C6= 1,050 F1 e2/ L + 0,050 M3p/ L + 1,100 M3q/ L
A6= -0,033F1L C15= 0,100 F1 e3 L + 0,083 M2p L - 0,017 M2q L
A12= 0,133 F1 L - (M2p+M2q)e3/ L C16= 0,100 F1 e2 L - 0,083 M3p L + 0,017 M3q L
A13= 0,133 F1 L + (M2p+M2q)e3/ L C21= 0,150 F1 3 + 0,200 M2p + 0,050 M2q
C7= -0,050 F1 3 + 0,050 M2p + 0,100 M2gq C22= 0,150 F1 e2 - 0,200 M3p - 0,050 M3q
C8= 0,050 F1 &2 + 0,050 M3p + 0,100 M3gq C25= - 0,150 F1 e3 - 0,200 M2p + 0,450 M2q
C9= -0,100 F1 e3 + 0,250 M2p - 0,150 M2gq C26= - 0,150 F1 e2 + 0,200 M3p - 0,450 M3q
C10= - 0,100 F1 e2 - 0,250 M3p + 0,150 M3gq C27= -0,150 F1 e3 L - 0,033 M2p L + 0,117 M2q L
C13= 0,100 F1 3 + 0,250 M2p + 0,150 M2gq C28= - 0,150 F1 e2 L + 0,033 M3p L - 0,117 M3q L

C14= 0,100 F1 e2 - 0,250 M3p - 0,150 M3q
B2= 0,500 (M2p+M2q)e2/ L - 0,500 (M3p+M3q)e3/ L
B4= - Mt/L+ (M2p+M2q)e2/ L2 + (M3p+M3q)e3/ L2
B8= 0,500 Mt - 0,500 (M2p+M2q)e2/ L - 0,500 (M3p+M3q)e3/ L
D1= 1,200 (b1 F1+bg Mq)/ L - 0,825 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,375 (b2 M2q+b3 M3q)/ L
D3= 0,200 (b1 F1+bgq Mq) L - 0,075 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,125 (b2 M2q+b3 M3q) L
D5= - 0,200 (b1 F1+bq Mg) + 0,200 (b2 M2p+b3 M3p)
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Element 4
zginanie ->wezet poczgtkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)
skrecanie -> wezet poczgtkowy przegubowy - wezet koricowy przegubowy (H-H)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A1 . C1 B4 A4 . -A1 . C5 -B4 A4
A1 Cc2 -A4 B4 . . -A1 C6 -A4 -B4
D1 C10 | C9 . -C1 -C2 | -D1 | C14 | C13
A12 B2 . -B4 A4 C14 A6 -B8
A2 . -A4 -B4 C13 B8 AB
i A1l . -C5 B4 -A4
symetria A1 -C6 A4 B4
D1 C26 C25
A13 -B2
A3
A1= 1,200 F1/ L C1= F1e3/L+ M2p/L

A2= 0,133 F1 L + (M3p+M3q)e2/ L
A3= 0,133 F1 L - (M3p+M3q)e2/ L

C2= - F1e2/L+ M3p/L
C5= - F1e3/L+ M2qg/L

Ad= 0,100 F1 C6= F1e2/L+ M3g/L

A= - 0,033 F1L C9= 0,333 M2p - 0,167 M2q
A12= 0,133 F1 L - (M2p+M2q)e3/ L C10= - 0,333 M3p + 0,167 M3q
A13= 0,133 F1 L + (M2p+M2q)e3/ L C13= 0,167 M2p + 0,167 M2q
C25= - 0,167 M2p + 0,333 M2q C14= - 0,167 M3p - 0,167 M3q

C26= 0,167 M3p - 0,333 M3q
B2= 0,500 (M2p+M2g)e2/ L - 0,500 (M3p+M3q)e3/ L
B4= - Mt/L+ (M2p+M2q)e2/ L2 + (M3p+M3q)e3/ L2
B8= 0,500 Mt - 0,500 (M2p+M2q)e2/ L - 0,500 (M3p+M3q)e3/ L
D1= (b1 F1+bg Mg)/ L - 0,500 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,500 (b2 M2q+b3 M3q)/ L

0 N O g A WN -

R23o
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Element 5
zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)
skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A1 B1 C1 B4 A4 C3 . -A1 -B1 C5 C7 2
A11 C2 | A4 | -B6 c4 . -B1 | -A11 | C6 Cs8 3
D1 C10 C9 D4 . -C1 -C2 -D1 D5 4
A12 B2 C12 . -B4 -A14 | C14 C16 5
A2 C11 . -Ad B6 C13 C15 6
D2 . -C3 -C4 -D4 D6 7
. . . ) . 8
symetria A1 B1 -C5 | -C7 9
A11 -C6 -C8 10
D1 -D5 1
D3 12
A1= 1,200 F1/L - 2,250 (M3p+M3q)e2/ L3 C1= 1,050 F1 e3/L + 0,800 M2p/ L - 0,250 M2q/ L
A2= 0,200 F1 L + 0,750 (M3p+M3q)e2/ L C2= -1,050 F1 e2/L + 0,800 M3p/ L - 0,250 M3q/ L
A4= 0,200 F1 - 0,750 (M3p+M3q)e2/ L2 C3= -0,150 F1 e3- 0,100 M2p + 0,050 M2q
A11= 1,200 F1/ L + 2,250 (M2p+M2q)e3/ L3 C4= 0,150 F1 e2 - 0,100 M3p + 0,050 M3q
A12= 0,200 F1 L - 0,750 (M2p+M2q)e3/ L C5= -1,050 F1 e3/L + 0,200 M2p/ L + 0,500 M2q/ L
A14= -0,200 F1 - 0,750 (M2p+M2q)e3/ L2 C6= 1,050 F1 e2/ L + 0,200 M3p/ L + 0,500 M3qg/ L
C9= 0,050 F1 e3 + 0,300 M2p - 0,250 M2q C7= 0,100 F1 e3 + 0,050 M2p - 0,050 M2q
C10= 0,050 F1 e2 - 0,300 M3p + 0,250 M3q C8= -0,100 F1 e2 + 0,050 M3p - 0,050 M3q
C13= -0,050 F1 e3 + 0,200 M2p C11= -0,150 F1 e3L-0,100 M2p L + 0,050 M2qg L
C14= -0,050 F1 e2 - 0,200 M3p C12= -0,150 F1 e2L + 0,100 M3p L - 0,050 M3qg L

C15= 0,100 F1 e3 L + 0,050 M2p L - 0,050 M2q L
C16= 0,100 F1 e2 L - 0,050 M3p L + 0,050 M3q L
B1= 1,125 (M2p+M2q)e2/ L3 - 1,125 (M3p+M3q)e3/ L3
B2= 0,375 (M2p+M2q)e2/ L - 0,375 (M3p+M3q)e3/ L
B4= - 0,750 Mt/ L + 0,375 (M2p+M2qg)e2/ L2 + 1,125 (M3p+M3q)e3/ L2
B6= 0,750 Mt/ L - 1,125 (M2p+M2q)e2/ L2 - 0,375 (M3p+M3q)e3/ L2
D1= 1,200 (b1 F1+bq Mq)/ L - 0,600 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,600 (b2 M2g+b3 M3q)/ L
D2= 0,133 (b1 F1+bq Mq) L - 0,100 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,033 (b2 M2q+b3 M3q) L
D3= 0,133 (b1 F1+bq Mq) L - 0,033 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,100 (b2 M2q+b3 M3q) L
D4= - 0,100 (b1 F1+bq Mg) - 0,100 (b2 M2g+b3 M3q)
D5= - 0,100 (b1 F1+bq Mg) + 0,100 (b2 M2p+b3 M3p)
D6= - 0,033 (b1 F1+bq Mg) L + 0,017 (b2 M2p+b3 M3p) L - 0,017 (b2 M2q+b3 M3q) L
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Element 6
zginanie ->wezef poczatkowy sztywny - wezet koncowy przegubowy (R-H)
skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
A1 B1 C1 B4 A4 C3 . -A1 | -B1 C5 2
A1 C2 A14 -B6 C4 . -B1 -A11 C6 3
D1 | C10 | C9 D4 . -C1 | -C2 | -D1 4
A12 B2 C12 . -B4 | -A14 | C14 5
A2 | C11 . -Ad B6 | C13 6
D2 . -C3 | -C4 | -D4 7
symetria : : : 8
A1 B1 -C5 9
A1 -C6 10
D1 1
A1= 1,200 F1/ L - 2,250 (M3p+M3q)e2/ L3 C1= 1,200 F1 e3/ L + 0,875 M2p/ L - 0,325 M2q/ L
A2= 0,200 F1L + 0,750 (M3p+M3q)e2/ L C2= -1,200F1e2/L+0,875M3p/ L - 0,325 M3q/ L
A4= 0,200 F1 - 0,750 (M3p+M3q)e2/ L2 C3= -0,200 F1e3-0,125 M2p + 0,075 M2q
A11= 1,200 F1/ L + 2,250 (M2p+M2q)e3/ L3 C4= 0,200 F1 e2 - 0,125 M3p + 0,075 M3q
A12= 0,200 F1 L - 0,750 (M2p+M2q)e3/ L C5= -1,200 F1e3/L + 0,125 M2p/ L + 0,575 M2¢g/ L
A14= -0,200 F1 - 0,750 (M2p+M2q)e3/ L2 C6= 1,200 F1 e2/ L + 0,125 M3p/ L + 0,575 M3q/ L

C9= 0,200 F1 €3 + 0,375 M2p - 0,325 M2q
C10= 0,200 F1 e2 - 0,375 M3p + 0,325 M3q
C11= - 0,200 F1e3L-0,125 M2p L + 0,075 M2q L
C12= -0,200 F1 e2 L + 0,125 M3p L - 0,075 M3q L
C13= - 0,200 F1 e3 + 0,125 M2p + 0,075 M2q
C14= - 0,200 F1 e2 - 0,125 M3p - 0,075 M3q
B1= 1,125 (M2p+M2q)e2/ L3 - 1,125 (M3p+M3q)e3/ L3
B2= 0,375 (M2p+M2q)e2/ L - 0,375 (M3p+M3q)e3/ L
B4= - 0,750 Mt/ L + 0,375 (M2p+M2q)e2/ L2 + 1,125 (M3p+M3q)e3/ L2
B6= 0,750 Mt/ L - 1,125 (M2p+M2q)e2/ L2 - 0,375 (M3p+M3q)e3/ L2
D1= 1,200 (b1 F1+bq Mq)/ L - 0,375 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,825 (b2 M2q+b3 M3q)/ L
D2= 0,200 (b1 F1+bg M) L - 0,125 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,075 (b2 M2q+b3 M3q) L
D4= - 0,200 (b1 F1+bq Mq) - 0,200 (b2 M2g+b3 M3q)
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Element 7
zginanie ->wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)
skrecanie -> wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
A1 B1 C1 B4 A4 . -A1 -B1 C5 Cc7 2
A11 C2 A14 -B6 . -B1 -A11 C6 C8 3
D1 C10 C9 . C17 | C18 -D1 D5 4
A12 B2 . -B4 | -A14 | C14 | C16 5
A2 . -A4 B6 C13 | C15 6
. . . . 7
. A1 B1 -C5 -C7 8
symetria A1 | -C6 | C8 | o
D1 -D5 10
D3 11
A1= 1,200 F1/ L - 2,250 (M3p+M3q)e2/ L3 C1=0,825F1 e3/L + 0,650 M2p/ L - 0,175 M2q/ L
A2= 0,200 F1 L + 0,750 (M3p+M3q)e2/ L C2= -0,825F1e2/L + 0,650 M3p/L - 0,175 M3q/ L
A4= 0,200 F1 - 0,750 (M3p+M3q)e2/ L2 C5= -0,825F1e3/L + 0,350 M2p/ L + 0,425 M2q/ L
A11= 1,200 F1/ L + 2,250 (M2p+M2q)e3/ L3 C6= 0,825 F1 e2/ L + 0,350 M3p/ L + 0,425 M3q/ L
A12= 0,200 F1 L - 0,750 (M2p+M2q)e3/ L C7=0,175F1e3 + 0,100 M2p - 0,075 M2q
A14= -0,200 F1 - 0,750 (M2p+M2q)e3/ L2 C8= -0,175F1e2+ 0,100 M3p - 0,075 M3q
C13= 0,175 F1 e3 + 0,350 M2p - 0,075 M2q C9= -0,175F1e3 + 0,150 M2p - 0,175 M2q
C14= 0,175 F1 e2 - 0,350 M3p + 0,075 M3q C10= -0,175F1e2-0,150 M3p + 0,175 M3q

C15= 0,175 F1 e3 L + 0,100 M2p L - 0,075 M2q L
C16= 0,175 F1 e2 L - 0,100 M3p L + 0,075 M3q L
C17= -0,825F1 e3/L - 0,650 M2p/ L + 0,175 M2q/ L
C18= 0,825 F1 2/ L - 0,650 M3p/ L + 0,175 M3q/ L
B1= 1,125 (M2p+M2q)e2/ L3 - 1,125 (M3p+M3q)e3/ L3
B2= 0,375 (M2p+M2q)e2/ L - 0,375 (M3p+M3q)e3/ L
B4= - 0,750 Mt/ L + 0,375 (M2p+M2q)e2/ L2 + 1,125 (M3p+M3q)e3/ L2
B6= 0,750 Mt/ L - 1,125 (M2p+M2q)e2/ L2 - 0,375 (M3p+M3q)e3/ L2
D1= 1,200 (b1 F1+bg Mq)/ L - 0,825 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,375 (b2 M2g+b3 M3q)/ L
D3= 0,200 (b1 F1+bg Mgq) L - 0,075 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,125 (b2 M2q+b3 M3q) L
D5= - 0,200 (b1*F1+bg*Mq) + 0,200 (b2 M2p+b3 M3p)
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Element 8
zginanie ->wezet poczgtkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)
skrecanie -> wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy przegubowy (H-H)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A1 B1 C1 B4 A4 . -A1 -B1 C5 2
A11 C2 A14 -B6 . -B1 -A11 C6 3
D1 C10 C9 . -C1 -C2 -D1 4
A12 B2 . -B4 -A14 C14 5
A2 . -Ad B6 C13 6
. . . . 7
symetria X B1 5 8
A11 -C6 9
D1 10
A1= 1,200 F1/ L - 2,250 (M3p+M3q)e2/ L3 C5= - F1e3/L+ 0,250 M2p/ L + 0,500 M2q/ L
A2= 0,200 F1 L + 0,750 (M3p+M3q)e2/ L C6= F1e2/L+ 0,250 M3p/ L + 0,500 M3q/ L
A4= 0,200 F1 - 0,750 (M3p+M3q)e2/ L2 C9= 0,250 M2p - 0,250 M2q
A11= 1,200 F1/ L + 2,250 (M2p+M2q)e3/ L3 C10= - 0,250 M3p + 0,250 M3q
A12= 0,200 F1 L - 0,750 (M2p+M2q)e3/ L C13= 0,250 M2p
A14= -0,200 F1 - 0,750 (M2p+M2q)e3/ L2 C14= - 0,250 M3p

C1= F1e3/L +0,750 M2p/ L - 0,250 M2q/ L
C2= - F1e2/L+ 0,750 M3p/ L - 0,250 M3q/ L

B1= 1,125 (M2p+M2qg)e2/ L3 - 1,125 (M3p+M3q)e3/ L3

B2= 0,375 (M2p+M2g)e2/ L - 0,375 (M3p+M3q)e3/ L

B4= - 0,750 Mt/ L + 0,375 (M2p+M2q)e2/ L2 + 1,125 (M3p+M3q)e3/ L2

B6= 0,750 Mt/ L - 1,125 (M2p+M2q)e2/ L2 - 0,375 (M3p+M3q)e3/ L2

D1= (b1 F1+bg Mq)/ L - 0,500 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,500 (b2 M2q+b3 M3q)/ L
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Element 9
zginanie ->wezet poczatkowy przegubowy - wezet koncowy sztywny (H-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy sztywny (R-R)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A1 B1 C1 C3 . -A1 -B1 C5 B5 A5 C7 2
A11 C2 C4 . -B1 -A11 C6 A15 -B9 C8 3
D1 D4 . -C1 -C2 -D1 C22 C21 D5 4
D2 . -C3 -C4 -D4 C24 C23 D6 5
. . . . . . 6
A1 B1 -C5 -B5 -A5 -C7 7
A11 -C6 -A15 B9 -C8 8
symetria D1 C26 C25 -D5 9
A13 B3 C28 10
A3 c27 11
D3 12
A1= 1,200 F1/ L + 2,250 (M3p+M3q)e2/ L3 C1= 1,050 F1 e3/L + 0,500 M2p/ L + 0,200 M2q/ L
A3= 0,200 F1 L - 0,750 (M3p+M3q)e2/ L C2= -1,050 F1 e2/L + 0,500 M3p/ L + 0,200 M3q/ L
A5= 0,200 F1 + 0,750 (M3p+M3q)e2/ L2 C3= 0,100 F1 e3 + 0,050 M2p - 0,050 M2q
A11= 1,200 F1/L - 2,250 (M2p+M2q)e3/ L3 C4= -0,100 F1 e2 + 0,050 M3p - 0,050 M3q
A13= 0,200 F1L + 0,750 (M2p+M2q)e3/ L C5= -1,050 F1e3/L-0,250 M2p/ L + 0,800 M2qg/ L
A15= -0,200 F1 + 0,750 (M2p+M2q)e3/ L2 C6= 1,050 F1 e2/ L - 0,250 M3p/ L + 0,800 M3q/ L
C21= 0,050 F1 e3 + 0,200 M2q C7= -0,150 F1 e3 - 0,050 M2p + 0,100 M2q
C22= 0,050 F1 e2 - 0,200 M3q C8= 0,150 F1 e2 - 0,050 M3p + 0,100 M3q

C23= 0,100 F1 e3 L + 0,050 M2p L - 0,050 M2q L
C24= 0,100 F1 2 L - 0,050 M3p L + 0,050 M3gq L
C25= - 0,050 F1 e3 - 0,250 M2p + 0,300 M2q
C26= - 0,050 F1 e2 + 0,250 M3p - 0,300 M3q
C27= - 0,150 F1 e3 L - 0,050 M2p L + 0,100 M2q L
C28= - 0,150 F1e2 L + 0,050 M3p L - 0,100 M3q L
Bi= - 1,125 (M2p+M2q)e2/ L3 + 1,125 (M3p+M3q)e3/ L3
B3= - 0,375 (M2p+M2q)e2/ L + 0,375 (M3p+M3q)e3/ L
B5= 0,750 Mt/ L - 0,375 (M2p+M2q)e2/ L2 - 1,125 (M3p+M3q)e3/ L2
B9= - 0,750 Mt/ L + 1,125 (M2p+M2q)e2/ L2 + 0,375 (M3p+M3q)e3/ L2
D1= 1,200 (b1 F1+bg Mq)/ L - 0,600 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,600 (b2 M2g+b3 M3q)/ L
D2= 0,133 (b1 F1+bq Mg) L - 0,100 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,033 (b2 M2q+b3 M3q) L
D3= 0,133 (b1 F1+bq Mq) L - 0,033 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,100 (b2 M2q+b3 M3q) L
D4= -0,100 (b1 F1+bq Mg) - 0,100 (b2 M2g+b3 M3q)
D5= - 0,100 (b1*F1+bg*Mq) + 0,100 (b2 M2p+b3 M3p)
D6= - 0,033 (b1 F1+bq Mg) L + 0,017 (b2 M2p+b3 M3p) L - 0,017 (b2 M2q+b3 M3gq) L
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Element 10
zginanie ->wezet poczatkowy przegubowy - wezet koncowy sztywny (H-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy sztywny - wezet koricowy przegubowy (R-H)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
A1 B1 C1 C3 . -A1 -B1 C5 B5 A5 2
A11 C2 C4 . -B1 -A11 C6 A15 -B9 3
D1 D4 . -C1 -C2 -D1 C22 C21 4
D2 . -C3 -C4 -D4 C24 Cc23 5
. . . . . 6
A1 B1 -C5 -B5 -A5 7
symetria A11 -C6 -A15 B9 8
D1 C26 C25 9
A13 B3 10
A3 11
A1= 1,200 F1/ L + 2,250 (M3p+M3q)e2/ L3 C1=0,825F1e3/L + 0,425 M2p/ L + 0,350 M2¢g/ L
A3= 0,200 F1 L - 0,750 (M3p+M3q)e2/ L C2= -0,825F1e2/ L+ 0,425 M3p/ L + 0,350 M3q/ L
A5= 0,200 F1 + 0,750 (M3p+M3q)e2/ L2 C3=0,175F1e3 + 0,075 M2p - 0,100 M2q
A11= 1,200 F1/ L - 2,250 (M2p+M2q)e3/ L3 C4= -0,175F1e2 + 0,075 M3p - 0,100 M3q
A13= 0,200 F1 L + 0,750 (M2p+M2q)e3/ L C5= -0,825F1e3/L-0,175 M2p/ L + 0,650 M2qg/ L
A15= -0,200 F1 + 0,750 (M2p+M2q)e3/ L2 C6= 0,825 F1e2/L-0,175 M3p/ L + 0,650 M3q/ L

C21= -0,175F1e3-0,075 M2p + 0,350 M2q
C22= -0,175F1 e2 + 0,075 M3p - 0,350 M3q
C23= 0,175F1e3 L+ 0,075 M2p L - 0,100 M2q L
C24= 0,175F1e2L-0,075M3p L + 0,100 M3q L
C25= 0,175 F1e3-0,175 M2p + 0,150 M2q
C26= 0,175 F1e2 + 0,175 M3p - 0,150 M3q
B1= - 1,125 (M2p+M2q)e2/ L3 + 1,125 (M3p+M3q)e3/ L3
B3= -0,375 (M2p+M2q)e2/ L + 0,375 (M3p+M3q)e3/ L
B5= 0,750 Mt/ L - 0,375 (M2p+M2q)e2/ L2 - 1,125 (M3p+M3q)e3/ L2
B9= -0,750 Mt/ L + 1,125 (M2p+M2q)e2/ L2 + 0,375 (M3p+M3q)e3/ L2
D1= 1,200 (b1 F1+bg Mq)/ L - 0,375 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,825 (b2 M2g+b3 M3q)/ L
D2= 0,200 (b1 F1+bg Mq) L - 0,125 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,075 (b2 M2g+b3 M3q) L
D4= -0,200 (b1 F1+bg Mq) - 0,200 (b2 M2g+b3 M3q)
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Element 11
zginanie ->wezet poczatkowy przegubowy - wezet koncowy sztywny (H-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy przegubowy - wezet koricowy sztywny (H-R)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
A1 B1 C1 . -A1 | -B1 C5 B5 A5 c7 2
A11 C2 . -B1 -A11 C6 A15 -B9 C8 3
D1 . -C1 -C2 -D1 C22 C21 D5 4
. . . . . . 5
A1 B1 -C5 | -B5 | -A5 | C7 6
A11 -C6 -A15 B9 -C8 7
symetria D1 C26 | C25 | -D5 8
A13 B3 C28 9
A3 Cc27 10
D3 11
A1= 1,200 F1/ L + 2,250 (M3p+M3q)e2/ L3 C1= 1,200 F1 e3/ L + 0,575 M2p/ L + 0,125 M2q/ L
A3= 0,200 F1L-0,750 (M3p+M3q)e2/ L C2= -1,200 F1e2/L + 0,575 M3p/ L + 0,125 M3qg/ L
A5= 0,200 F1 + 0,750 (M3p+M3q)e2/ L2 C5= -1,200 F1e3/L-0,325 M2p/ L + 0,875 M2q/ L
A11= 1,200 F1/ L - 2,250 (M2p+M2q)e3/ L3 C6= 1,200 F1 e2/ L - 0,325 M3p/ L + 0,875 M3q/ L
A13= 0,200 F1 L + 0,750 (M2p+M2q)e3/ L C7= -0,200 F1e3-0,075 M2p + 0,125 M2q
A15= -0,200 F1 + 0,750 (M2p+M2q)e3/ L2 C8= 0,200 F1 e2 - 0,075 M3p + 0,125 M3q

C21= 0,200 F1 &3 + 0,075 M2p + 0,125 M2q
C22= 0,200 F1 e2 - 0,075 M3p - 0,125 M3q
C25= - 0,200 F1 e3 - 0,325 M2p + 0,375 M2q
C26= - 0,200 F1 e2 + 0,325 M3p - 0,375 M3q
C27= -0,200 F1e3 L - 0,075 M2p L + 0,125 M2q L
C28= -0,200 F1e2L + 0,075 M3p L - 0,125 M3q L
B1= - 1,125 (M2p+M2q)e2/ L3 + 1,125 (M3p+M3q)e3/ L3
B3= - 0,375 (M2p+M2q)e2/ L + 0,375 (M3p+M3q)e3/ L
B5= 0,750 Mt/ L - 0,375 (M2p+M2q)e2/ L2 - 1,125 (M3p+M3q)e3/ L2
B9= - 0,750 Mt/ L + 1,125 (M2p+M2q)e2/ L2 + 0,375 (M3p+M3q)e3/ L2
D1= 1,200 (b1 F1+bg M)/ L - 0,825 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,375 (b2 M2g+b3 M3q)/ L
D3= 0,200 (b1 F1+bg Mg) L - 0,075 (b2 M2p+b3 M3p) L + 0,125 (b2 M2g+b3 M3q) L
D5= - 0,200 (b1*F1+bg*Mq) + 0,200 (b2 M2p+b3 M3p)
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Element 12
zginanie ->wezet poczatkowy przegubowy - wezet koncowy sztywny (H-R)
skrecanie -> wezet poczatkowy przegubowy - wezet korcowy przegubowy (H-H)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Al | B1 | Ci A1 | BT | C5 | B5 | A5 | 2
A1 | C2 [ B1 | A11| C6 | A5 | B9 | 3
D1 ¢t [ c2 | D1 | cz2 | cat| a4
. . . . . 5
Al | BT | C5 | B5 | A5 | &
, A1 | C6 | A5 ] B9 | 7
symetria DI | C26 | C25 | s
A3 | B3 | o
A3 10
A1= 1,200 F1/ L + 2,250 (M3p+M3q)e2/ L3 C5= - F1e3/L-0,250 M2p/ L + 0,750 M2q/ L
A3= 0,200 F1 L - 0,750 (M3p+M3q)e2/ L C6= F1e2/L-0,250 M3p/ L + 0,750 M3q/ L
AB= 0.200 F1 + 0,750 (M3p+M3q)e2/ L2 C21= 0,250 M2q
A11= 1,200 F1/ L - 2,250 (M2p+M2q)e3/ L3 C22= - 0,250 M3q
A13= 0,200 F1 L + 0,750 (M2p+M2q)e3/ L C25= - 0,250 M2p + 0,250 M2q
A15= - 0,200 F1 + 0.750 (M2p+M2q)e3/ L2 C26= 0,250 M3p - 0,250 M3q

C1= F1e3/L + 0,500 M2p/ L + 0,250 M2q/ L

C2= - F1e2/L + 0,500 M3p/ L + 0,250 M3q/ L

B1= - 1,125 (M2p+M2q)e2/ L3 + 1,125 (M3p+M3q)e3/ L3

B3= - 0,375 (M2p+M2q)e2/ L + 0,375 (M3p+M3q)e3/ L

B5= 0,750 Mt/ L - 0,375 (M2p+M2q)e2/ L2 - 1,125 (M3p+M3q)e3/ L2

B9= - 0,750 Mt/ L + 1,125 (M2p+M2q)e2/ L2 + 0,375 (M3p+M3q)e3/ L2

D1= (b1 F1+bq Mq)/ L - 0,500 (b2 M2p+b3 M3p)/ L + 0,500 (b2 M2g+b3 M3q)/ L
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D4. Charakterystyki geometryczne przekrojow cienkosciennych

(dla przykladow 8.1 8.3)

D4.1 Przekréj niesymetyczny (Ad 8.1)

A=8cm’
2cm ye. =-0,625 cm
Fh z.=4,375 cm
S I,= 113,604 cm’*
: I =8,9792 cm®
£ X I.=11,875 cm®
. — ;
| I, +1, I, -1, 5
| t=05cm I,;= 5 i\/( 5 ] +1,
P © L= 114,935 cm*
4 cm I, =17,6483 cm*
Rys. D4.1 wo=" Iyzlz
0=-0,11161 rad
Macierz transformacji z uktadu (y,z) do (x,,x3) ma postac:
0,993778 —-0,111378
B {0,1 11378 0993778 }
a punkty narozne maja wspotrzedne :
w uktadzie (y,z) w uktadzie (x,x3) — w osiach gtownych
centralnych
A=[-1375;5,625] A = (-1,992944 ; 5,436858)
B =1[0,625; 5,625] B =(-0,005388 ; 5,659613)
C=10,625; -4,375] C=(1,108388 ; -4,2782168)

D =[-3,375;-4,375] D =(-2,866724 ; -4,723679)
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Obliczenie wspotrzednej wycinkowej dla bieguna B=(0,0) i punktu zerowego Q=(0,628913;0)

(Q =10,625;-0,070047] )
Krawedz O-B

0<s<5,695047

¢p (s) =-0,625s

¢r (0)=0

¢p (5,695047) = -3,559404

Krawedz B-A

5,695047 < s < 7,695047

ds (s) = -3,559404 — 5,625 (s -5,695047)
d5 (5,695047) = -3,559404
ds (7,695047) = -14,809404

Krawedz Q-C

0 <s5<4,304953

o8 (s) =0,625 s

#8(0)=0

¢g (4,304953) = 2,690596

Krawedz C-D

4,304953< 5 < 8,304953

o8 (s) = 2,690596+ 4,375 (s -4,304953)
op (4,304953) = 2,690596
o8 (8,304953) = 20,190596

f 14,809404 ‘ - h 3,559404
5,659613

1,092944

0,005388

5,436858 _,_\
)CQ(S) X3(S) ¢B(S)
0,628913 0.0
\> <\>
2,866724
B + 4,723679 +
; 4,278168
\ 1,108388 + 2690596

Rys D4.2

Obliczanie srodka scinania

20,190596

Iy, = [#s(9) x2(s) 1 ds =-189678 cm® I, = [@,(s) x,(5) t ds =-182,4142 cm’
0 0

_ $x;
e, =—

+x23 :1,587107 cm e3 =
2

1

$x;

+ X35 =2,480012 cm
13
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Zmiana bieguna do srodka scinania S = (1,587107 ; 2,480012) (S=[1,301014 ; -2,64135])
(Rys D4.3)

Ps(5)=Py(s)— (e3 — X3p )lxz () _x2QJ+ (ez —ng)lx3 (s) _x3QJ

e (5) =, (5) + 2,480012 [x,(s) — 0,628913] + 1,587107x, (s)

Obliczanie gtownego zerowego punktu 12,682768

. : : . f 3,849932
wspotrzednej wycinkowej
Sy, = I¢S (s)tds =-0,952929 cm* #s(s)

0
S \)
¢S(Q,O)=f=-o,119116 om’ /
z proporcji odcinkow OQ 1 CQ oraz wspotrzednych 4,024390 I/ 2910209
wycinkowych ¢5(0,0) 1 ¢s(Q,C)
00 =0,176204 Rys D4.3

Obliczanie wspotrzednej wycinkowej dla bieguna S = (1,587107 ;2,480012) i glownego
punktu zerowego O = (0,648538 ; -0,175107) (O =[0,625 ; -0,24625] )

Krawedz O-B Krawedz O-C
0<s<5,87125 0<s<4,12875
os (s) =0,676014 s os (s) =-0,676014 s
¢s(0)=0 ¢s(0)=0
os (5,87125) = 3,96049 @s (4,12875) =-2,791093

Krawedz B-A Krawedz C-D
5,87125<5<7,695047 4,12875<s < 8,12875

@s (s) = 3,96049 — 826635 (s -5,87125) &s (s) =-2,791093+ 1,73365 (s -4,12875)

os (5,87125) = 3,96049 os (4,12875) =-2,791093

ds (7,695047) = -12,563652 ds (8,12875) = 4,143506
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Pozostate charakterystyki przekroju
PP =x) +x;
I, = [#3(s)tds =70,9495 em"

I, +1

p=c;+e = —=23,9923 om’

I, = [r* x,tds= 59,2496 cm’

B, = —2e, =54755 cm

2

~ |~

I, = [r? x, tds=-59,6158 cm’

o

I
fy == +2e, =10,9689 cm

3

Iy =1’ (4B + BC +CD) =0,6667 cm®

D4.2 Przekrdj monosymetryczny

X3
s A
C
0 > A
D E X2
Rys.D4.5

12,563652) 1 3969049
s(s)
I
4,143506 I/ 2,791093
Rys D4.4

I, = [r? g tds =-35,0625 cm’
0

1,
By, =—=-0,4942 cm
I¢

AB =30 mm BC =150 mm
t=10 mm A=8cm’
y.=4,5cm z.=-4,5 cm
I,=1081,5cm* I, =1081,5 cm*
1,.=594 cm’

[V+Iz [V_IZ ’ 2
I3 =~ 5 — ) +1,

L=16755cm" [=4875cm’

I -1
tgd=—"—2
s I

yz

0 =-0,785398 rad
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Macierz transformacji z uktadu (y,z) do (x,,x3) ma postac:

_[0,707107 -0,707107
~10,707107  0,707107 |’

a punkty narozne maja wspoirze¢dne :

w uktadzie (y,z) w uktadzie (x,,x3) — w osiach gléwnych
centralnych
A=[10,5;1,5] A =(6,363961 ; 8,485281)
B =110,5;4,5] B =(4,242641 ; 10,606602)
C=[4,5;4,5] C=(-6,363961 ; 0,0)
D=[-4,5;-10,5] D =(4,242641 ; -10,606602)
E=[-1,5;-10,5] E =(6,363961 ; -8,485281)

Obliczenie wspotrzednej  wycinkowej dla bieguna B=(0,0) i punktu zerowego

C=(-6,363961;0,0) (C = [4,5 ; -4,5] )

Krawedz C-B Krawedz C-D
0<s<15,0 0<s<15,0
o (s)=45s g (s)=-45s
#g (0) =0,0 #g (0)=0
#s (15) = 67,5 ¢5 (15,0) =-67,5
Krawedz B-A Krawedz D-E
15,0 <s< 18,0 15,0<s< 18,0
¢ (s) = 67,5 +10,5 (s —15,0) ¢g (s) =-67,5-10,5 (s —15,0)
¢ (15,0) = 67,5 ¢ (15,0) = -67,5
¢ (18,0) =99,0 ¢ (18,0) =-99,0
6.363961 / 4,242641 o + | 10606602 00 + |ers
- \ B A\
6,363961 8,485281 99,0

Z xa(s) x3(8) ¢B<s5

4,242641 +|6,363961 10,606602 | - |8,485281 675 | - |990

Rys.D4.6
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Obliczanie srodka scinania

Iy, = [#5(5) x,(5) t ds =0,0 em’
0

1

_ $x;

e, = +X,5 = -7,09892 cm

2

€;

1, = J¢B (8) x;(s) t ds =11894,2 cm’
0

1

— $x,

+X3B :0,0 cm
3

Zmiana bieguna do srodka Scinanie S = (-7,09892; 0,0) (S = [-5,019696 ; -5,019696])
(Rys D4.7)

Ps () =Ps(s)— (e3 —X3p )|_x2 (s) _x2QJ+ (ez _X2B)|_x3 (s) _X3QJ

Ps(s) =Py (s)—7,09892 x,(s)

0 0\ 7,7954342
Obliczanie glownego zerowego punktu wspotrzednej
38,763653
wycinkowej
’ Ps(s)
S, = [#5(s)tds =0,0 cm*
0 ,
7,7954342
Wierzcholek C jest gldownym zerowym punktem 38,763653
wspotrzednej wycinkowej
Rys.D4.7
Pozostate charakterystyki przekroju
Pt =x] +x;
S ] I
I, = f¢§ (s)tds =3130,108 cm® B =e+el+205 2 110,478cm?

I, = Ir2x3tds: 0,0 cm’

1
B, =%—2e3 =0,0 cm

o 2

IZr

s [
[r? x, tds=6519,878 cm’ B, =—"+2e,=-27,572 cm
I

3

: I
I, = [’ ¢stds =0,0 cm’ B, = ;’r =0,0 cm
0

¢

Iy =1t (4B +BC+CD+ DE) =12,0 cm®
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DS. Wydruki procedur obliczenia macierzy liniowej sztywnosci
(Ikim.for) i macierzy sztywnosci geometrycznej (gkim.for) dla

systemu MANKA

DS5.1 Plik Ikim.for

SUBROUTINE MACLO1l ( RMS, KS )

C

C ______________________________________________________________________
C+ LINIOWA MACIERZ SZTYWNOSCI

C+ ELEMENT CIENKOSCIENNY PRZESTRZENNY - BSW1

C+ OPRACOWANY PRZEZ Z. WASZCZYSZYNA I CZ. CICHONIA

C+ zmiana definicji deplanacji

C+ - praca dyplomowa - Piotr Plucinski - zmiana oznaczen

c ______________________________________________________________________
C

cC PARAMETRY -

cC WEJSCIE

C KS=0 Obliczanie liniowej macierzy sztywnosci RMS

C KS=1 Wydruk sil wewnetrznych w ukladzie lokalnym elementu
C WYJSCIE -

C RMS Liniowa macierz sztywnosci 14*14

C

C UWAGA : Macierz transformacji jest jednostkowa ( V.94 )

C

c ______________________________________________________________________

SINCLUDE: 'ELEMTWOJ.INC'
S$INCLUDE: 'ELEMCPRZ.INC'

REAL *8 RMS (MXSWEL,MXSWEL)
REAL *8 R,T,DL1,DL2,DL3,EA,EYJ,EZJ,GS,EJA,LC,YJ,2J,
1CAL1, SAL1l,CAL2,SAL2,CAL3,SAL3,BY,BZ
COMMON /CDANEL/ IDLG,ITYP,LSSW,III1(16),NREL,
INSSW(14) ,NUMBL (210),
2XYZ(3,2),STMAT (9) , PARAM (8) ,III3(2),
3R(14,14),T(14,14),DL1,DL2,DL3,EA,EYJ,EZJ,GS,EJA,LC, YT, 2J
REAL *8 QELEM, QELLOK,E,G,A,RJS,RJA, LAl,LA2, LA4, LAG,
1n.Al11,1LAl12,1LA14,1A16,LD1,LD2,1LD4,LD6,
2Y0,7z0,ALFA3,YS, zS, DXY
COMMON /ROBY1/ R1(14,14),QELEM(14),QELLOK (14)

C Budowa liniowej macierzy sztywnosci
IF ( KS.EQ.0 ) THEN

C Zerowanie macierzy i wektorow

CALL ZERO ( R,784 )
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CALL ZERO ( T,784 )
CALL ZERO ( QELEM, 56 )
CALL ZERO ( QELLOK, 56 )

Obliczanie dlugosci elementu

DL2=0.0DO0
DO 10 I=1,3

DL2=DL2+DBLE ( (XYZ (I,2) -XYZ (I, 1)) * (XYZ(I,2)-XYZ(I,1)))
CONTINUE

DXY=DL2-DBLE ( (XYZ (3,2)-XYZ (3,1)) *(XYZ (3,2)-XYZ(3,1)))

DL1=DSQRT (DL2)
DXY=DSQRT (DXY)

Zmienne pomocnicze dla macierzy transformacji

YS=DBLE (STMAT (4)
ZS=DBLE (STMAT (5)
YO=DBLE (STMAT (7)
Z0=DBLE (STMAT (8)
ALFA3=DBLE (STMAT (9) )
ALFA3=0.017453288D0*ALFA3
BY=YS*DCOS (ALFA3) -ZS*DSIN (ALFA3) +YO0
BZ=YS*DSIN (ALFA3)+ZS*DCOS (ALFA3) +Z0

Obliczenie macierzy transformacji

IF(DXY.NE.0.0DO) THEN
CAL1=(XYZ(1,2)-XYZ(1,1))/DXY
SAL1=(XYZ (2,2)-XYZ(2,1))/DXY

ELSE
CAL1=1.0DO
SAL1=0.0DO

ENDIF

CAL2=DXY/DL1

SAL2=(-XYZ (3,2)+XYZ (3,1)) /DLl
CAL3=DCOS (ALFA3)

SAL3=DSIN (ALFA3)

CALL TRANTHIN(T,CALl1,SALl,CALZ2,SAL2,CAL3,SAL3,Y0,Z20,BY,BZ)
Zmienne pomocnicze dla macierzy sztywnosci

DL3=DL2*DL1

E=DBLE ( STMAT (
G=DBLE ( STMAT (
A=DBLE ( PARAM (
YJ=DBLE ( PARAM
ZJ=DBLE ( PARAM
RJS=DBLE ( PARA
RJA=DBLE ( PARAM

)
)
)
) )

) )

4) )
5) )

1)
2)
1)
(2
(3
M (
(

EA=E*A
EYJ=E*YJ
EZJ=E*ZJ
GS=G*RJS
EJA=E*RJA
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LC=EA/DL1
LA11=12.0D0*EYJ/DL3
LA1=12.0D0*EZJ/DL3
LA14=-6.0D0*EYJ/DL2
LA4=6.0D0*EZJ/DL2
LA12=4.0D0*EYJ/DL1
LA2=4.0D0*EZJ/DL1
LA16=2.0D0*EYJ/DL1
LA6=2.0D0*EZJ/DL1

1LD1=1.2D0*GS/DL1+12.0D0*EJA/DL3
1LD4=-0.1D0*GS-6.0D0*EJA/DL2
LD2=2.0D0*DL1*GS/15.0D0+4.0D0*EJA/DL1
LD6=-GS*DL1/30.0D0+2.0D0*EJA/DL1

Zapelnianie dolnego trojkata macierzy sztywnosci

R(1,1)=LC
R(8,1)=-LC
R(2,2)=LAl
R(6,2)=LA4
R(9,2)=-1Al
R(13,2)=LA4
R(3,3)=LAll
R(5,3)=LAl4
R(10,3)=-LAll
R(12,3)=LAl4
R(4,4)=LD1
R(7,4)=LD4
R(11,4)=-LD1
R(14,4)=LD4
R(5,5)=LA12
R(10,5)=-LAl4
R(12,5)=LAl6
R(6,6)=LA2
R(9,6)=-LA4
R(13,6)=LA6
R(7,7)=LD2
R(11,7)=-LD4
R(14,7) LD6
R(8,8)=

R(9,9) LAl
R(13,9)=-LA4
R(10,10)=LAl1l
R(12,10)=-LAl4
R(11,11)=LD1
R(14,11)=-LD4
R(12,12)=LAl12
R(13,13)=LA2
R(14,14)=LD2

Zapelnianie gornego trojkata macierzy sztywnosci
DO 30 I=1,13
DO 30 J=I+1,14
R(I,J)=R(J,1I)
CONTINUE
FORMAT (1X, 7E11.4)

Transformacja macierzy sztywnosci
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OHONONQ!

CALL DATBC (14,MXSWEL,T,R, T, RMS)
ENDIF
IF( KS.EQ.1 ) THEN

CALL QQELEM( QD,QELEM )
CALL BCFT8(T,14,QELEM, 14,QELLOK,14,14,14,1)
CALL BCFT8(R,14,QELLOK,14,QELEM,14,14,14,1)

WRITE (2,910) NREL
WRITE (2,920) (QELEM(I), I=1,14)

ENDIF

910 FORMAT (/,/,2X, 'ELEMENT NR=',I3)
920 FORMAT (2X, 'SILY UOGOLNIONE W UKLADZIE LOKALNYM ELEMENTU',/,
17E12.5,/,1X,7E12.5)

RETURN
END

SUBROUTINE TRANTHIN (T,CAL1,SALl,CAL2,SAL2,CAL3,SAL3,Y0,Z0,BY,BZ)
PR A b b b b b b b b b b b b b b b b I b I b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b I b b b b b 4

MACIERZ TRANSFORMACJI DLA PRZESTRZENNEGO ELEMENTU
CIENKOSCIENNEGO.

R R a b e S b I S b I S b b S b i S S S S A S S b S b S b S b S ah i A b S S S i S i

REAL*8 T,T1,T2,T3,TP,CALl,SALl,CAL2,SAL2,CAL3,SAL3,Y0,Z0,BY,BZ
DIMENSION T (14,14),T1(7,7),T2(7,7),T3(7,7),TP(7,7)

CALL ZERO(T1,196
CALL ZERO(T2,196
CALL ZERO(T3,196
(

)
)
)
CALL ZERO (TP, 196)

T1(1,1)=CALl
T1l(1l,2)=SALl
T1(2,1)=-SAL1
T1l(2,2)=CALl
T1(3,3)=1.0D0
T1(7,7)=1.0D0
T2 (1,1)=CAL2
T2 (1,3)=SAL2
T2(2,2)=1.0D0
T2(3,1)=-SAL2
T2 (3,3)=CAL2
T2(7,7)=1.0D0

T3(1,1)=1.0DO0

T3(5,1)=20

T3(6,1)=-Y0

T3(2,2)=CAL3
T3(3,2)=SAL3
T3(4,2)=-BZ*CAL3+BY*SAL3
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T3(2,3)=-SAL3
T3(3,3)=CAL3
T3(4,3)=BZ*SAL3+BY*CAL3
T3(7,5)=BY*CAL3+BZ*SAL3
T3(7,6)=BZ*CAL3-BY*SAL3
T3(7,7)=1.0D0

PRZEPISANIE TYCH SAMYCH BLOKOW

DO 20 I=1,3
DO 20 J=1,3

T1(I+3,J+3)=T1(I,J)
T2 (I+3,J+3)=T2(I,J)
T3 (I+3,J+3)=T3(I,J)
CONTINUE

WYMNOZENIE TP=((T3)T)T*T2*T1
CALL DATBC(7,7,T3,T2,T1l,TP)
PRZEPISANIE MACIERZY TP DO MACIERZY TRANSFORMACJI T

DO 40 I=1,7

DO 40 J=1,7
T(I,J)=TP(I,J)
T(I+7,J+7)=TP(I,J)
CONTINUE

RETURN

END

D5.2 Plik gkim.for

ONONONONONONONONONONONONONONONONQ!

SUBROUTINE MACNO1 (KU1,KU2,KS,KR,RMS,RES)

MACIERZ GEOMETRYCZNA KS
ELEMENT CIENKOSCiennY PRZESTRZENNY - BSW2

MACIERZ WG. KIM - PRACA DYPLOMOWA - P.PLUCINSKI - 1998.05.18

nowe oznaczenia

PARAMETRY

WEJSCIE :
KUl=1 Obliczanie macierzy Ku liniowej
KU1l=0 Brak macierzy Ku liniowej
KU2=1 Obliczanie macierzy K2 kwadratowe]
KU2=0 Brak macierzy K2 kwadratowej
KS=1 Obliczanie macierzy Ks
KS=0 Brak macierzy Ks
KR=1 Obliczanie wektora residuow
KR=0 Brak wektora residuow

WYJSCIE :
RMS Macierz geometryczna 14*14
RES Wektor residuow

UWAGA : Obliczana jest tylko macierz geometryczna
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$INCLUDE: 'ELEMTWOJ.INC'
S$INCLUDE: 'ELEMCPRZ.INC'

@!

REAL *8 RMS (MXSWEL,MXSWEL),RES (MXSWEL)
REAL *8 R,T,DL1,DL2,DL3,EA,EYJ,EZJ,GS,EJA,EAL,YJ,2J

COMMON /CDANEL/ IDLG,ITYP,LSSW,III1(16),NREL,

1 NSSW(14),NUMBL(210),

2 XYZ(3,2),STMAT(9),PARAM(8),III3(2),

3 R(14,14),T(14,14),DL1,DL2,DL3,EA,EYJ,EZJ,GS,EJA,EAL, YT, 2J

REAL *8 R1,QELEM,QELLOK, RN, YJR, 2JR,EJAR, YS, ZS,
1RMY1,RMZ1,RB,RMY2,RMZ2, BETA, BETAY, BETAZ,Al,A12,A13,
2ALFAK,A2,A3,A4,A6,B2,B4,B8,D1,D2,D3,D4,D5, D6,
3ci1,c2,c3,c4,Cc5,Cc0,C7,C8,C9,C10,C11,C12,C13,C14,C15,C16,C21,C22,
4C23,C24,C25,C26,C27,C28

COMMON / ROBY1 / R1(14,14),QELEM(14),QELLOK (14)

1,RN, QZ, YJR,

1 2JR,EJAR,YS,ZS,EZ,TY1l,TZ1,RMY1,RMZ1,RB, TY2,TZ2,RMY2,RMZ2,BETA,
2 BETAY,BETAZ,B1,B2,B3,B4,ALFAK,R7,R2,R3,R4,R5,R6

Zerowanie macierzy i wektorow

CALL ZERO( R1,784 )
CALL ZERO( QELEM, 56 )
CALL ZERO( QELLOK, 56 )

Macierz Ks liniowa
IF( KS.EQ.1l) THEN
Przygotowanie pomocniczych zmiennych

A=DBLE ( PARAM (1)
RJA=DBLE ( PARAM
YJR=DBLE ( PARAM
ZJR=DBLE ( PARAM

( )

(

(
EJAR=DBLE ( PARAM

4

5

)

)

) )
) )
8) )
) )

) )

5
6
5
(

YS=DBLE ( STMAT (
ZS=DBLE ( STMAT (

CALL QQELEM( QD,QELEM )
CALL BCFT8( T,14,QELEM,14,QELLOK,14,14,14,1 )
CALL BCFT8( R,14,0QELLOK,14,QELEM,14,14,14,1 )

WRITE (2, 910) NREL
WRITE (2, 920) (QELEM(I), I=1,14)

910 FORMAT (/,/,2X,'ELEMENT NR=', I3)

920 FORMAT (2X, 'SILY UOGOLNIONE W UKLADZIE LOKALNYM ELEMENTU-MACNO1',/,
17E11.4,/,1%,7E11.4)

RN=QELEM (8)

rmxl=gelem (4)
RMY1=QELEM (5)
RMZ1=QELEM (6)
RB=QELEM (14)
RMY2=QELEM (12)
RMZ2=QELEM (13)
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IF( EJAR.EQ.0.0 ) THEN
BETA=0.0DO0

ELSE

BETA=EJAR/RJA
ENDIF

BETAY=- (YJR/ZJ-2.0D0*YS)
BETAZ=2JR/YJ-2.0D0*ZS
ALFAK=YS*YS+ZS*ZS+ (ZJ+YJ) /A

KIM* * % % %% %%

Al=1.2DO*RN/DL1
A12=0.1333333d0*rn*dll-zs* (rmyl+rmy2) /dl1l
A2=0.1333333d0*rn*d11+ys* (rmzl+rmz2) /dl1l
A13=0.1333333d0*rn*dll+zs* (rmyl+rmy2) /dl1l
A3=0.1333333d0*rn*d1l1l-ys* (rmzl+rmz2) /dl1l
A4=0.1DO0*RN

A6=-0.0333333D0*RN*DL1

D1=1.2D0* (ALFAK*RN-0.5D0*BETAZ* (RMyl-RMy2) -0 .5D0*BETAY* (RMz1-RMz
12) +BETA*RB) /DL1

D2=0.1333333D0*DL1* (ALFAK*RN+BETA*RB)-0.0333333D0* ((3.0D0*RMZ1-R
1MZ2) *BETAY+ (3.0D0O*RMY1-RMZ2) *BETAZ) *DL1

D3=0.1333333D0*DL1* (ALFAK*RN+BETA*RB) -0.0333333D0* (BETAZ* (RMY1-3
1.0DO*RMY2) +BETAY* (RMZ1-3.0D0*RMZ2) ) *DL1

D4=-0.1D0* (ALFAK*RN+BETAY*RMZ2+BETAZ*RMY2+BETA*RB)

D5=-0.1D0* (ALFAK*RN-BETAY*RMZ1-BETAZ*RMY1+BETA*RB)
D6=-0.01666667d0*d11* (2.0d0* (alfak*rn+beta*rb)-betay* (rmZl-rmz2) -
lbetaz* (rmY1l-rmY2))

Cl=1.1DO*RMY1/DL1-0.1D0O*RMY2/DL1+A1*ZS
C2=1.1D0*RMZ1/DL1-0.1D0*RMZ2/DL1-A1*YS
C5=-0.1D0*RMY1/DL1+1.1D0*RMY2/DL1-A1*ZS
C6=-0.1D0*RMZ1/DL1+1.1D0*RMZ2/DL1+A1*YS

C3=-0.1DO*RMY1-A4*ZS
C8=0.1DO*RMZ2+A4*YS
C7=0.1DO*RMY2-A4*ZS
C4=-0.1DO*RMZ1+A4*YS

C9=0.4DO0*RMY1-0.2D0*RMY2+A4*ZS
Cl0=-0.4DO*RMZ1+0.2D0*RMZ2+A4*YS
C25=-0.2DO0*RMY1+0.4D0O*RMY2-A4*ZS
C26=0.2D0*RMZ1-0.4D0*RMZ2-A4*YS

C13=0.1DO*RMY1+0.2D0*RMY2-A4*ZS
Cl4=-0.1DO*RMZ1-0.2D0*RMZ2-A4*YS
C21=0.2DO*RMY1+0.1DO*RMY2+A4*ZS
C22=-0.2DO0*RMZ1-0.1DO*RMZ2+A4*YS

Cl11=-0.1DO*DL1*RMY1+0.0333333D0*DL1*RMY2-RN*0.1333333D0*DL1*ZS
Cl12=0.1DO*DL1*RMZ1-0.0333333D0*DL1*RMZ2-RN*0.1333333D0*DL1*YS
C27=-0.0333333D0*DL1*RMY1+0.1D0O*DL1*RMY2-RN*0.1333333D0*DL1*ZS
C28=0.0333333D0*DL1*RMZ1-0.1D0*DL1*RMZ2-RN*0.1333333D0*DL1*YS

C15=0.0333333DO*DL1*RMY1-A6*ZS
Cl16=-0.0333333D0O*DL1*RMZ1-A6*YS
C23=-0.0333333DO0*DL1*RMY2-A6*ZS
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C24=0.0333333D0*DL1*RMZ2-A6*YS

=(-dll*rmxl+ys* (rmyl+rmy2)+zs* (rmzl+rmz2))/ (d11*d1l1)
B2=0.5d0* (ys* (rmyl+rmy2) —zs* (rmzl+rmz2)) /dll
B8=0.5d0* (d11*rmx1l-ys* (rmyl+rmy2)-zs* (rmzl+rmz2)) /dll

Zapelnienie gornego trojkata macierzy Ks

| — = — —— |
I
|
>
S

5,11)=
5,12)=
5,13
5,14
6,6)=
6,7) Cll
6,9)=-A4

6,10)=-B4
6,11 C13
6,12
6,13
6,14 Cl5
7,7)=D2

7,9)=-C3
7,10)=-C4
7,11)=-D4
7,12)=C24
7,13)=C23

—B8

Rl C16

Rl

—_~ — ~— ~—

R
R
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1(7,14)=D6
1(9,9)=A1
(9 11>=—c5
1(9,12)=

1(9, 13)=—A4
1(9, 14>=—c7
1(10,10)=
1(10, 11)=—C6
1(10,12)=A4
1(10,13)=B
1(10, 14)=—C8
1(11,11)=D
1(11,12) C26
1(11,13)=C25
1(11,14)=-D5
1(12,12)=A13
1(12,13)=-B2
1(12,14)=C28
1(13,13)=A3
1(13,14)=C27
1(14,14)=D3

dodatek - macierz obciazenia do przykladu 8.1 przyp.
if (nrel.eq.10) then
rl(1l1, ll)—rl(11,11)+8.2663501

rl(12,12)=r1(12,12)+8.0889819
rl 12, 13)=r (12,13)+1.2445793

(13,13)=r1(13,13)+0.1773683
endlf

koniec R IR I b S b S b S b S b S Sb b b Sb S I Sb b b Sb b b db b S S b S 4

Zapelnianie dolnego trojkata macierzy Ks

DO 20 I=2,14
DO 20 J=1,1I-1
R1(I,J)=R1(J,I)
CONTINUE

Transformacja macierzy Ks
CALL DATBC( 14,MXSWEL,T,R1,T,RMS )

ENDIF

RETURN
END

2a
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D6. Przykladowe wydruki danych i wynikow obliczen

ELC

#

D6.1 Plik z danymi do przykiadu 8.1 przypadek 2a

LATERAL BUCKLING LOADS UNDER VERTICAL LOADS

LICZBA WEZLOW

11

WSPOLRZEDNE WEZLOW

1 0 0.0 0.0 0.0 o0/
-1 10 20.0 0.0 0.0 0/

LICZBA TYPOW ELEMENTOW

1

TYP ELEMENTU SKONCZONEGO
1101

STALE MATERIALOWE ( STMAT)

30000.0 11500.0 0.0 1.5871 -2.48

RELACJE PRZYLEGANIA ( ORAZ PARAM

0.0 0.0 0.0 0.0

1112 8.0 114.935 7.6483 0.6667 70.9495 -59.61583 59.2496 -35.06254

-1%9 1 1 0.0 0.0 0.0 0.0

KINEMATYCZNE WARUNKI BRZEGOWE
1 0/
0/
0/
0/
0/
0/
0/

oo U WN
e T S S

/

OBCIAZENIE WEZLOWE
1

11 2 -0.111378
11 3 0.9937782
0/

TYP ZADANIA
3

STATECZNOSC POCZATKOWA
0

DWIE WARTOSCI WLASNE I NIE PRZEWIDUJE PRZESUWANIA WIDMA

1 1
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D6.2 Fragmenty pliku wynikowego dla powyzszego przykiadu.

Politechnika Krakowska '91

Liczba wezlow 11

Wspolrzedne wezlow

NRWZ X Y Z PAR (1) PAR (2) PAR (3)
PAR (4)

1 .000 .000 .000 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00
0.000E+00

(...)

11 200.000 .000 .000 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00
0.000E+00

Liczba typow elementow 1

Elementy: bswl
Liczba elementow 10

Stale materialowe

nr D(1) D(2) D(3) D (4) D(5)
D(6) D(7) D(8) D(9)
1 3.000E+04 1.150E+04 0.000E+00 1.587E+00 -2.480E+00 0.000E+00
0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00

Nrel W1 W2 TYP PAR (1) PAR(2) PAR(3) PAR (4)
PAR (5) PAR(6) PAR (7) PAR(8)
1 1 2 1 8.000E+00 1.149E+02 7.648E+00 6.667E-01

7.095E+01 -5.962E+01 5.925E+01 -3.506E+01

(.00)
10 10 11 1 8.000E+00 1.149E+02 7.648E+00 6.667E-01
7.095E+01 -5.962E+01 5.925E+01 -3.506E+01
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Warunki brzegowe

Kier W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 WI0 W1l W12 W13 Wl4
W15

g o0 W N
N e A N

Wektor obciazen nr 1

Nrwz Kier Wart
11 2 -1.114E-01
11 3 9.938E-01

Z ADANTIE 3

Statecznosc ukladu idealnego

WYNIKTI OBLICZEN

OBCIAZENIE ukladu

Nrwz U Y W FIx FIy FIz
1 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

(..0)

11 0.0000E+00 -1.1138E-01 9.9378E-01 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

PRZEMIESZCZENIA UKLADU

Nrwz U Y W FIx FIy FIz
1 0.0000E+00 0.0000E+00 O0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

(...)

11 0.0000E+00 -1.2173E+00 8.1794E-01 -3.1107E-02 -6.0336E-03 -9.2875E-03

POCZATKOWY problem wyboczenia

ELEMENT NR= 1
SILY UOGOLNIONE W UKLADZIE LOKALNYM ELEMENTU-MACNO1
.0000E+00 .1114E+00 -.9938E+00 .1301E+01 .1988E+03 .2228E+02 -
.2170E4+02
.0000E+00 -.1114E+00 .9938E+00 -.1301E+01 -.1789E+03 -.2005E+02
.6547E+01

(...)
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ELEMENT N

R= 10

SILY UOGOLNIONE W UKLADZIE LOKALNYM ELEMENTU-MACNO1

.0000E+00 .1114E+00 -.9938E+00 .1301E+01 .1988E+02 .2228E+01 -.4080E-
03
.0000E+00 -.1114E+00 .9938E+00 -.1301E+01 .2931E-11 .6127E-12 -
.8399E-11
Wartosci wlasne
Liczba policzonych wartosci wlasnych: 1
Liczba wykonanych iteracji: 13
Obliczenia wykonywane z przesuwaniem widma
Blad wzgledny problemu wlasnego dla kolejnych par wlasnych:
.21E-11
PARAMETR OBCIAZENIA lambda 1 4.6080D+00
POSTAC WYBOCZENIA - wektor V 1
Nrwz U Y W FIx FIy FIz
1 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
(...)
11 1.5578E-26 1.6502E+00 -6.6396E-02 5.0250E-02 -5.3186E-04 1.6933E-02
KONIEC OBLICZEN

D6.3 Wyniki obliczen zadania 8.1 przy pomocy systymu ROBOTV6 v.4.25

Rezultaty dla wyboczen

Wyniki
Przypadek

Forma

indywidualne

1Do4
1Do4
1Do2
1Do2

Wsp.krytyczn

Doktadnosé

DOL GORA
-3.77989E+00
3.34895E+00

2.31543E-11
1.16987E-11

N

GORA GORA
-2.71859E+00
4.59084E+00

2.18046E-13
1.28889E-11

w

CEN GORA
-3.31989E+00
3.92022E+00

1.02491E-10
4.69986E-10

Nazwa prz.
4
4

CEN
2.24199E+01
1.74366E+02

3.41966E-14
2.35461E-07



