
3. Dynamika P.Pluciński

3. Dynamika

3.1. Stan równowagi

y

z

x

S

n

t

td

ρb(x, y, z)

ρbd(x, y, z)

ρü(x, y, z)

P

V

Siły

• ρb – wektor gęstości sił masowych [N/m3]

• ρbd – wektor gęstości sił masowych tłumienia [N/m3]

• ρü – wektor gęstości sił bezwładności [N/m3]

• t – wektor gęstości sił powierzchniowych [N/m2]

• td – wektor gęstości sił powierzchniowych tłumienia [N/m2]

Równanie równowagi ciała∫
S

(
t− td

)
dS +

∫
V
ρ
(
b− bd − ü

)
dV = 0

Statyczne warunki brzegowe

t− td = σn = mTs

Wykorzystując twierdzenie Greena–Gaussa–Ostrogradzkiego∫
S
σndS =

∫
V

divσdV =
∫
V

LTsdV

Równania Naviera

∫
V

(
LTs + ρ

(
b− bd − ü

))
dV = 0⇐⇒LTs + ρ

(
b− bd − ü

)
= 0 ∀P ∈ V

σij,j + ρ
(
bi − bdi − üi

)
= 0
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3.2. Równanie równowagi układu zdyskretyzowanego P.Pluciński

Sformułowanie słabe – funkcja wagowa w ∼= δu – kinematycznie dopuszczalna wariacja prze-
mieszczenia (zgodna z kinematycznymi warunkami brzegowymi – zasada prac wirtualnych)∫

V
(δu)T

(
LTs + ρ

(
b− bd − ü

))
dV = 0 ∀δu

−
∫
V

(Lδu)TsdV +
∫
S

(δu)T mTs
t− td

dS +
∫
V

(δu)Tρ
(
b− bd − ü

)
dV = 0

∫
V

(Lδu)TsdV =
∫
S

(δu)T
(
t− td

)
dS +

∫
V

(δu)Tρ
(
b− bd − ü

)
dV

praca sił wewnętrznych praca sił zewnętrznych

3.2. Równanie równowagi układu zdyskretyzowanego

Równanie równowagi (Aproksymacja MES: ueh(x, t) = Ne(x)d̄e(t))

E∑
e=1

{∫
V e

(Leδue)TsedV e −
∫
Se

(δue)T
(
te − tde

)
dSe −

∫
V e

(δue)Tρ
(
be − bde − üe

)
dV e

}
= 0

E∑
e=1

{∫
V e

( LeNe
Be

δd̄e)TsedV e −
∫
Se

(Neδd̄e)T
(
te − tde

)
dSe −

∫
V e

(Neδd̄e)Tρ
(
be − bde − üe

)
dV e

}
= 0

E∑
e=1

( δd̄e
ITeδd

)T
{∫

V e
BeTsedV e −

∫
Se

NeT
(
te − tde

)
dSe −

∫
V e

NeTρ
(
be − bde − üe

)
dV e

}
= 0

(δd)T

{
E∑
e=1

ITeT
{∫

V e
BeTsedV e −

∫
Se

NeT
(
te − tde

)
dSe −

∫
V e

NeTρ
(
be − bde − üe

)
dV e

}}
= 0

δd 6= 0 =⇒
E∑
e=1

ITeT
{∫

V e
BeTsedV e −

∫
Se

NeT
(
te − tde

)
dSe −

∫
V e

NeTρ
(
be − bde − üe

)
dV e

}
= 0

E∑
e=1

ITeT
{∫

V e
BeTsedV e

}
+

E∑
e=1

ITeT
{∫

V e
NeTρüedV e

}
+

+
E∑
e=1

ITeT
{∫

Se
NeTtdedSe +

∫
V e

NeTρbdedV e
}

=

=
E∑
e=1

ITeT
{∫

Se
NeTtedSe +

∫
V e

NeTρbedV e
}

Uwzględnienie związków kinematycznych i konstytutywnych oraz tłumienia

• liniowa sprężystość (zw. konstytutywny) : s = De

• liniowy związek kinematyczny : e = Lu

se = DeLeue = DeLeNed̄e = DeBe ITed, üe = Ne¨̄d
e

= Ne ITed̈

3.2 2025



3.3. Drgania własne bez tłumienia P.Pluciński

• lepkie tłumienie :

tde = µdu̇e = µdNe ˙̄d
e

= µdNe ITeḋ, ρbde = µbu̇e = µbNe ˙̄d
e

= µbNe ITeḋ

E∑
e=1

ITeT

{ ∫
V e

BeTDeBedV e

K̄e

}
ITed +

E∑
e=1

ITeT

{ ∫
V e
ρNeTNedV e

M̄e

}
ITed̈+

+
E∑
e=1

ITeT

{ ∫
Se
µdNeTNedSe +

∫
V e
µbNeTNedV e

C̄e

}
ITeḋ =

=
E∑
e=1

ITeT

{ ∫
Se

NeTtedSe +
∫
V e

NeTρbedV e

f̄ e

}

E∑
e=1

ITeTK̄e ITe

Ke

d +
E∑
e=1

ITeTM̄e ITe

Me

d̈ +
E∑
e=1

ITeTC̄e ITe

Ce

ḋ =
E∑
e=1

ITeTf̄ e

f e

E∑
e=1

Ke

K

d +
E∑
e=1

Me

M

d̈ +
E∑
e=1

Ce

C

ḋ =
E∑
e=1

f e

f

Kd + Md̈ + Cḋ = f

Md̈(t) + Cḋ(t) + Kd(t) = f(t)

• M – macierz bezwładności

• C – macierz tłumienia

• K – macierz sztywności

• f – wektor węzłowych obciążeń zewnętrznych

3.3. Drgania własne bez tłumienia

Równanie równowagi

Md̈(t) + Kd(t) = 0

Aproksymacja

ue(x, t) = Ne(x)d̄e(t) = Ne(x)d̄eA sin(ωt+ ϕ)

• Ne – macierz funkcji kształtu

• d̄eA – wektor amplitud drgań własnych
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3.4. Element belkowy P.Pluciński

• ω – częstość drgań własnych

• ϕ – przesunięcie fazowe

• ω = 2πf = 2π
T

gdzie f, T – odpowiednio częstotliwość, okres drgań własnych

Uwzględnienie oscylacyjnego charakteru drgań – zmiana wartości stopni swobody w czasie

d̄e(t) = d̄eA sin(ωt+ ϕ)

¨̄d
e
(t) = −ω2d̄eA sin(ωt+ ϕ)

po agregacji i podstawieniu do równania równowagi(
K− ω2M

)
dAsin(ωt+ ϕ) = 0

(
K− ω2M

)
dA = 0 – problem własny

równanie jest spełnione dla
det

(
K− ω2M

)
= 0 lub dA = 0

det
(
K− ω2M

)
= 0

3.4. Element belkowy

A, I, ρ

x̄e

z̄e

0 le

d̄e1

d̄e2

d̄e3

d̄e4 x̄e

z̄e

i j

Funkcje kształtu Ne = [N e
1 N e

2 N e
3 N e

4 ]

0 le

1

x̄e

Ne1 (x̄e) = 1− 3
(
x̄e

le

)2
+ 2
(
x̄e

le

)3

0 le

1

x̄e

Ne3 (x̄e) = 3
(
x̄e

le

)2 − 2
(
x̄e

le

)3

0 le x̄e

Ne2 (x̄e) = x̄e
[
1−

(
x̄e

le

)]2
0 le x̄e

Ne4 (x̄e) = x̄e
[(
x̄e

le

)2 − ( x̄e
le

)]

Macierz sztywności

K̄e =
∫ le

0
BeTDeBedx̄e

Be = LNe, L =

[
−

d2

dx̄e2

]
, De = [EeIe]

K̄e =
EeIe

le3


12 6le −12 6le

6le 4le2 −6le 2le2

−12 −6le 12 −6le

6le 2le2 −6le 4le2
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3.5. Przykład – wspornik P.Pluciński

Macierz bezwładności

M̄e =
∫ le

0
ρAeNeTNedx̄e

µe = ρAe – masa na jedn. długości [kg/m]

M̄e =
µele

420


156 22le 54 −13le

22le 4le2 13le −3le2

54 13le 156 −22le

−13le −3le2 −22le 4le2


3.5. Przykład – wspornik

1. Dane

E, I, µ, l

d1

d2

d3

d4 x

z

2. Budowa problemu własnego dla układu(
K− ω2M

)
dA = 0

EIl3


12 6l -12 6l
6l 4l2 -6l 2l2

-12 -6l 12 -6l
6l 2l2 -6l 4l2

− ω2 µl

420


156 22l 54 -13l
22l 4l2 13l -3l2

54 13l 156 -22l
-13l -3l2 -22l 4l2




dA1
dA2
dA3
dA4

 =


0
0
0
0





12 6l -12 6l
6l 4l2 -6l 2l2

-12 -6l 12 -6l
6l 2l2 -6l 4l2

− ω2µl4

EI
λ

1
420


156 22l 54 -13l
22l 4l2 13l -3l2

54 13l 156 -22l
-13l -3l2 -22l 4l2




dA1
dA2
dA3
dA4

 =


0
0
0
0


3. Uwzględnienie warunków brzegowych




12 6l -12 6l
6l 4l2 -6l 2l2

-12 -6l 12 -6l
6l 2l2 -6l 4l2

− λ

420


156 22l 54 -13l
22l 4l2 13l -3l2

54 13l 156 -22l
-13l -3l2 -22l 4l2





0
0
dA3
dA4

 =


0
0
0
0


([

12 -6l
-6l 4l2

]
− λ

420

[
156 -22l
-22l 4l2

])[
dA3
dA4

]
=

[
0
0

]

4. Rozwiązanie problemu własnego – częstości drgań własnych

∣∣∣∣∣
[

12 -6l
-6l 4l2

]
− λ

420

[
156 -22l
-22l 4l2

]∣∣∣∣∣ = 0⇒ λ1 = 12.48
λ2 = 1211.52

⇒
ω1 =

3.53
l2

√
EI

µ

ω1 =
34.81
l2

√
EI

µ
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3.6. Drgania wymuszone z tłumieniem P.Pluciński

5. Postaci drgań własnych
Formy drgań własnych wyznaczone z jednego z dwóch równań liniowo zależnych po podstawieniu
odpowiedniej wartości własnej

0 le

dA3 = 0.726l·dA4

dA4

x̄e

dla ω1

0 le x̄e

dla ω2

dA3 = 0.131l·dA4

dA4

3.6. Drgania wymuszone z tłumieniem

Równanie równowagi

Md̈(t) + Cḋ(t) + Kd(t) = f(t)

+ war. pocz. d(0) = d0 oraz ḋ(0) = ḋ0

przyjęte oznaczenia
ti+1 = ti + ∆t,

di = d(ti), ḋi = ḋ(ti), d̈i = d̈(ti), fi = f(ti)
di+1 = d(ti+1) = d(ti + ∆t), ḋi+1 = ḋ(ti+1) = ḋ(ti + ∆t),
d̈i+1 = d̈(ti+1) = d̈(ti + ∆t), fi+1 = f(ti+1) = f(ti + ∆t)

Równanie równowagi w chwili czasowej ti i ti+1

Md̈i + Cḋi + Kdi = fi

Md̈i+1 + Cḋi+1 + Kdi+1 = fi+1

Aproksymacja stała - przyspieszenie uśrednione

ti τ ti+1

d̈(τ) = 1
2 (d̈i + d̈i+1)

d̈i

d̈i+1

τ ∈ (0,∆t)

d̈(τ) =
1
2

(d̈i + d̈i+1)
/∫

dτ

ḋ(τ) = C1 +
τ

2
(d̈i + d̈i+1)

ḋ(τ) = ḋi +
τ

2
(d̈i + d̈i+1)
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3.6. Drgania wymuszone z tłumieniem P.Pluciński

ḋi+1 = ḋi +
∆t
2

(d̈i + d̈i+1)

ḋ(τ) = ḋi +
τ

2
(d̈i + d̈i+1)

/∫
dτ

d(τ) = C2 + ḋiτ +
τ2

4
(d̈i + d̈i+1)

di+1 = di + ḋi∆t+
(∆t)2

4
(d̈i + d̈i+1)

Aproksymacja liniowa

ti τ ti+1

d̈(τ) = d̈i +
τ
∆t

(d̈i+1 − d̈i)

d̈i

d̈i+1

τ ∈ (0,∆t)

d̈(τ) = d̈i +
τ

∆t
(d̈i+1 − d̈i)

/∫
dτ

ḋ(τ) = C1 + d̈iτ +
τ2

2∆t
(d̈i+1 − d̈i)

ḋ(τ) = ḋi + d̈iτ +
τ2

2∆t
(d̈i+1 − d̈i)

ḋi+1 = ḋi +
∆t
2

(d̈i+1 + d̈i)

ḋ(τ) = ḋi + d̈iτ +
τ2

2∆t
(d̈i+1 − d̈i)

/∫
dτ

d(τ) = C2 + ḋiτ + d̈i
τ2

2
+

τ3

6∆t
(d̈i+1 − d̈i)

di+1 = di + ḋi∆t+
(∆t)2

3
d̈i +

(∆t)2

6
d̈i+1

Schemat Newmarka
Uogólnienie aproksymacji

ḋi+1 = ḋi + (1− γ)d̈i∆t+ γd̈i+1∆t

di+1 = di + ḋi∆t+
(

1
2
− β

)
d̈i(∆t)2 + βd̈i+1(∆t)2

Przypadek uśrednionego przyspieszenia odpowiada γ = 1
2 i β = 1

4 , a przypadek liniowego przyspieszenia
odpowiada γ = 1

2 i β = 1
6
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3.6. Drgania wymuszone z tłumieniem P.Pluciński

Równanie równowagi w przyrostach ∆d̈ = d̈i+1−d̈i, ∆ḋ = ḋi+1−ḋi, ∆d = di+1−di, ∆f = fi+1−fi

M∆d̈ + C∆ḋ + K∆d = ∆f

∆ḋ = d̈i∆t+ γ∆d̈∆t

∆d = ḋi∆t+
1
2
d̈i(∆t)2 + β∆d̈(∆t)2

Równanie równowagi w przyroście przyspieszenia(
M + γC∆t+ βK(∆t)2

)
∆d̈ = ∆f − d̈i

(
C +

1
2
K∆t

)
∆t−Kḋi∆t

(
M + γC∆t+ βK(∆t)2

)
K̃

∆d̈ = ∆f − d̈i

(
C +

1
2
K∆t

)
∆t−Kḋi∆t

f̃

Algorytm

1. Początek: t = 0, i = 0, z warunku początkowego d0 = d(0), ḋ0 = ḋ(0), f0 = f(0) Obliczamy d̈0 z
układu równań Md̈0 = f0 −Cḋ0 −Kd0

2. Dobieramy ∆t i obliczamy : K̃, f̃ oraz ti+1 = ti + ∆t

3. Obliczamy przyrost przyspieszenia ∆d̈ z układu równań K̃∆d̈ = f̃ oraz d̈i+1 = d̈i + ∆d̈

4. Obliczamy przyrost prędkości ∆ḋ z równania ∆ḋ = d̈i∆t+ γ∆d̈∆t oraz ḋi+1 = ḋi + ∆ḋ

5. Obliczamy przyrost przemieszczenia ∆d z równania ∆d = ḋi∆t+ 1
2 d̈i(∆t)2 +β∆d̈(∆t)2 oraz di+1 =

di + ∆d

6. Zaczynamy nowy krok czasowy i przechodzimy do pkt. 2.

Równanie równowagi w przyroście przemieszczenia

∆d = ḋi∆t+
1
2
d̈i(∆t)2 + β∆d̈(∆t)2 ⇒ ∆d̈ =

1
β(∆t)2 ∆d− 1

β∆t
ḋi −

1
2β

d̈i

∆ḋ = d̈i∆t+ γ∆d̈∆t⇒ ∆ḋ = d̈i

(
1− γ

2β

)
∆t+

γ

β∆t
∆d− γ

β
ḋi

M∆d̈ + C∆ḋ + K∆d = ∆f

(
K+

γC
β∆t

+
M

β(∆t)2

)
K̂

∆d= ∆f+
(

M
β∆t

+
γC
β

)
ḋi+

(
M
2β

+
(
γ

2β
−1
)

C∆t
)

d̈i

f̂
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3.7. Przykład P.Pluciński

Algorytm

1. Początek: t = 0, i = 0, z warunku początkowego d0 = d(0), ḋ0 = ḋ(0), f0 = f(0) Obliczamy d̈0 z
układu równań Md̈0 = f0 −Cḋ0 −Kd0

2. Dobieramy ∆t i obliczamy : K̂, f̂ oraz ti+1 = ti + ∆t

3. Obliczamy przyrost przemieszczenia ∆d z układu równań K̂∆d = f̂ oraz di+1 = di + ∆d

4. Obliczamy przyrost przyspieszenia ∆d̈ z równania ∆d̈ = 1
β(∆t)2 ∆d − 1

β∆t ḋi −
1

2β d̈i oraz d̈i+1 =

d̈i + ∆d̈

5. Obliczamy przyrost prędkości ∆ḋ z równania ∆ḋ = d̈i∆t+ γ∆d̈∆t oraz ḋi+1 = ḋi + ∆ḋ

6. Zaczynamy nowy krok czasowy i przechodzimy do pkt. 2.

3.7. Przykład

f(t)

E=207 GPa
b=0.01 m
h=0.02 m
ρ=7800 kg/m3

l=2 m

Obciążenie dynamiczne

• harmoniczne f(t) = 100 sin
(

3
2ωt+ π

3

)
• impulsowe f(t) =

{
100 dla t ∈ (0, 0.0001)
0 dla t > 0.0001

• rosnące liniowo f(t) = 100t

Przykładowy zrzut z ekranu z aplikacji matlaba
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