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5 Interpolacja

Interpolacja polega na budowaniu tzw. funkcji interpolujacych ¢(z) na podstawie zadanych wartosci
f(z) zapamietanych w postaci dyskretnej. Posta¢ dyskretna tworza dwa zbiory liczbowe:

e wezly interpolacji:
X =A{zg,z1,...,2,}

e wartosci funkeji interpolowanej (odpowiadajace tym weztom):
F = {fO?flu"'?fn}

gdzie: f; = f(x;).

Obie funkcje, interpolowana f(z) i interpolujaca ¢(z), maja na zbiorze weztéw X doktadnie takie
same wartosci liczbowe.
Sa zatem spelnione warunki:

@(xz):f(xl), i20717"'7n7
na podstawie ktorych konstruuje sie funkcje interpolujaca o(z;).

Funkcja ¢(x;) w przypadku ogdlnym jest przedstawiana najczesciej w postaci wielomianu uogél-

nionego:
n

p(1) = a, ¢o(z) + a1 ¢1(2) + ... + an du(2) = Y _ a; di(x) = () a, (1)

i=0
utworzonego z odpowiednio dobranych tzw. funkcji bazowych ®(x) = [po(x), ¢1(x), ..., én(x)]
i wektora wspotezynnikéw (mnoznikéw) a = [ag, ai, ..., a,)T. W celu utworzenia konkretnej funkcji

interpolujacej ¢(x) nalezy:
e przyja¢ odpowiednia baze ®(x),
e wyznaczy¢ wartosci liczbowe wszystkich jej wspotczynnikow a;, © = 0,1,...,n,

e sformulowaé wielomian op(z;).



Przyktad: Zbudowaé¢ uogélniony wielomian interpolacyjny o postaci
o(x) =ag+ ayx + az cosz + az sinx
e Wezly interpolacji: X = {zg, 1,22, 23} = {0,1.5,3,4}.
e Wartosci funkcji: F = {fy, f1, fo, f3} = {2, 3, 1, 3}.
e Baza interpolacyjna: ®(x) = [1, z, cos x, sin z].

Rozwigzanie:
Budujemy macierz U:

0.0  1.00000  0.00000
1.5  0.07074  0.99749
3.0 —0.98999  0.14112
4.0 —0.65364 —0.75680

To COSTo Sinxg
Tr] cosx; sinxy
Ty COSZToy SiNZy
T3 COST3 sinxs

—_ = = =
—_ = = =

Otrzymujemy uktad rownan Ua = f | ktorego rozwiagzanie pozwala zapisa¢ poszukiwany wielomian
w postaci:
—1.6210

2.0046

3.6210

1.3615

o(x) = ®(x)a=][1, z, cosx, sinz]

5.1 Interpolacja wielomianowa (algebraiczna)

Przyjmujemy baze jednomianowa:
&(x)=[1, x, 2% 2°, ..., 2"]
i budujemy wielomianowsg funkcje interpolujaca:
o) =ay+arr+agr® +asz®+ ... +a,a”. (2)

5.2 Interpolacja Lagrange’a

Przyjmujemy posta¢ funkcji interpolujacej stopnia n jako tzw. wielomian interpolacyjny Lagrange’a:

p(x) = foLly(x)+ fr LY (x) + ...+ fu Ly(). (3)
gdzie f; (i = 0,1,...,n) sa wartosciami funkcji interpolowanej, a funkcje bazowe Lagrange’a maja
postac:

I (x—z0) (x—21) ... (x— i) (T — 1) ... (T —xp)
! (JIZ — LU(]> (.T,L — 231) Ce (l’z — xi,l) (LUZ — Ii+1) ce (LUZ — .I‘n)
czyli:
j=n
r—x

LY = 2 4

i @
7=0
J#i



Przyktad: Zbudowaé¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a stopnia n = 2.
e Wezly interpolacji: X = {xg, x1, z2}.
e Wartosci funkcji: F = { fy, f1, f2}-
e Baza Lagrange’a: L?*(x) = [Li(x), L3(x), L3(z)].

e Wielomian interpolacyjny:
p(x) =L%(2)f = foLl§(x) + fili(z) + f2L3(x).

o =[[225 -2
2
20y (x — @) (x — x2)
Ll( ) (371 _ l‘o)(xl — 332)’
2 (@ —z0)(w — 1)
Lg(x) - (3:2 _ .%0)(%’2 — :131)‘

Dla weztow X = {xg, 21,22} = {—1, 2, 3} i wartosci F = {fo, f1, fo} = {1, 4,9 } wielomian
interpolacyjny Lagrange’a przyjmuje postaé ¢(z) = 1- 22

5.3 Interpolacja Hermite’a

Istnieje mozliwos¢ zastosowania interpolacji, zaproponowanej przez Hermite’a, w ktorej istote stanowi
budowanie funkcji interpolujacych spetniajacych warunki:

go(k)(a:i):f(k), 1=0,1,...,n, k=0,1,..., m<n. (5)

(2

w ktérych indeks (k) oznacza rzad pochodnych funkcji ¢ i f.

Najprostszym, ale najczesciej stosowanym wariantem interpolacji Hermite’a jest przypadek, kie-
dy funkcje ¢(x) sa wielomianami algebraicznymi spelniajacymi warunki (5). Liczba warunkéw
o®)(z;) = fi(k) wynosi (n + 1)(m + 1) i dlatego w celu postuzenia si¢ interpolacja globalna nalezy
stosowaé wielomiany stopnia (n+1)(m+1) —1.

Przyklad:
Zbudowaé wielomian interpolacyjny Hermite’a dla n = m = 1 na zbiorze weztéw X = {zg, z1}.

Rozwigzanie:
Stopien wielomianu wynosi (n+ 1)(m+1) —1 = 3.
Skorzystamy z nastepujacych wielomianow:

2 3
o(r) =ap+ a1z +agx” +azx”,

¢'(z) =a; +2asx + 3ag x>



Uktad réwnan U a = f ma postac:

1 x 23 ag fo
0 1 2z 322 a | _ | f
1z 2?2 a3 asy fo
0 1 2 T 3 JI% as f3

Jezeli przyjmiemy, ze xg =0, a 1 = L, to:

10 0 0
(1) }J [?2 [?3 a=f —Ua=f-—a=U"'f
0 1 2L 3L?

o) =®(x)a=[1,z, 2% 2°]a=[1, 2, 2%, 2’| U ' f =
[Hl(x)’ HQ(:L‘% H3(x)’ H4($)]f = H(:E) f,

gdzie lokalna baza Hermite’a:

Hi(z)=1-3+2&, ¢€(0,1],
Hy(z) = L(£—-26+ &%),

Hs(z) = 352 - 2537

Hy(z) = L(—€*+¢%)

Stosujac interpolacje Hermite’a do obliczenia f(1.25) dla danych:

x f@) | f'(z)
7o = 1.1 0.4860 | 2.910
7, = 1.3]0.8616 | 4.918

otrzymujemy rozwigzanie:
ap = —169.09, a; = 428.59, ay = —361.46, a3 = 101.80
o(z) = —169.09 + 428.59 -  — 361.46 - > + 101.80 - 23

o(z = 1.25) = (¢ = 0.75) = 0.6919.

W tym celu mozemy postuzy¢ sie wykorzystaniem transformacji i lokalnej bazy Hermite’a:
r— & L=x1—29p=0.2

T — g r—1.1 _:v—l.l

1 —x9 13—-11 02

p(z =1.25) = p({ =0.75) =
= H, ( = 0.75) - 0.4860 + Ha(¢ = 0.75) - 2.910+
+ Hy(€ = 0.75) - 0.8616 -+ Hy(& = 0.75) - 4.918 = 0.6919



5.4 Interpolacja 2D

Interpolacja 2D jest ztozeniem interpolacji 1D wzdtuz dwéch osi z iy

an l‘ y Z Z fsznm

=0 7=0
gdzie
k=n
nm T — Tk Yy—u
Lij*(x,y) = H H
j—g Vi —o %1
k#1 1#7

fig = f(zi,y5)
Interpolacja biliniowa

(z—21)(y—y1) (z—z1)(y—yo

11 _ 11 _
Loo(:9) 4 = Goma)(wo—u0) Lo (2, 9)4 = Gomenitewo)
0,0

1,1
11 _ _(z—0)(y—y1) 11 _ _(z=0)(y—yo)
Lio(,9) 4= Greo)tuo—yn) L1i(2,9) 4= Grmeo)tur—vo)

0,0

0,1 y

1,1



6 Aproksymacja

Aproksymacja roézni sie od interpolacji funkcji tym, ze dla wyznaczania wspoétczynnikéw wielomianu
aproksymacyjnego nie korzysta sie z warunkow ¢;(x) = f;. Oznacza to, ze wielomian aproksymacyjny
na zbiorze X nie musi przyjmowac¢ wartosci funkcji aproksymowane;j.

Stopien wielomianu aproksymacyjnego nie ma wiec zwigzku z liczbg elementow zbioru X, a wy-
znaczanie niewiadomych ay jest realizowane np. przy pomocy aproksymacji optymalnej. Rozwigzanie
problemu takiej aproksymacji wymaga:

e przyjecia odpowiedniej bazy funkcyjnej,

e ustalenia kryterium oceny jakosci aproksymacji, ktore stuzy do jednoznacznego okreslenia war-
tosci ay.

Najprostsza postaé¢ kryterium oceniajacego jako$¢ aproksymacji jest nastepujaca:
min R = min Y [ f(z;) — o(:)]? (6)
i=0

Warto$¢ funkcji R jest pewna miara odchylenia funkcji aproksymujacej ¢(z) od aproksymowanej
f(z). Ten sposdb postepowania nosi nazwe metody najmniejszych kwadratéw. Obliczenie wartosci
ay polega na wykorzystaniu warunkéw stacjonarnosci funkcji R:

OR

— =0, k=0,1,2,...,m. 7
8ak ’ )y , T ()

6.1 Aproksymacja wielomianami algebraicznymi

Wielomian aproksymacyjny stopnia m ma postac:
m
go(:c):a0+a1x—|—a2x2+...+amxm:Zakxk (8)
k=0

Obliczajac pochodne czastkowe funkcji R otrzymujemy ostatecznie:

Sa=t (9)
50 S1 52 T Sm Qo to
S1 S2 83ttt Smta ax 1
S = S92 S3 S4 Sm+2 s a = Qo s t= tg
Sm Sm+1  Sm+2 Som G, tm

gdzie:
n n
sk=Y af, ty=) fix}
=0 i=0
Powyzszy uktad rownan moza tez zapisa¢ nastepujaco:

[Sk, Sk+1, ...,sk+m]a:tk, k::O,l,Q,...,m (10)



Przyklad:
Zbudowaé¢ wielomian aproksymacyjny stopnia m = 1 dla funkcji:

il o | 1 | 2]3
| -n/2]| -n/3|x/3]7/2
fl -3 ] -10]20] 3

Rozwigzanie:
Wielomian aproksymacyjny ma postaé ¢(z) = ag + a1 .
n

Funkcja R: R = Z(ag +ayx; — ;)2
=0
Uktad réwnan S a = t przyjmuje postac:

n+1 iwz y Ji
=0

BN

1=
n n n
2
PIEIDIE > fiw
i=0 i=0 i=0

40 al [ 10
0 7128 | | a; | ~ | 40841 |

Rozwiazanie tego uktadu réwnan daje: a9 = 2.5, a; = 5.7296, zatem ostatecznie wielomian
aproksymacyjny ma postaé: ¢(x) = 2.5+ 5.7296 z.

Dla powyzszych danych:

6.2 Aproksymacja wielomianami uogélnionymi

Poszukujemy wielomianu uogélnionego ¢(x), bedacego najlepszym przyblizeniem $redniokwadrato-
wym funkeji f(z) na zbiorze X, tj. funkcji:

p(x) = agdo(x) + a101(x) + ... + amdm(z) = Zak¢k(x)~ (11)

Wspélezynniki a; sa tak okreslone, aby wyrazenie:

n

R=Y"|f(z:) — o(z:)| (12)

1=0

byto minimalne.

Dla funkcji:

korzystamy z warunkéw:



W zapisie macierzowym uktad réwnan przyjmuje postac:

D'Da=D"'f (15)
gdzie:
Po(zo) d1(wo) ... Dm(x0) aop f(xo)
Po(z1) ¢1(z1) ... Pm(w1) a f(z1)
D= | ¢o(x2) d1(z2) ... ¢m(z2) a= | QG f=1 flz2) |- (16)
Goln) i(z) . bulra) i )
Przyklad:

Znalez¢ rownanie krzywej najlepiej aproksymujacej ponizsza funkcje w sensie najmniejszych kwadra-
tow:

? 0 1 2 3

x| -—m/2| —n/3 |73 |7/2

fl -3 | —-101] 20| 3

Przyja¢ funkcje bazowe:

Rozwigzanie:

Funkcja aproksymujaca:  ¢(x) = ag ¢o(z) + a1 ¢1(z)

D'Da = D'f
gdzie: i
Cbog%g ¢1E$0; fo
_ ®o(r1) P11 _ | ao _ fi
b= ¢0(513'2) <Z51($2) *- [ ay } f= fa
do(z3) ¢1(x3) | E

Po wymnozeniu otrzymujemy uktad rownan:

132 0 |[a ] |39
0 1/2 ] aq B 5
Po jego rozwiazaniu mamy: ag = 6, a; = 10.
Wielomian aproksymacyjny ma postac:

o(x) = 6¢do(z) + 10 ¢1 ().




