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10 Rownania rézniczkowe zwyczajne - problem poczatkowy

Roéwnanie o postaci ogdlne;j:

Flz,y, 9, y",...,y") =0,
a* (1)
gdzie y® = y(x)) k=1,2,...,m,
d x*

w ktérym jako niewiadoma wystepuje funkcja tylko jednej zmiennej niezaleznej y(x) oraz niektore
(albo wszystkie) jej pochodne y*)(z), 0 < k < m nazywamy réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym
rzedu m.

10.1 Pojedyncze réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu

Numeryczne rozwiazywanie rownania rézniczkowego

W e yle), wefo ] )

z warunkiem poczatkowym
y(ro) = yo. w0 € |a, b], (3)
polega na generowaniu ciagu punktéw o wspétrzednych (z;, y;), j = 1,2,... na plaszczyznie Ozy,

startujac z punktu poczatkowego (xg, yo)-

10.2 Metody jednokrokowe

e Metoda Eulera (metoda stycznych)
Yirr =vi +h- f(xi,9:), Tipa=xi+h, i=0,1,-- (4)
e Polepszone metoda Eulera
ki = h- f(x, i)
ko = h'f(l"mL%h, yﬁ-%kl)
Yit1 = Yithke
e Metoda Runge-Kutty — II rzedu:

ky = h-f(xi+h, yi+k)

1
Yiv1r = Uit §(k‘1 + ko)
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e Metoda Runge-Kutty typu 1 — III rzedu:

ki = h- f(fl?i, yi)

1 1
ky = h'f(ffi+§h> yi‘|‘§k1)
ks = h-f(x;+h, yi— ki + 2ks)

1
Yivs1r = Uit B(kl + 4ko + k3)

e Metoda Runge-Kutty typu 2 — III rzedu:

kv = h-f(xi, v)
1

1
ky = h'f($i+§h> yi‘|‘§kl)

2 2
ks = h-f(:ci+§h, yi+§k2)

1
Yirr = Yit 1(7471 + 3ks)
e Klasyczna metoda Runge-Kutty — IV rzedu:

1 1
kv = h-f(xi, vs) ky = h'f($i+§h, yi+§k1)
1 1
ks = h'f($i+§ha yi+§k2)
ki = h-f(zi+h, yi +ks)

1
Yit1 = Yi+ g(kl + 2k + 2k3 + k)
e Metoda Runge-Kutty — formuta 3/8:

1 1
kv = h-f(zi vi) kzzh‘f(ifi+§h> yi‘|‘§kl)

2 1
ks = h'f(fb’i-irgh, yi—§k1+k2)
ky = h-f(xi+h, yi+ki —ko+ks)

1
Yit1 = Y+ g(lﬁ + 3ko + 3ks + ky)
e Metoda England I:

1 1
kv = h-f(xi, vi) k‘zzh'f(l'z'+§h, yi+§k1)

1 1 1
ks = h'f(ifi+§h> yi+1k1+1k‘2)

ky = h-f(xi+h, yi — kg + 2ks)
1
Yive1r = Uit g(lﬁ + 4ks + ky)



e Metoda Runge-Kutty-Gilla:

1 1
kv = h-f(zi, vi) k2=h'f($i+§ha yi+§k1)

1 2—1 2—+2
ks = h'f($i+§ha yi+\/_2 ki + 2\/_7f2)
24+
ki = h-flzi+h, yi— {k2+ \/_ k3)

Yivl = Ui+ 6(1{31 + (2 — \/5)]{32 + (2 + \/§)I€3 + ]{74)

Przyktad:
Obliczy¢ metoda RKIII rzedu warto$é funkeji (0.9) dla problemu poczatkowego:

v =x+y, y(0)=0.

Obliczenia wykona¢ dla h = 0.3.

Rozwigzanie Sciste:

Rozwigzanie:

Dlaxy=0—yy=0
Dla z; = 0.3
k1 =h- f(o, yo) =0.3- f(OO 0.0) = 0.0
k2="h-f(zo+%h, yo+ k) =0.3-f(0.1,0.0) =0.03
k3 =nh- f(x0+ h, yo + = ks) —03 £(0.2, 0.02) = 0.066
yi=vo+1- (k:1+3k:3) _00+ (0.0 +3-0.066) = 0.049
Dla 25 = 0.6
k1 =0.3-£(0.3,0.049) = 0.105
k2 =0.3- f(0.4,0.084) = 0.145
k3 =0.3- (0.5, 0.146) = 0.194
yo =0.049 + 1 - (0.105 + 3 - 0.194) = 0.221
Dla 23 = 0.9
k1 =0.3- (0.6, 0.221) = 0.246
k2 =0.3- £(0.7, 0.303) = 0.301
k3 =0.3- £(0.8, 0.422) = 0.367
ys = y(0.9) = 0.221 + 1 - (0.246 + 3 - 0.367) = 0.558

10.3 Metody wielokrokowe

Metody wielokrokowe charakteryzuja sie tym, ze do wykonania jednego kroku obliczen wykorzysty-
wane sg przyblizenia obliczone w kilku kolejnych, bezposrednio poprzedzajacych krokach. W meto-
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dach tych funkcje podcatkows interpolujemy odpowiednim wielomianem, a nastepnie catkujemy ten
wielomian.
W ten sposéb otrzymujemy dwie rodziny metod:

e algorytm metody jawnej (Adamsa-Bashfortha) rzedu k: k-krokowa
k
Yirr = Yi T h Z Bifi—j+1, (5)
j=1

e algorytm metody niejawnej (Adamsa-Moultona) rzedu k: (k-1)-krokowa

k-1

Yit1 =Yi + h Z B fi-j+ (6)

§=0
10.4 Przyktady metod wielokrokowych
10.4.1 Metody jawne

Jednokrokowa metoda Adamsa-Bashfortha:

Yirr = Yi + hfi (7)
e Dwukrokowa metoda Adamsa-Bashfortha:
Yir1 = Yi + g<3fz‘ - fz’—l) (8)
e Trzykrokowa metoda Adamsa-Bashfortha:
Vi1 = yi+ %(23 fi =161+ 5fi) (9)
e Czterokrokowa metoda Adamsa-Bashfortha:
Yier = Yi + 2—}2(55]2 —59fi1 +37fia — 9fi—3> (10)

10.4.2 Metody niejawne
e Jednokrokowa metoda Adamsa-Moultona:
virt = i+ h((1 = @)fi+afin), (11)
1

gdy a = 3 nosi nazwe¢ metody trapezow.
Metoda ta dla a = 1 przyjmuje postac:

Yir1 = Yi + hfina (12)

i wowczas nazywa sie wsteczng metoda Fulera.

e Dwukrokowa metoda Adamsa-Moultona:
Yie1r = Yi + %(5fi+l +8fi — fi—l) (13)

e Trzykrokowa metoda Adamsa-Moultona:
Yigr = Yi + 2—}2(9]%1 +19fi = 5fi1 + fi—2> (14)
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10.5 Metody typu predyktor-korektor

Jednym ze sposobdéw realizacji metody wielokrokowej niejawnej jest algorytm nazywany predyktor-
korektor.

1. W kazdym kroku pierwszym etapem jest tzw. predykcja, czyli obliczanie przyblizenia poczat-
kowego za pomoca metody jawne;j.

2. Drugim etapem obliczen jest tzw. korekcja, za pomoca metody niejawnej, ktéra ma na celu
skorygowanie wartosci obliczonego przyblizenia poczatkowego.

Przyktad zastosowania wzordw:

1. Predyktorem moze by¢ jednokrokowa metoda Adamsa-Bashfortha:
yg_% =y + hf;.
2. Korektorem moze by¢ jednokrokowa metoda Adamsa-Moultona:
yz(ﬁ =Y+ g(fz + fi(fl_l)>‘

Btad wzgledny:
it it—1
. yi(-i-% - yi(+1 )
(it)
Yita

gdzie it = 1,2, -nr

10.6 Rozwigzywanie ukladéw réwnan pierwszego rzedu

Kazde rownanie rzedu n mozna zastapi¢ ukltadem n réwnan rzedu pierwszego.
Np. réwnanie

v = flz,y.9,y") (15)

z warunkami poczatkowymi:  y(zo) = vo, ¥'(x0) =1 Y (x0) = yi. mozemy zastapié¢ uktadem

y' =u,
u' =,
v = f(x,y,u,v). (16)

z warunkami poczatkowymi:
Uo =Yy, vVo="Y5 Y= "Yo

Uktad réwnan rzedu pierwszego mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

dy

2 —F 17

Y 0, y) (17)
gdzie: yq reprezentuje warunki poczatkowe, y () jest wektorem o sktadowych y;(z), y2(x), -+, yn(2),

a F(Yu IL’) funkcj@wektorowa, ktéreJ Skladowymi 59 funkcje fl('r7 Y1, Y2, - - 7yn)7 Ty fn(ﬂf, Y1, Y2, - - 7yn) :



Przyktad:
Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe drugiego rzedu, opisujace linie ugiecia belki wspornikowej dla zna-
nego rozktadu momentu zginajacego:

d*v(x) M (x)

da? E- T

Moment zginajacy: M (z) = —3 - p, - (L — z)*.
Roéwnanie ugiecia belki wspornikowej sprowadzamy do uktadu réwnan:

!/ /

v =9, ¥ =

Py (L —a2)

Warunki brzegowe (dla lewego konca belki — punkt zg):  v(xg =0) =0, v'(xg=0)=0.

Rozwigzanie Sciste:

'Uécisle(x) = %%(%L2I2—%Ll’3+1—121’4)

11 Rownania rézniczkowe zwyczajne - problem brzegowy
Zajmiemy sie poszukiwaniem funkcji y(z),

e ktére sg rozwigzaniem réwnania rzedu co najmniej drugiego,

e okreslonych na przedziale (a,b),

e zdefiniowanych n warunkami, z ktérych jedne dotyczg punktu a, a inne — punktu b.

W celu znalezienia rozwiazania zagadnienia brzegowego zastosujemy metode roznic skonczonych
(MRS). Zasada metody MRS jest obliczanie przyblizen pochodnych za pomoca tzw. wzoréw rézni-
cowych.

Centralne wzory réznicowe dla zagadnienia jednowymiarowego:

1 1
= o (— 1fi—1+1fi+1)7 "= 2 (1fi—1 _2fi+1fi+1)7
1 1
"= 573 (= 1fico+2fic1 — 2fir1 + Lfigo), V= 7 (Lfica —4fic1 +6f; — 4fis1 + Lfiya)

Przyktad:
Rozwiaza¢ problem brzegowy:

1

y" () + V= 8, yla)=0, y(b)=0, gdziea=0.0,b=10.0;

Rozwigzanie:

Przedziat [0, 10] dzielimy na n = 4 czesci. Dlugos$é podprzedziatu h = 2.5.

Tworzymy uktad réwnan réznicowych dla i = 1,2, 3:

1 1
ﬁ(yi_l — 2y +Yir1) + (U =8= 016y — 007 y; + 016 gy =8

Postaé¢ réznicowa warunkow brzegowych:  1-y9=0, 1-y4=0.
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Uktad réwnan w postaci macierzowe;j:

O 4 @ @ O
i= 0 1 2 3 4
ol 1] 2| 3 | 4

wh.i=0 | 1 Yo 0
"1 016 -007] 0.16 n 8
2 0.16 | -0.07| 0.16 wp | T |8
3 0.16 | -0.07| 0.16 s 8
wbh. i=4 1 Y4 0

Rozwigzanie Sciste:

y(x) = 32 [% sin (g) — cos (;) + 1]

Rozwigzanie
nr X MRS, Sciste
0.000 | 0.0000 0.0000
2.500 | 39.7408 44.5949
5.000 | 67.3866 71.9429
7.500 | 39.7408 44.5949
10.000 | 0.0000 0.0000

Ol > W N~

11.1 Problem zginania belki

e Zastosujemy MRS do rozwigzania problemu sformutowanego lokalnie np. za pomoca przemiesz-
czeniowego réwnania rozniczkowego czwartego rzedu opisujacego zginanie belki proste;j.

d'o@) _pyle)

dat EJ

e Poszukiwana ”pierwotna’ funkcja jest funkcja ugiecia belki v(x).
e Funkcjami ”wtérnymi” beda: moment zginajacy M (z) oraz sita poprzeczna T'(z):

d*v(x)

d®v(x)
da? 7’ '

M(z)=—-EJ P

T(x)=—-EJ

e Do réwnania rozniczkowego nalezy dopisa¢ odpowiednie warunki brzegowe, wynikajace z brze-
gowych wiezéw kinematycznych oraz brzegowych obcigzen.



Jednowymiarowe zagadnienie brzegowe zginania belki opisane réwnaniem rézniczkowym czwar-
tego rzedu, po zastosowaniu centralnego ilorazu réznicowego ma postac:

d4rU(;(;) - py(x) — Vij—9 — 4Ui_1 + 6’02' — 4’02'4_1 + Vito Dy

dx?t EJ h4 EJ
p Yi

Vij—9 — 4?,77;_1 -+ 6/Ui - 4/Ui+l + Vito = bi: bi == ]7,4 . E—]

Tworzy sie uktad rownan, w ktérym nalezy uwzgledni¢ jeszcze warunki brzegowe.

Warunki brzegowe:

d)
i

a) b) C)
%i i+1 i+l %i i+1 i+1
—O—A—O— —0—0—0—o0—o0—
i+2 ! i+2

a) Brzeg utwierdzony: v=0, =0,
w zapisie réznicowym: v; =0, _7’%;””1 =0.

b) Brzeg przegubowo podparty: v =0, M = —EJ% =0,

.. ,oe . 1 —us .
w zapisie roznicowym: v; =0, —EJ Ulh# —0.
. 3
c) Brzeg pionowo przesuwny: g—; =0, T= —EJ% =0,
isie TATNI . L s —Vi—2420i 1201 14Vig2 _
w zapisie roznicowym: ———= =0, —FEJ— S =0,

d) Brzeg swobodny: M = —EJ% =0, T= —Ejfl%g =0,

fia AST, i—1—2vi+v; —vi—2+2v;—1—2v414v;
w zapisie réznicowym: ——EJHgToH] = (), — ] ARt TS — (),
Przyktad 2:
Policzy¢ ugiecie belki zadanej na rysunku ponizej metoda MRS z modutem siatki A=0.2m
6kN /m
\ S
| 0.2m ‘ 0.2m ‘ 0.2m ‘ 0.2m ‘ 0.2m ‘
[ I I I I |
-2 -1 0 1 2 3 4 5 g

Réwnanie réznicowe rozpisujemy dla weztow ¢ = 0,1, 2, 3, 4:
1ovig—4-v14+6-v—4 v +1-vi49 =p,(z;)b gdzie b=h*/(EJ])

Warunki brzegowe:

dla r=0: v'=0 T=0

1=20: —1~v_1+1-01:0‘—1-v_2+2-v_1—2-vl+1~v2:0
dla x=1L: v=20 v'=0

1=25: ’0520 ‘ —1"U4+1'U6:O



Uwzglednienie sity skupionej

Otrzymujemy ukltad réwnan MRS:

Vg —4-v_1+6-v9—4-v1+1-vy=14b
cv_1—4-v9g +6-v1 —4-vy+1-v3=>5b
“v9g —4-vy +6-v9—4-v3+1-v,=23b
vy —4-vg +6-v3—4-v4+1-v5=0
‘g —4-v3 +6-v4—4-v54+1-vg =100
—1l-v141-v1=0

-1l vo9+2-v_1—-2-v14+1-v5=0

vy =0

—1-v4+1-v4=0

—_ = = =

© 0 N ot WD =

Zapis macierzowy uktadu réownan i rozwigzanie

[2l-afof1]2]3]4]5]6]

0 |[1]-4]6]-4]1 v [ 4 0.2718

1 1]-4]6]-4]1 vl |5 0.3302

2 11-4]6-4]1 EYE 0.3508

3 1]-4]6]-4]1 il 0.3302

1 11 4] 6 4] 1 ]-[v2]=100.29006 _ _ _ [ooms| L
wh ETE wl o | 0.1866 | =7
i—o| [-1] 2] [-2]1 A 0.0906

wb 1 TB 0 0

i=5 1] 1] [w] o 0.0906




