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7 Algebraiczny problem wtasny

7.1 Wiadomosci wstepne
Standardowy problem wtasny ma postac:

Ax=XAx lub (A-AI)x=0

Poszukujemy rozwiazan jednorodnego uktadu liniowych réwnan algebraicznych, w ktorym macierz
wspotezynnikéw A — A I zalezy od jednego parametru .

Problem wtasny ma nietrywialne rozwigzanie x # 0 tylko wtedy, gdy:
det(A —AI)=0
Rozwiazaniem problemu wlasnego jest zatem caly zbiér n par wtasnych:
(N, x;), i=1,2,....n

uporzadkowany przez relacje Ay > Ay > ... > \,. Wartosci \;, © = 1,2, ..., n nazywamy wartosciami
wlasnymi rowigzywanego problemu. Kazdej wartosci wtasnej odpowiada wektor wlasny x;.

Definicja.
[lorazem Rayleigha nazywamy wyrazenie powstajace na podstawie réwnosci A x; = \; X; po-
mnozonej lewostronnie przez X;FI

T
x; Ax;

T

X;FAXZ‘ = )\Z'X;FXZ' — /\z =
X, X

Twierdzenie.
Jezeli wartoSciami wlasnymi macierzy A sg liczby A; to warto$ciami wtasnymi macierzy od-
wrotnej A~! sg liczby A\;' (1 =1,2,...,n).

Twierdzenie.
Jezeli do macierzy A dodamy dowolna macierz skalarna plI to Sp(A + pI) = Sp(A) + . Widmo
macierzy A + ul jest wiec zbiorem liczb:

)\1+M7 )\2+l’[’7a)\n+:u



Twierdzenie (Gerszgorina) o lokalizacji wartosci wtasnych.
Jesli A jest wartosciag wlasna A, to

CLz—RZS)\SCLZ—f—R“ i:1,2,...,n
gdzie
a;, = A Ri:Z|Aij|
7=1
JF
7.2 Metoda potegowa

Metoda ta stuzy do wyznaczania pojedynczej wartosci wtasnej, o najwiekszym module, macierzy A
i odpowiadajacego jej wektora wlasnego x.

Algorytm metody potegowej:

1. Normalizacja danego wektora startowego x(© — u(®.

2. Krok potegowy: x = Au®.

3. Tloraz Rayleigha: A = (u(®)"x.

4. Normalizacja obliczonego wektora x.

5. Sprawdzenie kryterium zatrzymania petli: tempo zbieznosci dla wartoéci wtasnej i znormalizo-
wanego wektora wtlasnego.

6. Jesli zadana dokladnosé nie jest spetniona, to powrot do wyznaczenia kroku potegowego
(punkt 2).

Przyklad: Znalezé najwieksza wartosé¢ wlasna An. oraz odpowiadajacy jej wektor wiasny x dla
macierzy:

1.5 1.0 0 1
A=|10 40 05 |, przyjmujac wektor startowy: x° = | 0
0 05 20 0

it A Uq U U3

0 {0.00000 | 1.00000 0.00000 0.00000
1 [ 1.50000 | 0.83205 0.55470 0.00000
2 {3.19231 | 0.50718 0.85830 0.07803
3 | 4.28234 | 0.37342 0.91779 0.13497
4 | 4.42428 | 0.33362 0.92824 0.16452

14 | 4.44224 | 0.31592 0.92951 0.19030




7.3 Metoda iteracji odwrotnej

Metoda ta shuzy do obliczenia najmniejszej co do modutu wartosci wlasnej i odpowiadajacego jej
wektora wtasnego.

(A= \'D)x =0

gdzie:
A=A XN =1/\

Dzieki temu taka warto$é¢ wlasng mozna obliczy¢ metody potegows podstawiajac macierz A~ za-
miast macierzy A.

Przyklad: Znalez¢ najmniejsza wartos¢ wlasna A\, oraz odpowiadajacy jej wektor wtasny x dla
macierzy:

1.5 1.0 0 1
A=|10 40 05 |, przyjmujac wektor startowy: x° = | 0
0 05 20 0
0.805195 —0.207792  0.051948
A~ =] —0.207792  0.311688 —0.077922

0.051948 —0.077922  0.519481

it A Uy U9 U3
0 |0.00000 | 1.00000 0.00000  0.00000
1 11.24194 ] 0.96639 —0.24939 0.06235
2 11.13349 | 0.94044 —0.3198%8 0.11516
3
4

1.11992 | 0.92837 —0.34026 0.14949
1.11695 | 0.92235 —0.34685 0.17018

18 1 1.11563 | 0.91480 —0.35161 0.19878

7.4 Przesuwanie widma

Metode iteracji odwrotnej mozna uogoélni¢ na poszukiwanie wartosci wtasnej najblizszej zadanej
warto$ci p. Jesli macierz A ma warto$¢ wlasna \;, to macierz A* = A — pul ma wartos¢ wlasna

Af = A — p1, a macierz A** = (A*)™! ma wartod¢ wlasng A0 = & = .

Przyklad: Znalezé wartosci wtasne dla macierzy A z poprzedniego przyktadu dla trzech réznych
wartosci p = 0.0, 2.0 1 4.0.

wo| ot A Uy U U3
0.0 [ 18| 1.11563 | 0.91480 —0.35161 0.19878
20| 7 11.94213 | —0.25169 —0.11128 0.96139
4.0 9 [4.44224 | 0.31592  0.92951 0.19030




7.5 Uogblniony problem wtasny

Dla macierzy symetrycznych i dodatnio okreslonych mozna przeksztatci¢ odpowiedni uogoélniony
problem wlasny w odpowiedni problem standardowy (prosty). W tym celu stosujemy dekompozycje

Choleskiego.

Uogo6lniony problem wtasny:
(A—AB)x=0 lub Ax=)Bx

sprowadzony do postaci standardowe;j:

gdzie: 3 .
A=L"'B((LHT, A=1/A, x=L"x

Warto$¢ wlasng i wektor wlasny oblicza si¢ ze wzorow:

A=1/X\ x=(LHTx

Przyklad: Dany jest uogélniony problem wtasny:
31 6 2
SRR
Sprowadzi¢ ten problem do postaci standardowe;j.

O CI\T 2.0000e4+-00 —4.4160e—16
A=L7B({L7)" = { —5.1279e—16  5.0000e—01

|



