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12 Rachunek wektorowy

W celu zdefiniowania wektora a nalezy podac:
e kierunek (prosta na ktorej lezy wektor)
e dlugos$¢ (modut) |a]
e zwrot (okredlony przez kolejno$é punktéow A i B)
e punkt przylozenia

W interpretacji geometrycznej wektor a to lezacy na prostej i zawierajacy punkty A, B skierowany
odcinek ([A, B] = —[B, A]). Kierunkiem wektora nazywa si¢ kierunek tej prostej, zwrot okreslony
jest przez kolejno$é¢ punktow A i B.

Wektor jednostkowy o tym samym kierunku co dany wektor nazywa si¢ wersorem e.

12.1 Dzialania na wektorach
Wyrdzniamy nastepujace dziatania na wektorach:
e mnozenie wektora a przez liczbe (skalar) «,
e dodawanie i odejmowanie wektorow,
e iloczyn skalarny,

e iloczyn wektorowy.

Przez sume geometryczna dwoch wektoréw a i b rozumiemy wektor c, ktorego poczatek lezy w po-
czatku wektora a a koniec w koncu wektora b. Odejmowanie okreslone jest jako dodawanie wektora
przeciwnego —b do wektora a.

12.2 Iloczyn skalarny

[loczyn skalarny stanowi operator na przestrzeni liniowej (operacja oznaczona -) przypisujacy 2 ar-
gumentom z tej przestrzeni rzeczywista wartos¢ skalarng.

op J[allblcosy jesli ab#0
= 0 Jeéll a:OlU.bb:O, luba L b

gdzie: |a|, |b| — dlugosci wektoréw, 0 < ¢ < 7 — kat pomiedzy nimi zawarty w ptaszczyZnie wyzna-
czonej przez te wektory.



12.3 TIloczyn wektorowy

lloczyn wektorowy a i b stanowi operator na przestrzeni liniowej (przeksztalcenie oznaczone x )
przypisujacy parze wektoréw z tej przestrzeni wektor c spetniajacy nastepujace warunki:

e Wektor c jest prostopadly do wektoréw a i b.

e Dtugos¢ wektora ¢ wynosi:
lc| = |ax b| =|al [b|sing

gdzie: ¢ - kat pomiedzy wektorami a, b.

e Wektor ¢ tworzy z wektorami a, b uktad prawoskretny:.

12.4 Zestawienie wlasciwosci iloczynéw skalarnego i wektorowego

‘ Tloczyn skalarny ‘ Iloczyn wektorowy ‘

[loczyn skalarny jest skalarem.

lloczyn wektorowy jest wektorem.

[loczyn skalarny jest przemienny.

lloczyn wektorowy nie jest przemienny.

a-b=0
Warunek prostopadtosci

axb=0
Warunek réwnolegtosci

W obu iloczynach zachodzi prawo rozdzielnosci wzgledem dodawania.

Posta¢ iloczynéw wyrazona przez sktadowe skalarne:

€ € €3
a-b=a.b, +ayb, +a.b, axb=|a, a, a,
b, b, 0,

Iloczyn skalarny istnieje
tylko dla dwoch wektordw.

lloczyn wektorowy istnieje dla
dowolnej liczby czynnikow.

lloczyn. skalarny jest niezmiennikiem
wzgledem transformacji
ortogonalnej uktadu.

[loczyn wektorowy nie jest niezmiennikiem
wzgledem transformacji ortogonalne;j
uktadu — jest on pseudowektorem.

12.5 Zmiana bazy w przestrzeni dwuwymiarowej

Wektorem x nazywamy wielko$¢, ktorej wspotrzedne xq, x5 transformuja sie przy obrocie o kat «
I
T2

Transformacja odwrotna jest obliczana wedtug wzoru x = Q x’. Elementami macierzy Q sg cosinusy
kierunkowe ¢;; = cos(e;, e;-) jakie tworzg osie wspoirzednych uktadu starego x z uktadem nowym x':

wedtug wzoru:
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Analogiczne sg wzory transformacyjne dla przypadku przestrzennego:
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13 Rachunek tensorowy

Tensory sg uogolnieniem pojecia skalara i wektora. Uzywa sie ich np. do opisu odksztatcen i naprezen.
W pewnym uproszczeniu tensor T mozemy sobie wyobrazaé jako linowy operator dzialajacy na
wektor a i produkujacy z niego nowy wektor v o innym zwrocie, kierunku i wartosci:

v=Ta.
[loé¢ wszystkich sktadowych tensora obliczamy wg realcji 3™ gdzie n jest rzedem tensora:
e wielkos¢ skalarna to tensor rzedu zerowego, np. masa,
e wektor jest tensorem rzedu pierwszego, np. sita,
e tensor II rzedu ma posta¢ macierzy 3 x 3, np. tensor naprezenia.

Tensorem II rzedu T nazywamy taka wielko$¢ okreslong w punkcie P, ktéra dowolnemu kierunko-
wi p przyporzadkowuje wektor t,, czyli jest to operator liniowy odwzorujacy wektor w wektor wedtug
relacji:

t,=T:p.

Dziewie¢ sktadowych tensora T mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

t11 ti2 ti3
tor Tog toz |,
t31 132 133

ktora jest reprezentacja tensora T.

13.1 Transformacje tensoréow

Transformacje wspotrzednych tensora T II rzedu mozna zapisaé nastepujaco:

ti; = ZQki’ Qjrter = Qri @y e, K 1=1,2,3; 4,5 =1,2,3;
Kl

Szczegblowo np. sktadowa ¢, jest transformowana wedtug wzoru:

ths = Qe Q3 ty =q11 Qi3 T + Qv Goz tia + v gay tiz+
G211 Q13 21 + Q217 Q23 T2 + Q217 Q33 Taz+
q31r Q13 131 + Q31 Qa3 t32 + Q31 Q337 t33.

Tensor T podlega transformacji zgodnie z zapisem macierzowym:
T=Q'TQ,

a transfomacja odwrotna jest zapisywana jako iloczyn: T = Q T’ QT.



13.2 Dzialania na tensorach

e Dodawanie tensoréw:
tij +Dij = 5ij-
Podczas tej operacji dodaje sie odpowiednie sktadowe, podobnie jak przy dodawaniu macierzy.
e Mnozenie tensora przez skalar: at;; = t;;a i a(t;; + si;) = atij + a sy
e [loczyn zewnetrzny dwoch tensorow:
a; bj = Cij, Q5 bim = Cijkm-
Rzad powstatego tensora jest rowny sumie rzedéw mnoznej i mnoznika.

e lloczyn wewnetrzny (zwezenie, kontrakcja) dwdch tensoréw.
Mnozac dwa tensory ich wskazniki sie powtarzaja, otrzymamy tzw. iloczyn wewnetrzny (kontr-
akcje):
Lijk Dkm = Sijm
gdzie rzad powstatego tensora jest mniejszy od sumy rzedow mnoznej i mnoznika o wielokrot-
nos$¢ 2 powtarzajacych sie indekséw. W powyzszym przyktadzie 3+2 —2-1 = 3.

13.3 Symetria i antysymetria, aksjator i dewiator
e Tensor jest symetryczny gdy t;; = t;;.
e Tensor jest antysymetryczny gdy t;; = —tj;.

e Iloczyn tensorow symetrycznego i antysymetrycznego jest zawsze réwny 0.

Sladem (ang. trace) tensora T nazywamy: tr(T) =t;; - 0;; = t;; = t11 + tao + ta3.

Kazdy tensor rzedu drugiego mozna roztozy¢ na sume dwoch tensoréw — aksjatora i dewiatora:

tin tor t3 t 00 tin—t tn t31
tig Tog a2 = 0t O + tig  log—1t  t30 ,
tig Tog 133 0 0 ¢ ti3 fog  t33— 1

gdzie: t = % : (tll + too + t33) = % . tI‘(T)
W mechanice aksjator jest zwigzany ze zmiang objetosci, a dewiator — ze zmiang postaci deformacji.

13.4 Niezmienniki tensora II rzedu

Kazdemu tensorowi drugiego rzedu T mozna przyporzadkowaé trzy niezmienniki czyli wielkosci nie-
zalezne od uktadu wspotrzednych:
® Il = tl"(T) = t”

t11 i3
t31 t33

tog T3

o [, = _% [tr(T2) - (tr(T))2] T |t ta

_I_
to1 22

‘ t11 12 '

® Ig = det(T) = |t”|
Niezmienniki zwiazane sa relacja (tw. Cayleya-Hamiltona):

T - LT?+ LT —I;=0.
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13.5 Przyklady

Przyktad 1
W danym punkcie okre$lony jest stan naprezenia przez tensor zobrazowany macierzg o:

2 =2 0
o=\ —2 3 0
0 0 —3

Wyznaczy¢:
e niezmienniki tensorow,
e wartosci (naprezenia) gtéwne tensora,

e aksjator i dewiator.

Rozwigzanie:
Obliczamy niezmienniki dla o:

o [, =tr(o) =2

.I2:—

N[

[tr(0?)  (tx(0))’ | = ~13
o [3=det(o) =—6
Po rozwigzaniu rownania charakterystycznego:
o® —Lo*+ Lo —I;=0.

otrzymujemy naprezenia gtowne:

4.5616 0 0
o) = 0 0.4384 0
0 0 —3.0000
Aksjator i dewiator:
2 =20 200 3 -2 0
o=|-2 3 0|=[020|+|-2 £ 0
0 0 -3 00 2 0o o0 -4



Przyktad 2

Zmalez¢ wspotrzedne tensora T w nowym uktadzie wspotrzednych.
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Rozwigzanie:
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