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METODA RO ZNIC SKONCZONYCH WY ZSZEGO RZEDU
| JEJ ZASTOSOWANIA W JEDNOWYMIAROWYCH
PROBLEMACH BRZEGOWYCH MECHANIKI

WSTEP

Przedmiotem pracy jedfletoda Rénic Skaczonych MR$1], nalezaca do szerokiej
klasy metod bezsiatkowych — jednych z podstawowystod dyskretnych stcych do
dyskretnej analizy probleméw brzegowych. PodstaMlRS jest zamiana operatorow
rézniczkowych wystpujacych w obszarze i na jego brzegu na operatorynicowe,
pozwalajce na zapisanie funkcji niewiadomej oraz jej pochyath za pomag jej wartaci
weztowych (w najprostszej wersji tej metody). JejKlezna wersja bazowata jedynie na
siatkach o regularnych odpich medzy weztami. Obecnie méwi gi 0 Bezsiatkowej
Metodzie Rénic Skaczonych BMR$1], [6], w ktorej lokalna aproksymacja nie bazuja
zadnej danej z gory regularnej konfiguracjezadow lub tez wynikajacej z podziatu na
elementy. Oznacza toz iwezty w dowolnej liczbie mog by¢ rozmieszczone zupetnie
dowolnie w obszarze oraz na jego brzegu. Pozwtditbnacznie rozszerayole zastosowa
dlaMRS

Wzory r&nicowe, najcgsciej generowane metgdaproksymacjiMWLS (Moving
Weighted Least Squanepozwalag na zapisanie rowmaroznicowych w postaci uktadu
rownaa algebraicznych. Jego rozwanie daje wynik numeryczny, obarczonyedam,
zazwyczaj powstalym m.in. przezzyecie operatora rnicowego niskiej klasy. Waod
Sposobow jego zmniejszenia wynione § podefcia adaptacyjne modyfikage wygciowa
dyskretyzagj problemu brzegowego tam gdziediozwizania jest najwikszy. Najbardziej
popularne z nichaspodejcia adaptacyjne typt (zwickszenie liczby wztéw, [1]) orazp
(podniesienie rdu lokalnej aproksymacji). Te ostatnie, zwane pamil@ni wyzszego rzdu,
Sa punktem wyjcia dla dalszych rozwan w niniejszej pracy.

Obecny stan rozwoju technik wszego rzdu w klasyczneMRS wskazuje na dwie
metody zwizane z podniesieniemeadu aproksymaciji przy generacji wzoréwznicowych :
podejcie defect (deferred correction (uzycie operatora rmhicowego wyszego rzdu)
opisane w pracy [4] oraz podeje multipoint (podniesienie r&u aproksymacji operatora

réznicowego w wzle centralnym poprzez wykorzystanie odpowiednignkmacji i wartgci



prawych stron réwnania obliczanych w pozostatyeiztach gwiazdy rénicowej) opisane w
[5]. Jednak oba podagia nie § pozbawione wad, co niestety zgaa pole ich wykorzystania.
Celem obecnego opracowania jest rozwijanie zupahomwego podégia wyzszego rzdu
zaproponowanego po raz pierwszy w pracy [2]. ¢kazenie rzdu aproksymacji dla
operatora rénicowego odbywa si¢ bedzie nie poprzez doktadanie nowyclezdw lecz
poprzez uwzgidnienie cztondw wiszego rzdu w taki sposob aby jaké aproksymaciji byta
stata i niezalena od wytego operatora pmicowego. W dalszej perspektywie nalavskaza
takze maliwos¢ ([2]) wprowadzenia nowego ulepszonego péclaj multipoint
Tak zdefiniowane podggie wyzszego rzdu naley réwniez uogoélnt na sytuacje, w ktérych
wystepuja skoki w niewiadomej funkcji lub w jej pochodnychra@a na rédnego rodzaju
postacie warunkow brzegowych. ki temu uwzgédnienie jak najwikszej liczby
czynnikdbw pozwoli na przyhbtenie s¢ do rozwazania scistego analitycznego danego
problemu brzegowego oraz da #wosé¢ petnej automatyzacji podeja.

Nalezy zatem br& pod uwag przyszk implementagy komputerow owych
algorytméw. W tym celu potrzebne jest rozszerzemeponowanego pod@jia wyzszego
rzedu z klasyczneMRSna jej bezsiatkow w petni zautomatyzowarwersg BMRS.

W obecnej pracy rozwania teoretyczneasveryfikowane analiz jednowymiarowych
probleméw brzegowych, a zwitaszcza obliczaniemedudielek. Prostota sformutowania
owych probleméw pozwala na przetestowanie przedstgwh w pracy algorytméw wraz ze
stopniowym zwgkszaniem poziomu truddoi, pocawszy od liniowej statyki belki zginanej
az do analizy wyboczenia stup@ulera Wszystkie przytoczone w kolejnych rozdziatach
przykiady miaty na celu pokazanie efektywéoproponowanego pod&ja wraz z
sygnalizacg miejsc, gdzie powstajtypowe dla niego trudrioi.

Dalszym krokiem bdzie przeniesienie rozwan do dziedziny zada brzegowych
dwuwymiarowych, na poatek proba sformutowania podeja wraz z przedstawieniem
prostego przyktadu. Natg rowniez wspomni€ o mazliwosci wykorzystania proponowanego
podegcia wyzszego rzdu do analizy lddu a’posterioriw BMRS Dzigki temu mana kedzie

pofaczy¢ podefcie z istniegcymi technikami adaptacyjnymi, gtdwnie z adapidgpu h.
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ROZDZIAL 1 :
TECHNIKI ULEPSZENIA ROZWI AZANIA RO ZNICOWEGO

Niech punktem wyjcia do dalszych rozwan bedzie odwieczny problem : zadanie
brzegowe jednowymiarowe rozygiano Metod; Ré&nic Skaczonych [1] i uzyskano
rozwigzanie r@nicowe otrzymane po zastosowaniu ziwie prostego operatora
réznicowego. Poréwnano je ze znanym wynikiem analityoz i okazato €, iz wzgledna
réznica medzy nimi jest spora. Powstaje pytanie : czy w rami@go samego zadania (ij. tej
samej dyskretyzaciji) jestimy w stanie rozwizanie to popraver?

Zanim zostanie udzielona odpowigdcaty tok posipowania w podégiu réznicowym
zostanie zaprezentowany na prostym przykfadzie i beobodnie podpartej okgionej
obciazeniem cagtym rownomiernie rozigonym.

Przykiad 1.1
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Do opisu matematycznego problemu zginania betitiaisformutowania lokalnego w postaci
réwnania raniczkowego ugicia belki. Takie sformutowanie jest najbardziej gyrzyste w
tego typu zadaniach, ale oczyeie alternatywne rozwania mana by prowadz przy
uzyciu jednego ze sformutowigglobalnych.

M (%)
EJ

0< x< 21

x(x)=j—xzw(x)= () f(y=-

M(x)=%q><(2|— Y wW0)=0 w2l)=C

Sciste rozwazanie analityczne belki przedstawia wielomiagdz4-tego:

4
W(X) zli(x_—il X3 +2|3X)
2EJ 12 3 3

Do obszaru wprowadzono 3¢mty 0 rozstawieh = |, zdyskretyzowano warunki brzegowe
(zerowe ugicia na podporach) oraz operatoznitzkowy drugiego rgdu w obszarze.

W, =0 w, =0 LWl=|iz(W0—2Wl+W2)

Rozwigzanie klasyczne otrzymamy przez postawienie opexra@nicowego w wezle (1) :

Lw, = f, liz(wo—2wl+wz):-%‘i:_|; . wi”:%%
Indeks " przy otrzymanym wyniku oznacza wynik przyygciu operatora rénicowego
»niskiego rzdu”, tj. najprostszego z mtiwych. Obliczono te blad wzgkdny rozwiazania w
stosunku do rozwzaniascistego oznaczonego gaykiem”.
_5q

=—— & x100% = 20%
24 EJ

=l

_lw-w
W

Poziom bédu, 20% jest relatywnie diy i stanowi zackte do poszukiwa technik
poprawienia tego rozwzania.
Mozna przedsiwzia¢ nastpujacesrodki zaradcze :

« w ramach metodyMRS klasycznej (przy rownym rozstawie egfOw) mazna
sprobowé zag:sci¢ siatke — jest to sposOb najbardziej oczywisty ale najbiajd
prymitywny (wzrasta koszt oblicae a jak@¢ wyniku jest wciz taka sama). Warto
nadmiené, ze przyn = 49 weztach otrzymano dla powgzego zadania ugiie w
srodku, ktérego hid wzgkdny obliczony tak jak powaej wynosi0.035%

* mozna s$wiadomie zrezygnowa z wymogu regularriei siatki i sprobowé
wykorzyst& podefcie adaptacyjne, tj. budowaolejne siatki po przeprowadzeniu

analizy bkdu residualnego. Tu pomacmmoze by technikamultigrid, gdzie scisle



rozwigzuje s¢ uktad réwna réznicowych na siatce najrzadszej, natomiasid bt
rozwigzania koryguje sina siatce najgptszej;

e pierwszym pomystem na techrikwyzszego rzdu jest poddgcie typu defect
correction,zaktadajce wycie operatora rhicowego wyszego rzdu;

e innym rozwihzaniem mae by technikamultipoint,u ktérej podstaw ley rozbudowa
prawej strony réwnania #@icowego do kombinacji liniowej wartoi prawej strony
rownania raniczkowego i podniesienie w ten sposobzdiz aproksymacji bez
zwickszania liczby wztow gwiazdy operatora #@icowego;

» ostatnim, najlepszym rozwdaniem jest technika aproksymacjisgego rzdu, gdzie
innowach jest korekta prawej strony réwnania rdznicowego przez dodanie
cztonow zawierajcych wyrazy wyszego rzdu przy tym samym (tj. ,niskiego

rzedu”) operatorze r@nicowym.

ROZDZIAL 2 :
TECHNIKA DEFECT (DEFERRED CORRECTION)

Technika zwanalefect correctioriub deferred correctionzaprezentowana w [4] jest
najbardziej oczywistym sposobem polepszeniagakeyniku réznicowego przy utrzymaniu
tej samej liczby wztéw w siatce. Skoro operatoraicowy najprostszy (tj. ,niskiego ¢du”)
dat rozwnzanie obarczone stosunkowo zgln blkkdem to mana oczekiwé, ze bhd
zmniejszy s} po zastosowaniu operatoraznicowego rzdu wyzszego tj. zbudowanego na
wigkszej liczbie wztow (adz tez wickszej liczbie stopni swobody w gatach). Operator
réznicowy maze by bardziej doktadny jeeli zostanie wygenerowany techaikMWLS
(Moving Weighted Least Square§)tedy przy nadmiarze liczby emtéw w stosunku do
liczby stopni swobody lokalnej aproksymacji trae¢ sviasndgci interpolacyjne, ale hd
obcicia jest wowczas ,rowniej” rozimny na wspoétczynniki stage przy wyrazach
wyzszego rzdu.

Zadanie realizowane technildefect(deferred correction mazna podziek na dwa
etapy :

e Etap | : zastosowanie operatora znicowego niskiego kxlu, otrzymanie

odpowiadajcego mu rozwjzania niskiego r@u, ewentualne obliczenie poziomu
btedu,



« Etap Il : zastosowanie operatoraznicowego wyszego rzdu, otrzymanie
odpowiadajcego mu rozwizania wyszego rzdu, porownanie z rozwzaniem z
etapul .

Od razu widoczpwad podefcia jest fakt, 2 trzeba rozwizywat nowy uktad rowna
réznicowych, natomiast warto nadmiéni iz przy zastosowaniu iteracyjnej metody
rozwiazywania uktadu réwna roznicowych (I etap) optymalnie szykkzbieznos¢ do
rozwigzania wyszego rzdu mazna otrzyma poprzez uycie rozwizania niskiego r@du (z
pierwszego etapu) jako wektora startowego do pegpiteracii.

Tak wigc jedynie jako punkt wygpia do innych, lepszych technik wszego rzdu
pokazane zostanie rozwanie wyszego rzdu otrzymane w wyniku podajia defect
correction, najstarszego chronologicznie, na tej samej belcey fgej samej wspnej

dyskretyzacji co w przyktadzie 1.1.

Przykiad 2.1

Przy dyskretyzacji startujemy od tego samego opeaato poprzednio : w pierwszym etapie
1g°

4 EJ
Stosowny operator wgzego rzdu, scisty dla wielomianu2n = 2x2 = 4, zbudowany

otrzymuije s¢ dobrze znane jurozwiazanie klasyczne — ,niskiegogau” : w'” =

interpolacyjnie n& weztach :

L™w, =ﬁ(—wi_z +16w_; — 30w, +16w,, —W,,)

wymaga wprowadzenia dodatkowych fikcyjnyckzarow (f1) i (f2) poza belk, aby maliwa

byta kolokacja w wzle srodkowym belki.

O O © O O
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Ich fikcyjne ugiecia mazna okrdli¢ ze statycznych warunkow brzegowych czyli z faktu
zerowania & momentow zginagych ( drugich pochodnych ugi) na podporach :

W, —2w, +wW,

W=0 — wp =R m=0 o wi=-w dla =11,

Przy swobodnym podparciu belki ggia w weztach fikcyjnych wydaj sie wicc by
antysymetryczne w stosunku do ich rzeczywistychoadednikow.

Po zastosowaniu kolokacji otrzymuje siastpujace réwnanie rénicowe oraz wynik :
3ar

14 EJ

Nie otrzymano jednak rozazaniascistego. B4d wzgkdny wynosi tym razen2.86%i jest

LMw = - wl=

znacznie mniejszy #iprzy wyniku klasycznym, ale nie jest to rozmanie najlepsze.
Dlaczego? Wielomian opisagy ugkcie belki jest stopnia-tego, tak jak i drugi operator
réznicowy L") . Powinien wéc on d& wynik Scisty. | datby, gdyby nie dyskretyzacja
statycznych warunkow brzegowych — jest ona niskiegdu, gdy. zostata przeprowadzona
za pomog trzypunktowego operatorazdicowego na drugpochodrn — tego samego co w
metodzie klasycznd/IRS Poprawka, wynikagca z istnienia niepetnej antysymetrii quizy
weztami (f) i (1) nie zostata uwzgtiniona poprzez odrzucenie wyrazéwasgego rzdu. Na
obecnym etapie nie dagsitego skorygowd takze do tego przykiadu cdzie jeszcze

nawigzanie w dalszym ggu obecnej pracy.

Po przeprowadzeniu powszej dyskusji mena sformutowa kilka zarzutéw w stosunku do
defect correction,ktére leda pretekstem do szukania innych technik zeaego rzdu
polepszenia wyniku.
Wady podejcia typudefect correction
* Rozwigzywanie uktadow rownaz dwiema catkowicie innymi lewymi stronami
(rézne macierze wspotczynnikéw), przez zastosowaniecdw@nych operatorow
réznicowych : niskiego i wyszego rzdu;
» Potrzeba wprowadzenia dodatkowyctzWw fikcyjnych przy brzegu, a w& nowych
niewiadomych do uktadu rownaco czasami nie jest korzystne, np. przy zadaniac
dynamiki lub stateczrioi konstrukcij;

» Ostateczne rozwzanie zalgy silnie od jakéci uzytego operatora emicowego.

10



Wszystkie te niedogodio znikap przy zastosowaniu proponowanej w tym opracowaniu

metody aproksymacji waszego rzdu ( anghigher order approximatio.

ROZDZIAL 3:
TECHNIKA WY ZSZEGO RZEDU DLA ROZWI AZAN GLADKICH

U podstaw proponowanego tu paaég wyzszego rzdu [2], [3] lezy otrzymywanie
wyniku, ktory zaley tylko od przygtego rzdu aproksymacji, natomiast catkowicie nie zgle
od jakaci zastosowanego operatoramitowego. Poprawka operatora skumulowana jest w
cztonie korekcyjnym, dodawanym do prawej strony méhvréznicowych. Nie ma wic
potrzeby rozwizywania dwoch zupetnie zdych uktadow rowna Beda sig one ré&ni¢
miedzy sola jedynie postaaiprawej strony. Korekta operatora ma zapeévaapowiedni rad
aproksymacji rozwizania, wyszy niz ten, ktéry wynikalby z zastosowania operatora
réznicowego bezzadnych poprawek czyli niskiegoedu. Zal@my, iz operator rénicowy
jest rzdu n, wtedy kedzie s¢ wymag& w drugim etapie zadaniécistosci dla rzdu
aproksymacji2n, zaréwno dla brzegu jak | winza obszaru (nakly pamktacé, iz na brzegu i
wewntrz obszaru magby¢ okreslone zupetnie inne operatoryaiczkowe tj. innego r@u
lub innej postaci). Wszystkie brakop wyrazy rzdu wyzszego, ktére razem z operatorem
réznicowym rzdu n dawatybyscistos¢ dla aproksymacji kdu 2n znajduje si rozwijajac
dany operator w szerefaylora (a scislej rzecz biogc rozwijapc wartagci funkcyjne, na
ktérych zbudowany jest operator) i zbia@je do wyraenia zwanego cztonem korekcyjnym
A (ang.correction tern.

Podstawowym problememetizie teraz obliczenie waka czionu korekcyjnego.
Przygte zostanie na wgbie zatagenie, ¢ funkcja niewiadoma ma agtos¢ stopnia co
najmniej 2n, tzn. funkcja i jej wszystkie pochodne dgda 2n wiacznie g funkcjami
ciagtymi (wielomianami) bezzadnych skokéw. O takim rozwdaniu mowi si, ze jest
gtadkie. Na takiej postaci funkcji niewiadomej skup sie w tym rozdziale. Dziki temu
czton korekcyjny bdzie sktadat si wytacznie z wartéci pochodnych wyszego rzdu (tj. od
n+1 do 2n) funkcji w weztach. Ich obliczenie sprowadza si ogdélnym przypadku do ich
ztozenia (kompozycji) z warkei operatoréw rgdu nizszego czyli z tych, ktoreasjuz
okreslone w pierwszym etapie zadania. Gdy jwartaé¢ cztonu korekcyjnego jest znana,
nalezy go dodé do strony prawej réwnania mdicowego i stworzony w ten sposob uktad
rownax bedzie mial zmodyfikowasm prawa strore w poréwnaniu do poprzednio

11



rozwiazywanego. Jeeli wartas¢ cztonu korekcyjnego jesicista (w ramach kdu 2n) , to

rozwiagzanie tego uktadu zdxdziesciste w ramach zafmnego redu aproksymacizn.
Przedstawiona pomj procedura obowkuje dla problemu zginania belek

sprzystych. Konsekwengjjest przygcie operatora rnicowego na drugpochodn ugiecia

trojweztowego wewntrz zarowno dla wztow z wretrza obszaru jak i eztow brzegowych.

ALGORYTM TECHNIKI MRS WYZSZEGO RZDU DLA ROZWIAZAN GLADKICH W
PROBLEMIE ZGINANIA BELEK

Dany jest obszar jednowymiarowy o dhdgo L zdysketyzowany za pompm
weztow o rozstawieh. Rozpatruje sidowolm konfiguracg trzech wztéw wewnrytrz

obszaru jak narys :

sformutowanie lokalne problemu brzegowego ( dIaebQI

T T
i—1 i i+1
\
w
i-1 W, W
2
L=t f0=-M¥ ocx<sL wo =0 wL= 0
dx EJ
Dyskretyzacja rénicowa :
Lw, zhi(vvi—l_zvvi-'-vviﬂ) W, =0 w, =0

Rozwinkcie wartdci weztowych (i-1), (i) oraz (i+1) operatora rznicowego w szereg

Taylora:

12



Vvi—l = \NI _hVViI +1h2V\/i“ _1 h3VVi“| +ih4vvi|\/ + R_l
2 6 24
Lw ~ W =W,
V\/i+1 = \NI + hVVll +1h2vvill +1h3VVi”| +ih4vvi|v + R+1
2 6 4

oraz zbilansowanie, uwzglniapce mnaniki liczbowe przy poszczegélnych wyrazach

rozwiniecia daje wyraenie na operator z@icowy :

LWU :iz(hZ\Nill +ih4\NiIV + R) = V\/i” +ih2\Ni|V + R: fi +Ai + R
h 12 12
fi — prawa strona rOwnania

;i — czton korekcyjny (rozwaany)
R — bilad obckcia wyrazow szeregu (pomijany)

Etapl : operator niskiego edlu : rozwiazanie klasyczne4 = 0)

Lw = f,  dai=1,.,n - w"

Etapll : ten sam operator + czion korekcyjifigh #0) : rozwhzanie wyszego rzdu

Lw, = f,+4,  dlai=1,..,n - w"

Jak oblicz¢ wartag¢ cztonu korekcyjnego? Wiadomo 7zju iz bedzie zalee¢ on od
pochodnych wygszego rzdu Il i IV. Najprostsz i najbardziej ogola metod, (ogolm — tzn.
dla dowolnego operatoramdicowego) jest kompozycja pochodnychasgego rzdu (1, 1V)
w obszarze z pochodnych niskieggdu (sama funkcjal, 1) a nastpnie wykorzystanie
znanych ja wartasci tych pochodnych gadybyty one uktadane w pierwszym etapie zadania.
Sprawa nieco komplikuje gprzy obliczaniu pochodnych na brzegu. Czasem iahodé jest
znana z dodatkowych warunkéw brzegowych (np. progparciu swobodnym z faktu
zerowania & momentu zginagego czyli drugiej pochodnej ugia) . Tak zawsze ldynie
musi. Przyktadowo, jeeli algorytm natrafitby na pochodne pierwsze gdgha brzegu
(W), w,), to nie datoby si bezpdrednio podstawi za nie konkretnej warfoi. To pierwszy
mankament takiego typu podejg, wymagajcy budowy ogolnego algorytmu pegbwania
w celu obliczania wartei pochodnych ugt na brzegu obszaru.
Na razie przyjte zostanie zalenie, ze wartdci pochodnych na brzegu wynilkaj
bezpdrednio z warunkéw brzegowych. Sposoby obliczaniatevei cztonu korekcyjnego
wewnatrz obszaru gwi¢c nas¢pujace:

* Sposo6b 1 : najbardziej ogélny : kompozycja opetatonizszego rzdu o znanych

wartasciach (etap);

13



e Spos6b 2 : wykorzystanie beZpednio réwnania rniczkowego lub po jego
zrozniczkowaniu — dla prostych probleméw brzegowych;

* Sposob 3: formuimultipoint(patrz : rozdziat 7).

B, =iy = L2 ) ( L 2w+,
12 12 h?

« ogolnie:w",,w',w', -znane wartai z | etapu,
+ w przypadkach szczegolnychw' ,w" ,w"itd - z réwnaniaZw= f.

Powyzszy algorytm zostanie zaprezentowany na tym samynykiadzie belki, co

poprzednio dla lepszej konfrontacji z istamjmi, znanymi ja, podegciami.

Przykiad 3.1
Kazda metoda wiszego rzdu na ogot wymaga znajorsm rozwiazania klasycznego, tu dla

operatora niskiego ¢du :

L == (W, =2+,

Ow =1 - wh==-"_

Istota omawianej metody nie jest wprowadzenie innego apea r@nicowego ale korekta
tego uytego wczéniej. Odbywa si to poprzez rozwiricie wszystkich wyrazow funkcyjnych
becnych w operatorze zdicowym L® czyli wo, wi, wo W szeregTaylora wokét wezta

centralnego operatorél) :

1

Lw, = 2 —2W1

W1+|WJI_ ;|2 II élli III 21 4 |V+R2

Operator ranicowy klasyczny byt rgdu n=2, uwzgkdnia s¢ wiec wszystkie wyrazy
rozwiniecia & do rzdu 2n = 4 wiacznie. Po zbilansowaniu (czyli dodaniu) wyrazéw

rozwinigcia (z mnanikami 1,-2,1wystkpujacymi w operatorze klasycznym) otrzymujemy :
Lw, = B (|2W“ + *wY) =w,' +1—12|2W1|V +R

Lw, = f,+A,+ R, gdzie :

w' =f  prawa strona réwnania
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A, :1—12I w,Y czton korekcyjnyuwzglednione dodatkowe cztony vigzego rzdu)

R=0 pomijanybtqd obckcia wyrazow szeregu
Dla wyrazéw do rzdu drugiego wdcznie istnieje rown& miedzy operatorami
rézniczkowym i r&nicowym klasycznym.
Podstawowym problemem jest obliczenie wgsta@ztonu korekcyjnego. Ogdélnym sposobem

jest dekompozycja operatoraznmiczkowego rzdu czwartego :

1 WII _2WII +WII 1
:EIZ( : |21 : )=E(‘2W1”)

Drugie pochodne w gztach(0) i (2) sa rowne zeru (statyczne warunki brzegowe). Pozostaje

Al

do obliczenia niezerowa pochodna drugieggluz W tym widnie miejscu naley posheyé
si¢ gotowymi jw operatorami niskiego ¢du (rzad pierwszy i drugi) z pierwszego etapu
obliczen : w bezsiatkowe]MRS podczas generacji wzorOw aricowych generowaneas
metod, najmniejszych wzonych kroczacych kwadratowMWLS(ang.Moving Weighted Least

Square¥ywszystkie pochodnezalo rzdu n = 2 wiacznie :

quz AN :iq_lz

2EB) T T'T12E]

W przypadku prostego rownaniazndiczkowego (wiénie w przypadku statyki belek) drugie

w, =Lw, =f, =

pochodne ugi to prawa strona rownaniaadiczkowego :

||__M1__1i2 A_lqlz

W, —L - A
EJ 2 EJ 12 EJ
Oczywiscie bardziej ogoélne jest podeje pierwsze, oparte na wykorzystaniu gotowych ju

wartasci wygenerowanych operatorowzardcowych niskiego radu.
Znane § tez inne techniki obliczania wartoi cztonu korekcyjnego :
» w przypadku prostego réwnaniazriczkowego dopuszczalne jest jego

r&zniczkowanie :

wV = a(x) wV = q A _ilzww _1g°

EJ TR TtT12 Y T12E)
* mozna te skorzystéd ze wspomnianej formutgnultipoint ale na tym etapie niethzie
ona rozwaana.
Ostateczne rownanieadicowe (czyli w drugim etapie rozedywania) ledzie wyghdato
nastpujaco :
Lw, = f, +A, , gdzie:

L - ten sam operator xgicowy
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f, +4, - skorygowana prawa strona

W, — 2W, + W, :_1qI2 L1 ql® Lw® :iﬂ

|2 2EJ 12EJ Y24 ED

Nie ma ju zadnych przeszkdd ku temu, aby otrzymany wynik az@cisty : $cisty

dla zat@onego rzdu lokalnej aproksymacj( 2n = 4 )orazscisty w poréwnaniu z wynikiem
analitycznym (rzd wielomianu opisujcego ugtcie = 4 stid R =0).
Na zaprezentowanym przyktadzie widaardzo dobrze zarowno wady jak i zalety pécig]
MRSwyzszego rzdu. Zanim jednak dokonany zostanie ich bilans, eamy jeszcze jeden
przyktad : belka swobodnie podparta abona obcizeniem liniowo zmiennym. Komentarze

zostaty ograniczone do nieginego minimum.

Przykiad 3.2

2 X

we

sformutowanie problemu :

d2 _M(x)

L(X) = WW(X): f(X) f(x)= = O<x<2
gdzie :
M(x) = 1—12%((42 “¥)  w0)=0 w(@)=0

rozwigzanie analityczne (uggie belki) — wielomian stopnig-tego:

_ii}(ERXS _ix5 —%I“x)

W) =
12EJ1 3 200 45
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dyskretyzacja rinicowa warunkow brzegowych i operatoranitzkowego :
1
W, =0 w,=0 Lw, =I_2(W° - 2w, +W,)

Etapl : rozwigzanie niskiego rdu :

_ 1 _ 1l _1ql*
Lo =1y (o =2wbwe) = =g~ Wil =5y
obliczenie wartéci cztonu korekcyjnego :
2
A =Lrewy = Lowy=La”
12 12 24 EJ
Etapll : rozwiazanie wy:szego rzdu :
1 19> 1 qgl?
Lw, =f +A, —(W,—2w, +w,)=———+——"—
L=t A e A ) = e 1 e
1 5 gl? 5 gl*
|_2(_2W1) = —_q_ W(H) :_q_

24E) ' T 48EJ

Otrzymany wynik,scisty dla zalaonego rzdu aproksymaciji (r@ 4-ty) okazuje si rowniez
by¢ wynikiem zgodnym z rozwgzaniem analitycznym, mima wielomian opisujcy ugkcie
jest rzdu 5-tego Skad wiec zgodndé¢é obydwu wynikéw? Otd symetria operatora
réznicowego powoduje, zi jedyne niezerowe wyrazy reszty szeregu (wartqiatych
pochodnych) ,znos¢ si¢ nawzajem, tak wc w rezultacie weiz resztaR = Q.

Taka ,wymuszona” symetria na operatorzenioowym pozwala na otrzymywanie wynikow
zgodnych z analitycznymi dla zada obcazeniem liniowo zmiennym na belkach.
R:—l—;cl‘r’w}’ +1—;CI5W}’ +0=0

Analizujac powysze przyklady mima dokoné pierwszego bilansu wad i zalet
proponowanego pod&ja wyzszego rzdu.

Do zalet nalgy zaliczy :

» Uklad rowna mate sam lewa strong jak w podejciu standardowym (ten sam
operator ranicowy), natomiast prawa jest wzbogacona o cztgewaiapcy $cistosé
wyniku dla zataonego redu aproksymacii,

» Ostateczne rozwraniezalezy tylko od btedu obcigcia wyrazoéw szeregu Tayloraje
zalezy od precyzji operatora emicowego

« Wymagane s dwa kroki dla otrzymania rozwizania : jeden dla rozwzania
klasycznego, drugi dla rozgaania wyszego rzdu.

Natomiast problemy magpowsta przy nasgpujacych aspektach :
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» dyskretyzacjawarunkéw brzegowych : wymagana osobnaproksymacja wiszego
rzedu w weztach brzegowych
* mog wyshpi¢ rozne stopnie gtadkaci rozwigzania : wymaganeuwzgkdnienie
skokéw w samej funkcji ugia lub/i jej pochodnych
Pierwsza rzeca, ktéra trzeba si zap¢ jest sposob uwzeglinienia skokéw w funkcji
niewiadomej oraz jej pochodnych, wywotanych obdcrp na belkach m.in. obgien
skupionych. Wprowadzenie aparatu obliczeniowego glwdniajpcego skoki pozwoli
osihigna¢ petm zgodnd¢ ostatecznego wyniku #dicowego z zalonym rzdem
aproksymacji (wielomianowej) zarbwno w obszarzek ja dla prostych operatorow

rézniczkowych, na brzegu obszaru.

ROZDZIAL 4 :
TECHNIKA WY ZSZEGO RZEDU Z UWZGL EDNIONYMI SKOKAMI FUNKCJI |
JEJ POCHODNYCH

Poniewa dalej kgdziemy zajmowa si¢ gtownie problemami statyki belek,
przedstawmy zbidr najegtszych sytuacji wygpowania skokéw czyli nieggtosci w

kolejnych pochodnych uggia belki.

9

M J® — skok obcizenia liniowo
M zmiennego

‘ q
J/ J? — skok obcizenia
X rownomiernie rozimnego

P
J./ J® — skok sity poprzecznej
il M
N
. J? — skok momentu zgingego
przequk

. JY — skok kta ugkcia belki

X

(przegub)

J9 — utrata cigtosci belki
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Skomentowé nalery przypadek pierwszy i ostatni. Pierwsz])(/s) trudno uzné na klasyczny
przypadek nieagtosci funkcji, raczej naley go hczy z préky uwzgkdnienia przyrostu
obcigzenia liniowo zmiennego od pewnego miejsca na bals&gtni z§, JO , Wyskpuje
raczej rzadko, np. przy nierdbwnomiernym osiadarodgor. Zarowno sam skok, jak i jego
wartas¢ w danym wezle na belce, &a dalej oznaczane symbolem :

Jw , gdzie (k) — rad pochodnej, w ktdrej wysbuje utrata cigtosci.

Sposob na uwzegtinienie skoku w pochodnej odpowiedniegeduz k (k = 0,1,...5 bedzie
polegat na opisaniu pochodnej w okolicgzala x;, w ktorym 6w skok wysjpuje za pomag
zerojedynkowej funkcjHeaviside'aprzeskalowanej przez wagtotego skoku. W ten sposéb
przy rozwijaniu w danym wle w szereg Taylora odpowiednich wartai funkcji
wystepujacych w operatorze phicowym lkgdzie mana uwzgédnic skaiczom réznice w
wartasci pochodnej po obu stronackxia.

Przedstawiony pownej algorytm dotyczy tak jak poprzednio problemunzgiia belek.

ALGORYTM TECHNIKI MRS WYZSZEGO RZDU PRZY RGZNYCH STOPNIACH
NIECIAGLOSCI FUNKCJI UGECIA ZGINANEJ BELKI

Rozpatrzmy konfiguragjweztow jak na rys. poukj. W wezle centralnym(i) mog wystapic¢

wszystkie przypadki nieagtosci rozwiazania zaprezentowane na pgikn rozdziatu.

= (M
P
L h 2 h h 2 h )y

—1 \ I+1
—— — * * * —
5

Wi*l

W W -

dg
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operator ranicowy dla problemu ugcia belek :
Lw, = h_12 (Wi, =20 +w,y)

zapis k-tej pochodnej rozvezania z niecigtoscia w wezle centralnym operatora :
W (%) = W, () + 3% H (x =)
gdzie :
0, dlax<x
H(x-x)= % dlax=x funkcjaHeaviside'a
1 dlax>x

rozwinigcie operatordw; w szeregraylora:

4 hk
DD —w+R,
| &K
F 4 k _ZVVI

k=0

Lw =

0

[w® +3%] +R,,

=

po zbilansowaniu :
Lw, = f; +A; +R
gdzie poszczegolne sktadniki vm@ rozpisa nastpujaco :

fi =w' R =0

A = 2 +‘]—(1)+1J(2) +1hgo s Lpagy o+ Lpzge
on? h 2 6 12 ' 24
J@ =AH znana wart&¢ osiadania podpory
JO = Ag skok kta ugiecia — dodatkowa niewiadoma
J (2 :& kok L. .,
= skok momentu zgingiego— znana wart@
JO = % skok sity poprzecznejznana wartg
J® = S skok obaizenia ckgtego— znana wart@
EJ

Teraz, w o0golnym przypadku dopuszezgm wystpowanie wszystkich

nieciagtosci w funkcji ugicia, czton korekcyjny sktadagsbprocz znanych z poprzedniego

rozdzialu wartéci pochodnych wyszego rzdu (tu Ill i IV) takze z wartdci skokow

odpowiednich pochodnych w rozeanym wezle. Wszystkie z nich, w przypadku zadaelek

zginanych s znane ja z poziomu statyki rozwanego problemu uggia belki, natomiast w

przypadku wysfpowania niecigtosci katowe] wartd¢ skoku kta ugkcia belki w wezle z
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przegubem naky traktowa jako dodatkow niewiadoma do uktadu réwna, gdyz nie jest
ona znana'priori. Wystipienie przegubu zwalnia jeden zeadw kinematycznych, dlatego
tez dysponuje s dodatkowym rOéwnaniem pozwadaym na jednoznaczne wyznaczenie
oprocz wztowych wartdci ugie¢ rowniez wartasci niecagtosci katowej. Podobnie sprawa
ma sé z niewiadomymi hiperstatycznymi w przypadku kouktji statycznie
niewyznaczalnych, o ktérych mowadzie w rozdziale 6.

Podany wyej algorytm dla belekdalzie zilustrowany na kilku prostych przyktadach.

Przyktad 4.1
Belka taka jak w poprzednich przyktadach abona jest si skupiora.

P

W o W2

W1

| |

sformutowanie problemu brzegowego :

d2 M (X)

L(X) = WW(X) = f(X) f(x)=- O<x<2
gdzie :

1Px,Osst
M(x) = 2 w(0)=0 w(2)=0

%mz—mJ<xsz

dyskretyzacja rénicowa :
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w,=0 w,=0 - warunkibrzegow
Lw :liz(w0 -2w+ W) - operator

rozwiagzanie klasyczne :

1 1 PI 1PI®
(W —2W +wW,) == — o w ==
7 (o~ 20 ) =5 ' 4E)

W zadaniu tym nieggtos¢ wystepuje wlll pochodnej ugicia, wywotana jest obecitia sity

Lw, = f;

skupionej na belce. Rozkiad sity poprzecznej w imiolezta (1) mozna zapisé nastpujaco:
Q) OW" (x)+JI® xH(x-1)

gdzie :

H(x-1) — funkcjaHeaviside'a

J® — wartd¢ skoku trzeciej pochodnej

Po rozwingciu operatora rinicowego w szeregaylora:

Ix[w, =w, —Iw, +1|2W1“ _1|3W1'” +il4wl'v +R)]
1 2 6 24
Lw, == —2XW,

|2
1 1 L
1x[w, =W, +Iw, +§|2W1“ +E|3(W1|” +J(3))+z|4wl|v FR]

oraz po zbilansowaniu sktadnikéw otrzymujemy ppsjace wyraenie :

1 1
Lw, =w,' +E|J(3) +E|2W1|V =f, +4,

gdzie :
0 1 Pl N _
w, =f = Y] wartas¢ prawej strony
3O :ﬂ wartas¢ skokulll pochodnej ugicia
EJ
wY =q(x=1)=0 brak obcazenia cagtego
A, :%I J® + 12I 2w, :%% czton korekcyjny

Przy obliczaniu wartei IV pochodnej wykorzystany zostat fakt zerowania @ciazenia
ciagtego na belce. Poniewav rzeczywistéci czwarta pochodna ugiia okazuje s mie¢
post& delty Diraca (wymuszenie impulsowe wa#le (1)), nie mana jej sktadé z wartgci
pochodnycHI rzedu, tak jak w poprzednich przyktadach, gdpden wzor wielomianowy nie
jest w stanie oddapostaci tej pseudofunkcji. Innym poprawnym sposob® obliczenie

wartasci czwartej pochodnej jest jej dekompozycjada samych warkei funkciji :
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wooYem2whew  IPL L woodhw 1P, wo2Wr w 1P
0 2 ! 2 ! 2 !
I 2EJ I 2EJ I 2EJ

1, PI

(_}+1_f)7
v_W-2w vt o 'Ey g
T 12 B E )

Nalezy tez zaznaczy, ze gdyby belka byta dodatkowo tak ofp@na, ¥ czwarta pochodna
bylaby r&na od zera, to lick ja sposobem pierwszym naie nie uwzgédniac wptywu
obciazenia skupionego.

W ten oto spos6b okazujegsiz czton korekcyjny skupia w sobie wptyw jedynie veddi
skokulll pochodnej czyli sity poprzecznej na belce. Takomieuwzgédniona w poddgiu
klasycznym (niskiego kxlu) warté¢ skoku sity ma decyduage znaczenie na zgoditarzedu
doktadndci wyniku zIV rzedem aproksymacji.

Ostateczne rOéwnanie i rozyzianie r@nicowe :

Lw, = f,+A,
w-2w+w, 1Pl W = 1P
|2 3EJ Y BEJ

jest zgodne z wynikiem analitycznynedacym wielomianem rgdu trzeciego, dla ktorego

pominigta w rozwingciu resztaR = 0.

Przyktad 4.2
Belka swobodnie podparta obsbna momentem skupionym. Na belce zatw cztery

wezty, zrezygnowano ze symetrii rozwania, aby ugicie w srodku rozpgtosci nie byto

zerowe. W zadaniu wygtuje skok w drugiej pochodnej ggia — w momencie zgingym.

wl mMo
w0 1 SL/MA

W

L I | I
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sformutowanie zadania:

dz‘;"z f fo)=-MKX
dx

warunki brzegowe : w(0) =0 w3)=0

dla 0<sx<3l

L£(x) =

_MoX 42 0<x<2

moment zginaicy : M (X) = M
—2(x-3) dla 2<x<3
3 ( )

dyskretyzacja rinicowa :

1 1
Lo =5 (W20 W) W= (W-2w W) W=0 W= 0
f,=0 flzlﬂ fél):_zﬂ fo = _ 1M, f.=0

3EJ 3 EJ ? 3 EJ
W dyskretnych wartaiach funkcji prawej strony rozzéiono wartd¢ po stronie prawej i

lewej momentu skupionego przylmnego w wzle (2).

rozwiazanie niskiego rau :

W, —2w+w, _ 1 M,

Lw, = f;

> =
fO 4+ £ : 3EJ]
LWZ:% W —2w+w, 1 M,
12 6 EJ

W(lL) :_iMolz

18 EJ

W(ZL) :_EMolz

9 EBJ

korekta operatorow :

Lw, = w! +1—12IZV\/1V +R= f+A,

gdziee w' =0 R=0 stad A, =0
_1 I | 2) 1 2 —

L, =2l ++ 39) ¢ Pl + R= W +A,

) M 1M
dzie =0 =0 P=-0 stad A =-=—-0
J v 3 EJ > 2EJ
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rozwiazanie wyszego rzdu :

Lw, = f,+A, Wo_Z\Q’i"'V\é:EMo_,_O
fO 4 £ ! 3EJ
LWZ:%MZ Wo-2w+w, 1My 1M, _ 1M,
|2 6EJ 2EJ 3EJ
(H)__EMOIZ
! 9 EJ
(H)ZEMOIZ
> 9 EJ

Otrzymany wynik jestcisty w ramach czwartego ¢gdu aproksymacji oraz pokrywagsk

rozwigzaniem analitycznym.

Podany na poatku rozdziatu algorytm mama efektywnie wykorzystaw celu zapewnienia
tego samego edu aproksymacji (czwartego) nie tylko w obszarzetake na jego brzegu.
Jest to maliwe dzieki prostocie operatoréw #diczkowych wystpujacych w zadaniach z
belkami. Nie jest to wzadnym wypadku podggie ogolne (patrz : rozdziat 5), ale jedynie
préba stworzenia ogélnego algorytmu statyki belgianych przy petnym wykorzystaniu
mozliwosci ptynacych z maliwosci uwzgkdniania skokow w funkcji ugcia oraz jej
pochodnych. Zostan wyréznione dwa najegciej wyskpujace przypadki : petne

utwierdzenie oraz podparcie swobodne.

PELNE UTWIERDZENIE

-
X
wo—= 0
e “l|F
Y)W O W<><>’—/ 1 \/
fikcy jny P+ qh N
wezel
-
/ Ve P
NG 2

~ 2(P+ghd
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Pomyst polega na tym, aby przedyd symetrycznie fragment belki zuprzy
wsporniku wprowadzag jeden fikcyjny wzet (f) w takiej samej odlegkzi w jakiej] lezy
najblizszy wezet (1) wezta brzegowegd0). Wykorzystany jest tutaj fakt symetrii fikcyjnego
ugiecia belki w wezle (f) w stosunku do wzta (1) wynikajacy z dyskretyzacji (niskiego
rzedu) operatora rniczkowego na brzegu (na piergspochodn ugiecia) za pomog
operatora centralnego :

d2 M (X)

WW(X):f(x) , f(x)=- w0)=0 w'(0)=0

2h

| tak, zamiast poprawtaoperator ranicowy brzegowy, potraktujemy okolice wspornikagak
przewieszon belke swobodnie podpayt z odpowiednio dobranym olgeniem. Poprawie
ulegnie teraz ,klasyczny” operator na dgygpchodr postawiony w wzle (0).
Zbierapc reakcje do podpory swobodnej weike (0) dostaje si wartaé¢ 2(P+gh), ktora
potraktuje s¢ jako sik skupiom powodujca skok trzeciej pochodnej ugia (sity
poprzecznej) na podporze.
Tak wicc realizacja numeryczna jest taka sama jak w pemych przyktadach.
»,Nowy” operator rGnicowy na brzegu ma teraz pasta

1

Lw, :F(Wf — 2w, t W)

Rozwinicie operatora w szer@gayloraw wezle brzegowym(0) :

W, —hw} +1hzw(')' —lhsw(')” +ih4w(')v +R,
1 2 6 24
Lw, = - 2w,

h?
Wo_l_hW(I)_l_%hZ A += h3( I} +J(3))+21 h4W(I)V +R1

Lw, = W'|+6hJ(3)+ ! how WV =f,+4A, ,gdzie:

|| I MO
w, = f, =)
3o =-2 (P+qgh)
EJ
VA
° EJ
hJ(3)+ h2 Y =- —(—P+ q)

EJ 3
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Tak policzony wyraz korekcyjny dodany do prawepsir rownania rénicowego na brzegu,
uzupetniony o pozostate rownania zapewni w efekcistos¢ rozwiazania dla czwartego

rzedu aproksymacji w catym obszarze i na jego brzegu.

PODPARCIE SWOBODNE

w’= 0 P
Y)W //OM \/
w(x)

Sformutowanie problemu

d? M (X)

Fw(x)= f(X) f(x)=- x(O,L) w0)=0 w"'(0)=0

Dyskretyzacja warunkéw brzegowych
W, — 2w, + W,
h2

W przypadku podpory swobodnej fragment belki wrazjeg obchzeniem od wzta

w, =0 w, =0 w'= - W; =-w,

brzegowego(0) do pierwszego wzta w obszarze przediy¢ mozna antysymetrycznie ze
wzgledu na wstpna dyskretyzagj drugiej pochodnej na brzegu. Zerowanie siomentu
zginapcego na podporze (tzw. warunek brzegowy statyczngina bowiem potraktowa

jako dodatkowy warunek na brzegu obszaru mimojwnanie réniczkowe w obszarze jest
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rzedu pierwszego. Jest to dopuszczalne w przypadky, kgaieczne jest wprowadzenie
weztow fikcyjnych poza obszarem w celu podniesierg@loej liczby wzidéw do generacji

réwnaa roznicowych.

Operator ranicowy brzegowy :
w, —hw} +£hzw(')I -=h*w)' +—= h“W'V +R,
2 6 24
Gw, =— - 2w,
W, +hwj +%h2w + 6h3w“' +— h“(w"’ +I)+R
Gw, =w) + T hzw'V *oa h 219 =1,+4,

fO =0 Jé4) :ﬂ Wcl)v =

EJ
2
p = Lpewy s g - Lah
12 24 12 BEJ

Tym razem przy korekcie operatorazmicowego na brzegu uwzglnia s¢ w czlonie
korekcyjnym niezerow wartaéd¢ skoku obcizenia caglego, powstatego przez

antysymetryczny rozktad okxzienia na rozwzanym fragmencie belki.

Nowa dyskretyzacja warunku brzegowego w podpamenbs®dnym wygida nastpujaco :

W, =20, +W; _ 1 gh?

Gw, =f,+4, -

h? 12 EJ
— stara” dyskretyzacjafp=0) W = =W,
. 1 gh*
— > ,nowa” dyskretyzacja (0% 0) W, = —w, + 5E)

tatwo zauway¢, iz pocatkowa antysymetria, wynikaga ze starej dyskretyzacji (czyli
niskiego rzdu) ulegta korekcie, i fikcyjne ugtie w wezle (f) jest nieco mniejsze hijego
odpowiednik po stronie rzeczywistej belki — wahe (1) — wszystko w ramackcistosci dla
czwartego rzdu aproksymacji wielomianowej.

Powyzsze rozwaania mana wykorzystd w dziedzinie statyki belek sptystych oraz w
innych prostych problemach brzegowych. W bardzigjanych zadaniach nalg opracowa
osobny schemat podeja wyzszego rzdu dla operatorow brzegowych. Stanowi to tematyk
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linia przerywana — petna antysymetria

linia ciagta — antysymetria+ korekta
~— ag ysy

nastpnego rozdzialu, natomiast wykorzystanie calego rapa obliczeniowego
uwzgkdniajacego skoki przedstawia rozdziat 6.

Na sam koniec jeszcze jeden przykiad : wykorzystatgorytmu dla podparcia swobodnego
dla belki z przyktadu 2.1. Tam nie udatle sizysk& ,najlepszego”,scistego wyniku przy
zastosowaniu operatora wgzego rzdu. Teraz mgna juz skutecznie poprawi operator

réznicowy na drug pochodia postawiony w wzle brzegowym.

Przyktad 4.3
Przypomnienie sformutowania problemu zadania zlgaedy 2.1 :

d? M

;f(x)zww(x)zf(x) f(x)= = O<x<2

M (X) =%qx(2| ~%) w0)=0 w()=0

Operator ranicowy picioweztowy miat nas¢pujaca postd :

Lw; = 12]|:12 (=W, 16w, — 30w, +16w,, —W,,)

warunek brzegowy :

1ql*
W, =W, +———— f=(f,f *
. Y B (f1 . F) *)

kolokacja w wezle srodkowym belki(2) :
—2w; 30w, _ 1gl? _
12° 2E) " 6 EJ
Ostateczne rozwzanie po podstawieniu do powszego wyraenia zans zwiazku (*) :

4
LPw =f - - -35d

4
wiv =2
24 EJ

okazuje st by¢ w koncu zgodne z wynikiem analitycznym.
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ROZDZIAL 5 :
DYSKRETYZACJA WARUNKOW BRZEGOWYCH

W rozdziale bdzie mowa o osobnym schemacie ppstvania w przypadku, gdy
konieczne jest wymuszenie odpowiedniegedtz aproksymacji wielomianowej na brzegu
obszaru . Jak dad pokazano pogpowanie dla operatoréw idicowych w obszarze, gdy ich
korekta sprowadzatacsido obliczenia cztonu korekcyjnego. Wyraz 6w mogfada sic z
pochodnych wyszego rzdu oraz z warteci skoku poszczegolnych pochodnych niewiadome;j
funkcji. Dla operatorow centralnych, symetrycznyarekta nie byta zwykle zbyt ugiliwa
do obliczania.

Uktadanie oraz poprawianie operatorowniaowych na brzegu rownigest maliwe
i w zasadzie konieczne, z tym zaste@iem, & cechuje je o wiele mniejsza doktadamiz w
przypadku operatoréw z wtiza obszaru. Proponowane padeg aproksymacji wiszego
rzedu operatorow brzegowych pokazuje jak totoi w sposdb najbardziej racjonalny, aby ich
korekta nie byta zbyt ugiliwva do wykonania a zarazem wykorzystywata algogytm

zaprezentowane w poprzednich rozdziatach. Roigepo raz pierwszy zaproponowano w [2].

W MRS maliwe sposoby dyskretyzacji operatoramiczkowego na brzegu to :

» dyskretyzacja jedynie za pompsamej wartéci funkcji we wretrzu obszaru — sposéb
najprostszy ale najbardziej prymitywny, gdgperatory rénicowe tak zbudowanes s
na ogoét mato doktadne,

» dyskretyzacja za pomgoperatora rznicowego bazucego, podobnie jak w MES, na
réznych stopniach swobody weatach — oprocz samych waéto funkcji takze na
pochodnych kierunkowych, np. normalnych do brzegartaiciach rozmaitych
operatoréw rénicowych etc.,

» dyskretyzacja za pomac operatorow rénicowych bazujcych na sztucznie
wprowadzonych, fikcyjnych wztach poza obszarem w celu uzyskania jak rijsae]
doktadndci dyskretyzacji brzegowej (porownywalnej 7 W obszarze) — sposoéb
najlepszy, ale tylko w niektorych typach zapga zadaniach stateczéw i dynamiki
nie polecany (wicej weztéw podnosi tzw. masukiadu),

* aproksymacja wiszego rzdu na brzegu obszaru — bamg na korekcie dowolnego

zastosowanego wc@dej operatora rinicowego brzegowego, tak aby byt écisty
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dla zat@onego rzdu aproksymacji wewgtrz obszaru, oraz aby wynik ostateczny byt

niezaleny od jakdci operatora rénicowego zastosowanego na brzegu obszaru.

Pierwsze trzy klasyczne sposoby zostaa soh skonfrontowane na wginym przykitadzie

zadania ugicia belki wspornikowej.

Przykiad 5.1

w{x)

S R —

Belka wspornikowa o diugoi 2| jest obcizona sih skupior przytazona na kacu

ANNANNSQNNN\N

wspornika. Na belce zatono trzy wezly. Nalezy zadanie rozwza¢ stosujc trzy rodzaje
dyskretyzacji operatora tniczkowego na brzegu.

d’w
dx?

70=9Y -ty um=-ﬂg§-dm 0<x<2

M(X) =& (x-2) w(0) =0 w'(@0) =0
operator raniczkowy na brzegu :
9(X) :iw(x) dla x=0

dx

sciste rozwazanie analityczne dla ugi we weztach :

_ 5P _ _8PI°

W = -
''6EJ ° 3EJ
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sposoby na uwzgtinienie warunku brzegowegw'(0) = 0 (wraz z pozostatymi rownaniami

réznicowymi, rozwizaniem niskiego kglu i poziomem kidu wzgkdnego w wztach) :

» operator ranicowy wprzéd (na pierwazpochodr) — najmniej doktadny! :

. W, — W,
WO=GWO=1I—°=O = w,=w,=0
. W, —2W, + W, P 3

WI:%:f1:_| = WZ:E_J

W, — W,
g, =—-—2%=1.0
Wl
W, —W.
£, =|—2—2/=0.625
W2

+ operator zbudowany nazdych stopniach swobody we#le brzegowym (v, w ) :

w' :—EV\{—EV\} +—2W
I h2 h h2 I'+1
2 2 2 Pl
W z‘l—ZWO‘I—V\}oJfI—zV\{: =27
W, —2W, + W, Pl
w'=20 =1 "2_-f=_"
' 12 =N
_PP
WiTEy g,=0.2
_gPP  =0125
° T EJ

* wprowadzenie wzta fikcyjnego(f) i iloraz centralny na brzegu :

W T W,
w, = =0 => w, =W
2l
W, = 2w, + W _, Pl
W(I)I"" |2 fO_2E_J
b Wy —2W W, Pl
! |2 N1
_PP
1T By £ =02
3 —
w, _3ﬂ €, =0.125
EJ
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Analizujac wyniki mazna tatwo stwierd, iz pierwsza dyskretyzacja zyciem mato
doktadnego operatoramdicowego wprzéd na pierwspochodn (interpolacja liniowa) data
niemake absurdalne wyniki w postaci zerowegoco w wezle (1). Pozostate sposoby s
o wiele lepsze, wynikigidentyczne z powodu zastosowania kwadratowej potacji przy
brzegu. Nie & one jednaksciste, tzn. pomingto niezerowe cztony wyszego rzdu. Ich
uwzgkdnienie ledzie maliwe dzicki opracowaniu ogélnego algorytmu korekty dowolnego

zastosowanego operatorami&owego na brzegu obszaru.

SFORMULOWANIE DYSKRETYZACJI WARUNKOW BRZEGOWYCH DLA
APROKSYMACJI WYZSZEGO RZDU

Rozwaany problem brzegowy :
Su=f w Q
Yu=g naoQ

4 — operator régniczkowy wewntrz obszaru (radu n-tegg
& — operator réniczkowy brzegowy

Procedura rozwania problemu wygta nasipujaco :
+ dyskretyzacja warunku brzegowego niskieggltz Yu, (dowolny sposéb) :
Gu, = Gu,
* rozwinigcie operatora rmicowegoGu, w szeredlayloraw wegztach brzegowych :
GU, = gy +A[Ug,U'y,...,ul™,ul™ L ulm]
« eliminacja pochodnych niskiegoedu na brzeguu,,u',,...,ul” przez aycie :
o warunku brzegowego4u, = g,
o réwnania réniczkowego (rzdu n-tegg w obszarze/u, = f,,
« zastpienie pochodnych wgzego rzdu na brzeguu{™”,...,u” przez pochodne w
wezle wewnrytrz obszaru (rozwircie w szereg) , np. :
U(l)” - U]|.” _ hujI-V U(I)V - UJI_V

* obliczenie pochodnych wgzego rzdu wewntrz obszaru :
o skfadanie operatorow (kompozycja formutmécowych),

o inne techniki (réniczkowanie réwnania w obszarzeultipoiny).
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W szczegolnéci mazna poda sposéb na aproksymacyyzszego rzdu na brzegu dla
przypadku jednowymiarowegdD) oraz dwuwymiarowegdp) — patrz rozdziat 9.
Zatozono dla skupienia uwagi konkretne postacie opadatadzniczkowych : petny drugi

rzad w obszarze oraz petny pierwszy na brzegu.

DYSKRETYZACJA WARUNKOW BRZEGOWYCH — PRZYPADEK 1D

wezet brzegowy

h h

Dany jest problem brzegowy 1D :

Lu(x)=f(x) dlaxdQ Q=(0,L)
“Gu(x) =g(x) dlaxdoQ

Niech :
u = 9,-aY,
juo:auo+bq)+ CL!: B N ° B
g@uo :a'u0+lBU(l): [oR dla x0Q g = fo_auo_bu;,

0 C

Z zapisania rownania tdiczkowania w obszarze i na brzeguzma wyznacz§ wartaci
pochodnych niskiego ¢du w wezle brzegowym. Pos#a one péniej do obliczania wartei
poprawki operatora.

Dyskretyzacja rénicowa warunkéw brzegowych (niskiegedz) :
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U, — U,
h

Gu, =au, +
Rozwinigcie operatora rficowego w szeregaylora:
1 1 1
Gy =au+fu+AG Yy e d h+— i B+ R gra,

Po eliminacji wartéci pochodnych niskich edéw (u', u" ) pozostaje obliczy wartdici

pochodnych wyszych rzdow (u",u"). Pierwszy etap to sprowadzenie pochodnych

brzegowych do pochodnych w obszarze agpasé¢ ich obliczenie znanymijusposobami.

rozwinigcie w szereg wzgtlem wezta (1) — najblizszego z obszaru :
W=d -hl, =Y
Ostateczna postaztonu korekcyjnego to :
AUy Uy Uy )=A(w, g fd Y )

Najwicksza zaleti proponowanego sposobu aproksymacji jest przemiesieczaru
sktadania operatoréw z brzegu doegivma obszaru, gdzie zazwyczaj dysponuje l®rdzo
doktadnymi centralnymi, czasem rowhaigsymetrycznymi operatorami zdicowymi, a ich

wartasci mog by¢ znane z pierwszego etapu zadania, czyli z rgzaviia niskiego rdu.

Podobny tok rozumowania maa przeprowadzi w 2D, cha tam liczba potrzebnych do
obliczenia pochodnych ggtkowych wzrasta niewspoétmiernie...

Przykiad 5.2
Zadanie z poprzedniego przyktadu zostanie powtomisviazane w trzech wariantach, ale

teraz z uyciem technik wyszego rzdu.
» operator wprzdd (interpolacja liniowa) :
rozwigzaniel etapu :

W =W

w, = Gw, = =0 = wl=w,=0

. - + 8
Wl:Wo 2|V2V1 WZ:flei\l] — W(ZL):E_IJ

korekta operatora (rozwitie w szereg / czton korekcyjny) :

W, = W,
N R S A |
W, =W, +lw, +§|2WO +E|3WO +Z‘rl4wc')v
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1 1, 1 ‘
Gw, =W, + = lw, + = 17w, +—1°w) =w, +A
V\{) 0 2 0 6 24 0 0

przy obliczaniu cztonu korekcyjnego postmo s¢ : réwnaniem brzegowymw')
oraz réwnaniem z obszaru zapisanym na brzegl),( natomiastw" , w" naley
najpierw ,przenié¢” do pierwszego wzta w obszarze, a potem zy@¢ z wartgci
drugich pochodnych :

Pl

1 1 1
A, ==lwy +=120) +=1W W, = 0 W, =f,=2—
°© 2% 6 % 24 ° 9o= EJ

ol = - =

||| — o V\}l 0_2%__£
=(w)' = 1 5

wY =(w')' = (l)I_ZV;)lI + W ZZ%_Z%"'O:O

| 2

2 2
p PP L Py o SPF
EJ 6 EJ 6 EJ
Czlon korekcyjny dla operatoramgicowego z obszaru - kolokacja vefle (1) —
zostat obliczony zgodnie z wcs‘m'ejszymi zasadami :
Alzilzwl'V :—1( —2w! +w, )_—( —_— P' +0)=C
12 12 12° EJ EJ

rozwigzaniell etapu :

oW W
WO

=f,+4,

W, —2
VV1” l\évl V\é — f +A
Zapewniono ten sam, czwartyatz aproksymacji na brzegu i w obszarze. Poniewa
rozwigzanie analityczne opisuje wielomian c¢drn trzeciego, otrzymany wynik

dyskretny jest wynikiendcistym :

Wow _ 5P e 5PP
| 6 EJ ' B6EJ
—W 2w + W _ﬂ+0 — W(H):gl:)_l3

|2 EJ > 3EJ

operator zbudowany naz‘ntiych stopniach swobody (interpolacja parapol

W =-— _W hz W,y
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rozwiazaniel etapu :

wW=-——w-——wW+—-—w= f=2— whb =
0 |2 0 I V\z) |2 V\i 0 EJ 1 EJ
W, —2W, + W, Pl PI®
w'=0 =1 TR f=_ L) —
1 |2 1 EJ W, 3 =
korekta operatora :
WO :WO
W) =W,

1 1 1
W, =W, + 1w +§|2WCI)I +EI‘°’WC')II +£I4WC')V

1 1
Lw, = w) +§|W(|)” +1—2|2W(|)V = f, +4,

Pochodne wiszego rzdu obliczane gsidentycznie jak w pierwszym przypadku.

rozwiazaniell etapu :

.2 2. .2

Wo '“_l_zwo_l_wo"'l_z\/\ﬂ: USEAY:
W z—""o‘zl‘;“l*""z: f+A,
f0:2ﬂ’ flziI AO:—}ﬂ Alzo
EJ EJ 3EJ
2, =3P
1> 3EJ
~2w +w, Pl
12 EJ

Ostateczne rozwzanie :

3

we =P8
6 EJ

v — 8PI"

> 3EJ

wezet fikcyjny + operator centralny (interpolacja gboh) :

operator ranicowy na brzegu :

_ W W
G = 2)

operatory ranicowe w obszarze :
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W — 2w, + W,
|2

_ Wo — 2w W

Lw, =

dyskretyzacja niskiego ¢du warunku brzegowego :
W — W,
2l

rozwiazaniel etapu :

w, = =0 = w, =W

W m2wtw Pl
Y ST - hT2g
V\/iI :—WO_Z\;\&-'-VVZ: fl:iI

| EJ

o P’

! EJ.
w® =3P

EJ

korekta operatora #icowego brzegowego :

W, + 1w, +1|2W(I)I +1I3W(')II +il4w(')v

Gy =" = X
2| W, _|W| +1|2W|| _1|3W||| +i|4W|V
0 0 2 0 6 0 0

Gw, =W(|) +%|2Wcl>“ =g, +4,
9, =0
=g

1] R || I\ IV Vv
w, =w —lw, wy =w

1l Il

- P

W' = )" :W2 Wo -__

l ( l) 1 2| 1 IIEJ

W = () = P ZER I 2o
P
W= W=
0 EJ 0

__1PP
° B6EJ

Powyze] powtdrzono wszystkie rachunki me¢ na celu obliczenie poprawki dla
operatora brzegowego.

38



korekta operatorow edicowych z obszaru :

Lw, = B = f, +4,
' 1
Ny =12 =0
0 12 0
LWOZZiI
EJ
_2 +
o = Mo T 2M

|2
1
B, = 1Pw =0

- Pl
EJ

Ostateczny uktad rowmato zestaw trzech rownhadznicowych : jedno rownanie dla

Lw,

operatora brzegowego i dwa dla operatorow z obszaru

rozwiazaniell etapu :

wW-w, _ 1PI°
Gw. = +A 2l 6 EJ
W = 0o '0 W, —2W0+W1 P
LWO: fO+AO I—ZZZE
Lw, = f, +4, Wo—2w +w, _, Pl
|2 EJ
1PPP
Wy =W +o—— *) 3
3EJ Wt =5 P
M) =
W, +W1=2ﬂ 6 E‘l
BJ v - 8PI"
2
_2W1+W2:E_IJ 3 EJ

Najciekawszy wydaje siby¢ zwiazek (*) pokazujcy ,nowa”’ zaleznos¢ miedzy
ugieciem wezta (1) a jego fikcyjnym odpowiednikier(f). Absolutna réwnge miedzy
nimi (a wkc i symetria) wynikaty tylko z dyskretyzacji niske rzdu. Po
uwzgkdnieniu wyrazow wgszego rzdu rOwnagé oraz symetria zostaty zaburzone.
Teraz warté¢ fikcyjnego ugecia bgdzie s¢ znacznie réni¢, w zalenosci od wartgci

trzeciej pochodnej na brzegu. Ogolniezma ten fakt zapisa zilustrowa rysunkiem
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_}ls i

(H)

(L)
Wr
Wi

linia przerywana - petna symetria (niskadzdyskretyzacji - I1)

linia ciagta — symetria + korekta (vitgzy rad dyskretyzacji - 1V)

ROZDZIAL 6 :
TECHNIKA WY ZSZEGO RZEDU DLA STATYKI BELEK SPR EZYSTYCH

Rozdziat jest prop uogolnienia rozwzen zawartych w poprzednich rozdziatach dla
dowolnych zada z dziedziny podstawowych zagadiidotyczcych belek sgrzystych [7].
Przedstawione algorytmy si do otrzymywania rozwgzan (np. uge¢ belek) scistych w
ramach zalponego czwartego stopnia aproksymacji wielomianoyajej podlega linia
ugiecia belki. Zadania maa podziek na kilka grup :

e Zadania statyki belek : w przypadku obaienia belek co najwye] obchzeniem
statym (lub w przypadku symetrii operatorazmitowego obcizeniem liniowo
zmiennym) maliwe jest otrzymywanie wynikow dyskretnych pokrywajych s¢ z
rozwigzaniem analitycznym (réwniewielomianowym); dzieje gitak wtedy i tylko
wtedy gdy zostan uwzgkdnione wszystkie czynniki wplywage na posta linii
ugiecia belki : oprocz rodzaju okzienia take niecagtosci w kolejnych pochodnych
funkcji ugiecia oraz postacie warunkéw brzegowych (tzn. swobopadparcie lub

utwierdzenie). W dziedzinie belek gpystych warto wyréni¢ :
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o belki statycznie wyznaczalne réwnania statyki pozwal@j jednoznacznie
wyznaczy rozkiad sit przekrojowych, niewiadomymia stylko ugiccia
weztowe,

o belki statycznie niewyznaczalneduwza liczba reakcji podpér powodujez i
rowniez prawa strona rowmaroznicowych zawiera w sobie niewiadome (ich
liczba to stopié statycznej niewyznaczalém uktadu), kacowy uktad réowna
algebraicznych oprécz ugi weztowych zawiera wic tez reakcje wgzow,

o belki przegubowe (gerberowskie)kazdy przegub determinuje dodatkew
niewiadoma w ukitadzie rowna jaka jest niecagtos¢ kata ugkcia w wezle z
przegubem.

Ze wzgkdu na typ warunkéw brzegowych ogma wyr&nic :

o belki swobodnie podpartedyskretyzacja warunkow brzegowych na ogét nie
przysparza trudrigi, dodatkowy statyczny warunek brzegowy (zsryjsk
moment zginajcy w podporze) mana wykorzysta przy wprowadzeniu
dodatkowych wziéw poza obszarem dokomaj wstpnej antysymetryzaciji
fragmentu belki; potem nalg skorygowa operator ranicowy brzegowy przy
uzyciu techniki wliczania skokow do cztonu korekcygue

0 belki utwierdzone (wsporniki) warunek brzegowy - zergy sk kat ugiccia
we wsporniku (pierwsza pochodna ¢ma) - musi by zdyskretyzowany
niezalenie od operatorow edicowych w obszarze; jest kilka rdovosci z
uzyciem kilku typéw aproksymacji przy brzegu, mma te przedhiy¢
fragment belki przy wsporniku symetrycznie wprowajde wezet fikcyjny a
nastpnie skorygowé operator ranicowy z obszaru postawiony na brzegu
przy wykorzystaniu teorii dotyazej skokow.

Zadania stateczndéci i dynamiki belek : chocia aproksymowane jest pole
przemieszcze (linia ugkcia belki), to wielkdciami szukanymi najeZciej s
odpowiednio : sita krytyczna i egtas¢ drgar (wkasnych khdz wymuszonych). Ugcia
sciste belek w tych typach zaflao ile w ogdle istni@j, opisane § najczsciej za
pomoa kombinacji funkcji trygonometrycznych, tak ¢gi uzyskanie rezultatu
scistego przy pomociRSjest niemaliwe, ale uwzgtdnienie jak najwikszej liczby
czynnikdw (skoki, warunki brzegowe) w czionie korgjaym maoe spowodowa
zblizenie s¢ do wartdci analitycznych zzadamy dokladndcia w ramach czwartego
rzedu aproksymacii linii ugicia belki.
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Warto te nadmient, iz w przypadku zada w dziedziny statyki belek gzty jest sens
generowda jedynie w miejscach ,newralgicznych”, tj. na podpch, w przegubach, w
miejscach przylpenia obcizen skupionych itp. Dalsze zwkszanie liczby wziéw na ogét

nie mazadnego sensu, o ile7przy pierwszej, najrzadszej dyskretyzacji obszgraymano

wynik  $cisty. Natomiast ilé¢ weztow w przypadku drugiego typu zada
(stateczné&t/dynamika) kdzie miata kluczowe znaczenie przy ustalaniu §ak&oncowego

wyniku.

Przy probie ogolnego sformutowania zadania wykderys podejcie ClebschaPolega ono
na dodawaniu kolejnych cztondéw do rouirgit przekrojowych wzdta osi belki. Symbol +”
na dole przy nawiasie oznaczaprzyrost danej wielkici rozpoczyna sidopiero od miejsca

okreslonego przez argument, natomiast witee] miata ona wart 0.

OGOLNE SFORMULOWANIE MRS WY.SZEGO RZDU DLA BELEK

MC >

@ \l/ @
qg P P 7
J

Rn

sformutowanie problemu :

¥ 0|W—f(x) F0=-M® g2 0<x<l

+ warunki brzegowe :w(0) =0, ..., w(L) =0; w'(0)=0, ..., w'(L) &.
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Na belce o diugei L wprowadzonan+1 weztdw, w kazdym z nich maliwy jest przyrost,
zmiana khdz punkt przytlaenia obcizenia. Zatlaono rownie dowolm krotnas¢ statycznej
niewyznaczalnéci oraz dowoln liczbe przegubow, ale przy umowiez ibelka jest
geometrycznie niezmienna. Siatkgzhdw jest regularna, o rozstawie wielkos¢ rozstawu
determinuje najmniejsza odlegéomiedzy punktami na belce z olgeniem, podpear badz

przegubem.

Rozktad sit przekrojowych w dowolnymii-tym wezle przedstawiajrownania :
n-1 n-1 n-1 n h

M; =_M0+ZR]'(Xi _Xj)+ _ZPJ()(I _Xj)+ _ZM]‘ H (% _Xj)_ij—lh[(xi _Xj)+ +§] -M,
i=0 i=0 i=0 j=1

n-=

Q :sz H (% _Xj)_z_:Pj H(x _Xj)_ij—th(Xi _Xj)
= j=0 j=1

1
j=0

q :ij—lH (X| _Xj)
j=1

Aa :iAaj

j=1
gdzie :

H — funkcjaHeaviside’a

x—a dla x>a
(x-a), =
0 dla x<a

Sformutowanie uzupetnione jegiwnaniami statyki :

YY=-¥R+3R+3q,h=0
i=0 j=0 j=1

n n n h n
2 Mg =M+ R X, =3 P x +>d,h(x -§)+Z'V'; M, =0
j=1 j=0 j=1 j=0
+ réwnania na przegub ( prawa lub lewa strond) = (vezty przegubowe )

(1.(p) =
z M(k) =0

1 etap : rozwizanie klasyczne (rozwianie niskiego rauw™)

lw=f , i=0..n - w"

2 etap : rozwizanie wyszego rzduw™

Lw = f,+4, , i=0..n - w
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=29 1o thge s LG Lee
h 2 6 12 EBJ 24

J9 = Ag skok kta ugiecia — dodatkowa niewiadoma

J@="1i  skok momentu zgingjego— znana wart@
EJ

J® = I(E?‘IJ skok sity poprzecznejznana wart

g@ =4 Kok obaizenia ci L
EJ skok obaizenia chgtego— znana warta

W dalszej kolejnéci zostam przedstawione przyktady ilustage praktyczne
stosowanie powiszych algorytméw. Pierwszy przyklad dotyczy utwimydej belki
przegubowej, z jednym przegubem, na razie jeszt¢ag/cgnie wyznaczalnej. W tym
przyktadzie pokazano szczegotowoacptocedug korekty operatorow tmicowych, hcznie
z petnymi rozwingciami w szeredraylora w przyktadach piniejszych ¢ czes¢ pominkto,

skupiapc sk na kaicowej postaci czton6w korekcyjnych.

Przykiad 6.1
Belka wspornikowa przegubowa statycznie wyznaczalna

-

pDrzegub

Y
sformutowanie problemu :
F(x) = ‘:;‘;V= f0 f0=-MO G2 0<x<2
gdzie :
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—lq(x+l)2 0O<x<|
M(x) = 2 T w0 =w(@2)=0 w0 =0
0,l<x<2
dyskretyzacja rénicowa :
« warunki brzegowe W, =0 w, =0 wy=0=w; =w

1
« operaor Lw, :|_2(VVi—1_2W +W,;)

rozwiagzanie klasyczn®RS(niskiego rzdu) :

_ 1 1gI* _1ql”
Lw, = f, = (W, —2w, +w,) = SE] " wh ==2_

rozwinigcie operatoréw rinicowych w szere@ayloraw weztach(0) i (1) :

(*) W0_|W(I) +1|2W(|)| _1|3 III 1|4 IV+R
1 2 6
LW0:|—2 —2W0
W0+|W(I) ;|2 II | ( III +J(§3))+21 4 IV +R1
i dalej :

1 1
Lw, = w) +EIJ(§3) +EI2W(')V = f, +4,

gdzie :

Jés):—zq_l le :i A0:1|J(S)+i|zww ——lq_lz

EJ ° EJ 6 ° 12 °  4E]

Latwo zauwayc¢, iz przy korekcie operatorazyto sposobu ze symetrycznym przediniem

fragmentu przy wsporniku (,0d ¢zta do wezta”) opisanego w rozdziale 5.

(**) 1 Wl_IW:: +%|2Wil _%l‘?;will 4 4 IV RO
LW1=| —2W
W +|(W +J(l))+ |2 II |3 III 2_:I-4-|4(W::V_'_J:L(4))_'_R2
co daje
®
LW1=J++W{' +112I2W'V =120 =1+,
gdzie :
2

Jl(l):Aa' W1'V:O 31(4):1 AI:}Ag+il

EJ | 24 EJ

W powyzszym rozwingciu operatora rinicowego zapisano kompletne rozwiie wartgci

w, wzgledem wezta (1) az do wyrazu czwartego ¢du wiacznie mimo, ¥ ze wsgpnej analizy
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statycznej konstrukcji wynikaziczes¢ belki po stronie prawej przegubu zachowuje jak
mechanizm — wykonuje ruch sztywny (przesaig, obrét) ze wzgdu na fakt zerowaniaesi
momentu zginajcego. Pozwala to upsoi¢ rozwiniecie w szereg na prawo octmva (1) :

w, =w, +1(w +JP)+0

Oczywiscie wynik kaicowy tkedzie identyczny. Warto zwrdéeijednak uwag na fakt, & gdy
znana jesta'priori postdg (wtedy zazwyczaj wielomianowa) rozygania mana to

wykorzysta& przy rozwingciu w szereg — znacznie ugodto obliczenia.

Koncowy uktad réwna przybiera wec posté :
(*) [Lwy = fo+4,
() [Lw = f, +4,

Obydwie wartdci to wyniki sciste. Tylko bowiem przycistej analitycznej wartei zmiany

kata w przegubie mdiwe jest uzyskanigécistej wart@ci ugiccia.

2w _1g® 19
12 2EJ 4EJ2
_ﬂ:}Aa.{.il
12 24 EJ
2w _1g”
12 4EJ ,
2w 1y, 19”
| | 24 EJ
1qgl*
wh =9
8 EJ
__74qP
24 EJ
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Przyktad 6.2
Przyktad prawie identyczny jak wg. Zamiast obaienia ciagtego na belce jest sita
skupiona.

P

pDrzegub

Sformutowanie problemu :

L __M(®X)
W= F9=-—2

w0)=0 w(@) =0 w()=0

Réwnania statyki :

Y Y=-R+P-R,=0
D> M =My =Pl +2R,| =0
> MP=RI=0
pozwalaj na obliczenie wartmi wszystkich reakcji wizow :
R, =P
M, =PI
R,=0

rébwnanie momentu zgingjego :
M(X) = =M, +Ryx=P(x=1), =P[x~I—=(x~-1),]

M (x) = P(x-1),xO(@O,1)
(X)_{ 0,x0(,2)
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rownanie sity poprzeczne;j :

QX)=R,—-PH(x-I)=P[1-H(x-1)]

_(P,xO(@l)
Q(X)_{O,XD(I,ZI)

Na belce brak jest olgienia cagtego (q(x) =0), wystpuje jedna nieagtos¢ katowa (4a,).

Dyskretyzacja rénicowa :

W, =0 w,=0 wW,=0=>w, =w,

Lw =5 (W, =20 +w,,)

Etapl : rozwiagzanie niskiego rdu :

1 PI 1PI?
Lw, = f, l—z(wf —2W0+W1):E—J - wdh =25
Etapll : rozwiazanie wysokiego kxlu :
1 1Pl
Lw, = f,+A, A 138 = | —)=—-Z—
0 0 0 0o~ 6 ( ) 3 EJ
®
L= f+0, A=t +lpgp=fa, 1P
| 6 e 6 EJ
ostateczne rozwtanie :
2w, Pl 1Pl _2PI o _ 1P
—_ e  —— = - Wl =
1? EJ 3EJ 3EJ . 3 EJ
2w, Aa _1 PI 5 PJ?
-t Aoa=———
I | " 6EJ 6 EJ
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Przyktad 6.3

Belka swobodnie podparta statycznie niewyznaczalna.

W
/ el |

0 1 c 3 4
o X
A A
S — wl — w3
we

sformutowanie problemu :

d? _ __M(X
Fw(x)— f(X) f(x)= =

2l

w(0) = w(2) = w(dl) =0

Podparcie swobodne wymusza jedynie narzucenie etowartgci weztowych ugec,

natomiast statyczna niewyznaczdkhao(jednokrotna) wymaga wprowadzenia dodatkowej

niewiadomej (tu wybrano : waié reakcji w podporze w wtle (4)). Przy dyskretyzacii

wykorzystano te symetre zadania.

warunki brzegowe : Wo =W, =W, =0
warunki symetrii : Wy =W,
niewiadome : w,R, =R

Z warunkow statyki wynikaj zwiazki :

R, =R
R, =4ql - 2R

a wartéci weztowe momentu zginagego wynosz :

M,=M, =0
1

M, =M, =1 (2R-d)

M, =21(R-ql)
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dyskretyzacja operatoréwmdiczkowych :
1 .
LVVI :|_2(VVi—1 _2VV| +Vvi+1) = 1'2

Etapl : rozwigzanie niskieqgo rdu :

-2w, _I(q/-2R) WO ziq_l“

Lw, = f, |2 2EJ 1 "B EJ
|_W2:f2 2W1:2|(CI|—R) R=§q|
|2 EJ 6

cztony korekcyjne — poprawki wgzego rzdu operatorow :

:i]zi
Y12 EJ
11 1,9 _ 11
A =—=—(4gl-2R)+—1>——=—_—_(4R-T7q|l
2 6EJ(q )12 EJ 12EJ( ah

Etapll : rozwigzanie wyszeqo rzdu :

-2w, _ (79l -12R)
LVV].:f1+A1 |2 - 12EJ
Lw, = f,+4, | 2w _1(@79l-20R)
|2 12EJ
ww = 1a”
12 EJ
3
R=—ql
40|

Ponownie otrzymano wynikiciste. Poréwnujc te wartdci z wynikiem z etapu pierwszego
mozna zauway¢ lepsza doktadndé reakcji w etapie pierwszymnsamego ugcia. Wartaé
ugiccia w etapie drugim (czyli wargé scista) zmalata dwukrotnie, podczas gdy ws&tto
reakcji zmienita si ,jedynie” 0 11%.
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Przyktad 6.4
Nalezy rozwigzat przy pomocyMRSwyzszego rzdu zadanie wyboczenia stupalera.

f 0 1

We Wo Wi
4 WX

sformutowanie problemu (statecZdalinearyzowana) :

2
0= w = foow) | Foow)=—MEW ooy
dx E
gdzie :
M (x,w) =—P(f —w)
w(@0)=0 w'(0)=0
wartasé scista sity krytycznej (sitdeulera) :
1 w’EJ EJ
== =2.467 —
E o4 2 |2
Etapl : rozwiazanie klasyczmsMRS
| W, — W
w, =Gw, = 3 =0 = w,=w,
W, —2W, + W, W —W, 2 P
W”: f 0 l:P al (o] WS - :O
0 |2 EJ 1(|2 EJ)
EJ
P= 2|—2
s=‘P_PE x100%= 18.9%
E
Etapll : rozwiazanieMRSwyzszeqo rzdu
LW :WII +i|2WIV :WII +i(w“ _2WII +WII)
0 0 12 0 0 12 f 0 1
I :E P(w, — W)

1 5
Lw, =w' +=(0-2w +0)==w
0o 0 12( b +0) 6 ° 6 EJ
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W, — 2w, +W, 5P

=——W,
|2 6EJ '
2 5P
W(5-=—=-)=0
1(|2 6EJ)
p:l_;%:ZAO% =P Felii00m= 2.70%
E

Jak wid&, zastosowanie tylko w dziedzinie belek metddiRS wyzszego rzdu mae by

dosy szerokie, wyniki ostateczne &iste kadz bliskie scistym.

ROZDZIAL 7 :
PODEJSCIE MULTIPOINT

Jedn z najprostszych technik wszego rzdu w MRS oraz wBMRSjest technika
polegajca na rozbudowie prawej strony rovinadznicowych do kombinacji liniowych
znanych wartgci funkcji wysepujacych w wygciowym réwnaniu raniczkowym w obszarze
badZz tez na brzegu. Nosi ona nagwnultipoint i jest niezwykle skuteczna w przypadku
prostych operatorow #diczkowych. Informacje wprowadzone do prawych stréwna
réznicowych podnosgrzad lokalnej aproksymaciji, jakeze stanowd dodatkowe znane stopnie
swobody w wztach, na ktérych budowany jest operatomiéowy. Z tym,ze te nowe stopnie
swobody musz odpowiadé wprost operatorowi tmiczkowemu wysipujacemu w obszarze.
Ich eliminacja (zagpienie wartéciami funkcji prawej strony) i przeniesienie naosty prang
rozbudowuje rownania #icowe do postaci kombinaciji liniowej waéto weztowych (strona
lewa rowna réznicowych) i wartéci funkcji prawej strony (strona prawa rowa

Klasyczna kolokacja edicowa :

S =Ly = ayu; =
]

1)

Klasyczna kolokacjaultipoint:
Su =Ly = au =D B f,
j i

Poszukiwanie wspétczynnikéw siglych po obu stronach réwnania ieo by
ktopotliwe, zwlaszcza przy kilku typach operatorgdnicowych (w metodzie bezsiatkowej),
zachodzi te konieczné¢ rozwiazywania uktadu rownatak aby nowy operator bytisty dla
rzedu aproksymacj2n. Zatazenie liniowaci operatora réniczkowego w podégiu multipoint

wymuszone jest przez fakt; musi s¢ da¢ odseparowa od siebie wspétczynniki liczbowe
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wystepujace osobno przy warfoiach wztowych (niewiadome pierwotne) oraz przy

wartasciach (znanych) funkcji prawej strony.

Przyktad 7.1

746 -

0 1 2
h h

g —

Klasyczny przyktad (Collatz, [6]) na wyprowadzeniermuty multipoint dla operatora
réznicowego na drug pochodl zbudowanego na trzechembach. Zataono czwarty rad
interpolacji wielomianowej, dlatego #edofagczono dwa dodatkowe stopnie swobody w

weztach skrajnych, zwzane z wartécia operatora riniczkowego w tych wztach.

w'(X)= f(X  réwnanie réniczkowe w obszarze
w' = Lw = aw+ bw+ cw+ dW+ ely zala’ona postaoperatora rénicowego

Wspétczynniki liczbowea, b, c, d, ezostan znalezione klasycarmetod, generacji wzoréw
réznicowych : metod wspotczynnikbw nieoznaczonych, bagaj na rozwingciu kazdego

wspotczynnika funkcyjnego operatora w szefaglorawokot wezta centralneg@l) :

1 1 1

w,=w-hw+=HwW-=RW += AW +...

b= wmhu S =2 A 1

W, =W
1 1 1

w,=w+hw+=HwW+= AW +— AW +..

y w5 42 A 1

m:M-hM+%ﬁw+m

M=M+hﬁ+%ﬁw+m

Kazde z powyszych rozwing¢ wymagato zatrzymania wyrazowz alo czwartego rgdu
wiacznie; jest to konsekwengjprzyjtego rzdu interpolacji (V). Pké¢ nieznanych
wspoétczynnikbw wymaga ptiu niezalenych rowna algebraicznych. Tworzy &ije
nastpujaco : mnay si¢ kazde rozwingcie przez odpowiadagy mu wspoétczynnik, tj.
pierwsze przeza, drugie przezb itd., a nasfpnie dodaje stronami grupigj wyrazy stajce

przy odpowiednich pochodnych co prowadzi do psrej relacji :
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w =aw+bw+cw+ diy+ ely= W a b)e - ha fe
+w1”(5h2a+—1 ot dt o+ q\'}(——l ﬁa—é he hd he

+W h4a+ h4c+ Hd+ H
l(24 24 P

Aby zachodzita powjsza rowneéc, Wspé’fczynniki stajce przy odpowiednich pochodnych po
stronie lewej (operator #diczkowy) i prawej (operator gdicowy) musza by¢ sobie réwne.
Zapisanie tych réwrizi prowadzi do ostatecznego uktadu rowiaégebraicznych :

at+b+c=0

—ha+ hc=0

1h2a+—1 Hc+ d+ e=1
2 2

~Lrva+Ltic- ho+ he=o
6 6

ih“a+ h“c+— 13 d+— He0
24 24

Po jego rozwizaniu otrzymuje giwartasci wspoétczynnikow :

61
5h
p=-21
5h
d=e=—i
10

a operator rfnicowy wyghda nas{pujaco :

~|-Wl—— (W 2w+ V\é)——(V\é W)

5h?
Kolokack w wezle (1) Lw,=f  mana rozpisd podstawiagc jednoczénie

wh="f, , w=f,:

5h2(W 20+ W) - —(f+f)-f1,

co prowadzi do ostatecznej formutwltipointdla tego zadania :

1 1
F(WO_Z\N.L-'- %)21_2( f,+10f,+ f,)

Cechy oméwionego powgj klasycznego pod&jia multipointsa nast¢pujace :
» zapewnieniescistosci wyniku dla zateonego rzdu aproksymacji wielomianowej
(2n),
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* rozbudowa prawej strony réwmardznicowych zamiast modyfikacji macierzy

wspotczynnikdéw wzordw rinicowych,

» efektywnd¢ podegcia jedynie dla prostych liniowych operatorowmiowych,

e koniecznd¢ generacji nowych wzorow #zaicowych bazujcych na wekszej liczbie

stopni swobody (w tym : konieczfiorozwiazywania wegkszych uktadow réwng,

» brak maliwosci uwzgkdnienia niecigtosci rozwiazania w postaci skokow.

Proponowane w pracy, nowe podeg typumultipoint opiera st na korekcie wyjciowego
operatora rgnicowego nie poprzez doktadanie nowych stopni swiglon uktadu rowna (na

poziomie generacji wzorow tdicowych), ale poprzez uwzginienie cztonéw wgszego

rzedu tak aby jak&: aproksymacji byta niezatea od jakéci operatora ranicowego. Jako

cztony wyzszego rzdu rozumie si oprocz wartéci pochodnych tate cztony wynikaice ze

skokow w funkcji lub/i jej pochodnych. Algorytm ptepowania pokazany jest paej :

Dany problem brzegowyiD,2D) :
Su=f w Q
Yu=g naoQ

£ , % — liniowe operatory raniczkowe (odpowiednio : w obszarze i na jego brzegu

Cel : naley zapewnt scistos¢ wyniku dla aproksymacji wielomianowejgau 2n

do dyskretyzacji liniowych operatoréwzadicowych

generacja operatoréwmdicowych i ich rozwingcie w szereJaylora, std :
Lu, = Zu, +A,(czlony wyszegazedup R, = f, +A, + R,

rozwiniecie operatoréw riniczkowych w wztach gwiazdy w szerebaylora:

i=1...m

Su, = LUy +hLuy +%h2fu(')' +éh3fu(')” +.=f,

eliminacja pochodnychy wyzszego rzdu w celu otrzymania formuty kolokacjiultipoint:
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Zj:aij“j :Zj:ﬁij f

kombinacja wartéci funkcji = kombinacja warti prawej strony

Tak sformutowane zadanieultipoint nie wymaga kadorazowe] generacji operatora z
uwzgkdnieniem dodatkowych stopni swobody wezkach, mae by efektywnie uyte w

podegciach wyzszego rzdu zaréwno w problemadtD jak i 2D.

Przyktad 7.2
Zadanie poprzednie (z przyktadu 7.1) zostanie rgzavie nowym wariantem metody

multipoint gdzie charakterystyczna formuta zostanie wyprawad na etapie korekty

operatora rgnicowego.

w' (X)= f(X¥ réwnanie réniczkowe
w' = Lw = h—lz(V\{J -2w+w) klasyczny operator zdicowy (niski rad)
Rozwinkcie w szereg operatorazaricowego :

Lw, =w,' +1—12|2W1|V +R =f +4,

Rozwiniccie w szereg operatorowzgiczkowych :

1
7 — =l I} 2,0V —_
Wy =Wy =W, —lw +§I w' +R =f,

1
7 — =l 1] 2,0V —
SN, =W, =W, +lw +§I W +R, =1,

Il 20V — 20V o
2w, +Hlwt =21 Hlw) =+ o,

wV = fo_2f1+ fz

1 |2
_1
A, —E(fo_2f1+ f,)
Ostateczna formutanultipoint:
1 _1
I_Z(Wo — 2w, + W) —E(fo +10f, + f;)
jest identyczna z otrzymarw przykfadzie 7.1, a wymagata o wiele mniejszegdtadu

obliczen, zwtaszcza rozwizywanie dodatkowego dago uktadu rownanie byto konieczne.
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Wzory r&nicowe, jak wiadomo, magby¢ otrzymywane rownie na drodze aproksymaciji
(wyniki mog sie rézni¢, ale sposob konstrukcji wzoréw jest podobny). Twicc w
przypadku, kiedy liczba gztéw gwiazdy jest o wiele wksza nk to wymaga rzd scistosci
wielomianowej 2n) formuta multipoint maze by generowana za pompctechniki
aproksymacjiMWLS Eliminacja pochodnych wgzego rzdu odbywa si podobnie poprzez
rozwijanie w szere@aylorawartacsci operatorow réniczkowych w wgztach gwiazdy.

Warto podkrélié, iz :

e podobnie jak w ogdlnym sformutowaniu aproksymacjyzszego rzdu pochodne
rzedow wyzszych nk 2n s3 pomijane podczas gdy pochodnedaz nizszego lub
rownego 2n s3 zachowane w cztonie korekcyjnym,

» podczas obliczania pochodnych asyego rzdu dopuszczalna jest kombinacja
podegcia multipoint, sktadania operatoréw orazzréiczkowania rownania z obszaru,

* mimo iz rozwaana byta aproksymacja wielomianowaigta dla rozwizan gtadkich)
takze uwzgkdniane mog by¢ niechagtosci dowolnego rzdu poprzez wliczanie
odpowiednich cztonow skoku do rozwgoia w szereg, tak jak to bylo pokazane w
poprzednich rozdziatach.

Na koniec zostan przedstawione zadania z dziedziny belek z zastas®m poddgcia

multipointprzy korekcie operatoraigicowego.

Przykiad 7.3
BELKA SWOBODNIE PODPARTA — PODRLIE MULTIPOINT

W o W e

W1
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Sformulowanie zadania :

f(X):%W(x): f  f(0=-MO

O<x< 2

M (X) =%qx(2| “%)  w0)=0 w@)=0

Dyskretyzacja operatora :

W, — 2w, + W,

Sy = Lw, = 2

Poniewa jest to jedyny operator zdicowy wystpujacy w zadaniu, mina skorzysta z
wynikow z przyktady 7.2, gdzie wyprowadzona zostalstateczna formuta kolokacji

multipointdla tego operatora
1 1
|_2(W0 —2w, +W2) —E(fo +1Of1 + fz)

Po podstawieniu warfoi funkcji fi otrzymuje s} ostateczne rozwzanie :

f, =0
_1q°
T2 E)
f,=0
5 ql*
17 24E)

Jest toscisty wynik analityczny, sposéb jego otrzymaniaeagl porbwna ze sposobami

rozwigzywania zada 1.1 — 2.1.

Przyktad 7.4
BELKA WSPORNIKOWA — PODESCIE MULTIPOINT

MNP

NN

58



Sformulowanie zadania :

2

;f(x):%w(x): £(x) f(x)=—% 0<x<2

M) =P(x-21) w(0)=0 w(0)=0

Dyskretyzacje rénicowe operatorow (obszar, brzeg) wraz z przypisankorekt, :

owp =Y =g, a,=ig L+ Lrwy
- +
i,Wl:WO 2|V2vl % _Alzfl ’Alzl_lzlzwllv

Rozwinicie operatorow réniczkowych w wybranych eztach obszaru

* wzgledem wezta (0) :
= = ()= )+l 21w R = 1,
Swy =wy = (wy = fo)+ 2wy +21°w) +R, =1,
o wzgledem wezta (1) :

1
— il =\l ]l 2.0V —
IWy =W, =w, —lw +§| w' +R =f,

1
e | Y || 1] 2.0,V —
SW, =W, =W, +lw +§| W +R, =1,

Otrzymane formuhmultipointdla pochodnych wiszego rzdu :

W' =L (=3f +4f,- 1)
2

wY =L (f —2f +1,)

o — 0 1 2

12
Wllv :%(f0—2f1+ f,)

Ostateczne rGwnania i rozyzianie :

Wo—W, _ |
1| O:Z(7fo+6f1_f2)
Wo = 204 +W, =1_12(f0+10f1+ f,)

| 2

_5PP
W, =——
6 EJ

8 PI°

W, =——-
3 EJ
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Uwaga : powysze zadanie nima te rozwiagzac w sposoOb wykorzystagy wprowadzone w
poprzednich rozdziatach metody aproksymacjizseggo rzdu na brzegu obszaru. Oznacza
to sprowadzenie wszystkich pochodnych zegaego rzdu wystpujacych w korekcie
operatora brzegowego do pochodnych wswm obszaru, gdzie ich ztenie ze znanych
wartasci jest juz bardzo proste.

Sprowadzenie pochodnych z brzegu daéw z obszaru :

w'o=w"' —lw wy =w

Ztozenie pochodnych w obszarze :

Il _
W' = (w)" = W, . Wo _ f22| fo

wy —2w' +wy  f —-2f + f,
E E

MV = (MI )II -

Formutymultipointdla pochodnych wiszego rzdu :
w :_3fo+4f1_f2 wV = fo_2f1+f2

° 2 N
W||| _ fz_fo W|V - f0_2f1+ f2

t2 ' |2
Formuty multipointdla czionéw korekcyjnych :

|
A, :Z(7fo+6f1_ f,)

1
Alzﬁ(fo_2f1+ f,)

Formuty multipointdla rowna réznicowych :
W~ Wo
I

ORI 2 (1, +10f,+ 1)

Celem niniejszego rozdziatlu jest pokazanie zasawkcdjonowania najstarszego

|
go+ﬂ(7fo+6f1_ fz)

historycznie podégia wyzszego rzdu w MRS, idealnego w prostych problemach
brzegowych, gdzie wymagany stofiaproksymacji uzyskiwany jest poprzez wprowadzenie
kombinacji liniowej do klasycznej formuty kolokacjidéznicowej. Nowe sformutowanie
multipoint zaktada rozbudog prawej strony réwna réznicowych na etapie korekty
operatoréw rénicowych przy dowolnej iléci weztdw gwiazdy. Naley rowniez zaznaczy
dogodnaé¢ sformutowania do celéw implementacji komputerowd. przyszigci warto

zwrécié baczniejsz uwag; na ten kierunek analizy.
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ROZDZIAL 8 :
APROKSYMACJA WY ZSZEGO RZEDU W WERSJI BEZSIATKOWEJ MRS

Tematyka poprzednich rozdziatdw miata na celu wyardzenie pajcia aproksymacji
wyzszego rzdu, podkrélenie jej zalet w sformutowaniach brzegowych a zeak
zasygnalizowanie miejsc wygtowania najpowaniejszych problemoéw z gizwiazanych.
Testowanie przestawionych algorytmow przeprowadzamnszeregu przyktadow z dziedziny
belek jako jednego z naje#tszych zastosowiaMRS w zagadnieniach brzegowyclD.
Jednak w powszechnynryciu funkcjonuje bezsiatkowa werdjRS bazujca na dowolnie
nieregularnym rozktadzie etéw. Oznacza to,zi przy wprowadzaniu siatki gztow do
obszaru nie nadaje jejesjakies z gory narzuconej konfiguracji, tak imog one lee¢
zupetnie dowolnie. Opracowane podstawy teoretyqouefcia bezsiatkoweMRS (BMRS
znalez¢ mazna w [1]. Obecnie naky skupt sie na problemie wprowadzenia do algorytmu
BMRStechniki aproksymacji waszego rzdu.

Szczegl6lne  zastosowanieBMRS odnalazta w zadaniach  brzegowych
dwuwymiarowych 2D), natomiast na obecnym etapie pracy technikisaggo rzdu zostan
przetestowane jedynie na problemach brzegowighw celu skonfrontowania z wynikami
zada z poprzednich rozdziatow.

Jednymi z najbardziej charakterystycznych @&IRS punktami algorytmu &
generacje siatki gztow oraz wzorow rgnicowych. Podczas generacji siatkizZdw korzysta
Si¢ z pogcia gstasci siatki oraz z mechanizmu zwanego generatoretii gigpu Liszki [6].
Problem generacji zostanie w pracy portyiako niezwiazany bezpgérednio z przedmiotem
opracowania. We wszystkich sformutowaniach i datbzyprzyktadach zalmno gotow
dyskretyzagj obszaru. Natomiast generacja wzorowniéowych odbywa simetod MWLS
produkupca komplet wzoréw rénicowych dla pochodnych odpowiadeych operatorom
rézniczkowym wysgpujacym w sformutowaniu problemu. Viliaa rzecz jest problem doboru
weztow do gwiazd rénicowych, bowiem w przypadkBMRSodrzuca si zatazenie jednolitej
konfiguracji weztow dla kadej gwiazdy z obszaru, tak jak to byto w klasyc2d&S Razne
typy gwiazd ranicowych wynikag z niejednolitego rozktadu ¢ztéw, zwtaszcza w okolicach
brzegu obszaru. Do przypisanigazlom gwiazd shiaa rozmaite kryteria, najegciej 1 nimi

kryterium krzya lub kryterium gsiadowVoronoi

W przypadku zadabrzegowychlD obowhzujace przy doborze gztéw do gwiazd

bedzie kryterium zwizane z potgeniem danego gzta. Naley wyrozni¢ trzy rodzaje stref
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dla siatki weztow 1D : skrajna, przedskrajna or&dkowa. Od razu trzebazeaznaczy, iz
generacja wzorow edicowych dotyczy bedzie wszystkichweztéw, zarbwno z obszaru jak i
brzegowych. Ma to na celu catlkowicie uniezalé proponowane pod&ie od wymogu
istnienia znanych wargoi $cistych funkcji kadz jej pochodnych np. na brzegu. Mima, i
kolokacja w sformutowaniu lokalnym problemu odbysia zazwyczaj w wztach obszaru to
znajoma@¢ wartasci pochodnych niskiego ¢du jest niezbdna do péniejszych obliczé
pochodnych wyszego rzdu z obszaru.

Niech dany bhdzie problem brzegowy poprzez sformutowanie lokalne

Sw=f w Q
Pw=g na 0Q

co dla zada z dziedziny belek m@ wyghdat nastpujaco :
d2

__M®X
o (X) = = dla xO(OL)

WX ) =w, wix, ) =w, w,w, 0@O,L)

Dyskretyzacja rénicowa obszaru i warunkéw brzegowychwprowadzenie wztéw do

obszaru (dowolne odgiy), numeracja, dyskretyzacja warunkéw brzegowych.

W zadaniacHLD zaktada si stopier lokalnej aproksymacjp = 2. Pochodne wiszego rzdu
naleey ztozy¢ wykorzystupc schematy rinicowe wygenerowane za pomodIWLS
Proponowana klasyfikacjaamow do gwiazd rénicowych zaktada maksymalnie dwazty
z kazdej strony wzia centralnego aby uniké ,rozchwiania” operatora w jednym z

kierunkow.

Generacja kompletu wzoréwzdicowych( w',w'" )

1.Kryteria przynalenosci weztow do gwiazd :
o strefa skrajna (4 wzty)
o strefa przedskrajna ( 4eaty )

o strefasrodkowa (5 wziow )

Sposéb przypisaniaqatdéw do gwiazd rénicowych obrazuje posszy rysunek :
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) Dw3

-
j Q-
L AR
o
o~

® * ®
||
2.AproksymacjaMWLS
a) strefa skrajna
_ 1 -
1 ~h2
h i
P=|1 h+h, %(hl+h2)2 macierz interpolantow
1
L oh+hrhy S(h+h, +h)’

1 1 1

W = diag((hl)3 h+h)e (h+h, h3)3) macierz wagowa (diagonalna)

B = (P'W?P)™"P'W? macierz wzoréw rinicowych

Dw=Bw komplet przyblionych wartéci pochodnych (dla belek DW'={vv' W })

operatory ranicowe dla belek :

3
I —
Wo = Zaiwi =a,W, +aw, +a,w,
i=0

3
no_ - —
Wo = LWo - Zﬁ.W. - ,BoWo + 181W1 +,82W2
i=0
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b) strefa przedskrajna

1 -h oK
P=j1 h oK
1 h+h Z(h+h)y

) 1 1 1
Ay ) (hr )
B = (P'W2P)P'W?

w=d

Dw'= Bw

operatory réznicowe dla belek

3
I —
W ~ZaiW =AW ta WA Wt a W,
i=0

3
W = Lw =) Bw=Bw+ B w+ B, W+ B W
i=0

c) strefasrodkowa

1 _h—z - h—l E (h—1+ ri]—z)2
1
1 -h, E hz—l
P= 1
1 I‘\+1 E I‘]2+1
1 2
1 I‘\+1+h+2 E(h+1+ h+2)
W = diag(——— t 1 1

Chamh Chy (hy (et Ry
B = (P'W2P)* P'W?

Dw'= Bw
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operatory ranicowe dla belek :

n

I —
W ajo SO Wt a Wt WHG WG oW,

4
=0

Il

VVlll

4
Lw :zﬁj W =B oW+ Wt B Wt B Wt LW,
i=0

| etap rozwizania : rozwizanie r@nicowe niskiego rdu (p = 2)

Lw =f i=0..,n dlabelek) Bw =f i=0,..,n

I I
i=0
+ uwzgkdnienie warunkéw podparcia daje rozmanie niskiego ru w®

Obliczenie poprawek wagzego rzdu

=0 i=0,..,n m=345 (ilos¢ weztow gwiazdy r@nicowej)

rozwinigcie w szered aylorawyrazow w,,w,,...,w, gwiazdy do wyraz@p = 4 wtacznie
Lw, =sw +A, +R dlabelek 'w =w' +A" +R  L™w =w" +A") +R
A, - czton korekcyjny (wyrazy kdulll i 1V oraz wyrazy skoku)

R - reszta (kdd obckcia wyrazow szeregtliaylora)
dla belek znana jest ogdlna pdstatonu korekcyjnego :

A=A (hw" wY,30,3@ 39 3@)

pochodne wyszych rzdow — obliczanie tylko poprzez sktadanie operatoréw

(V\/il )II = iajwl!l
Wim — jr:no
w')' =Y Aw,

VViIV - (VVi“ )II - iﬂj W;I

wyrazu skokow :

J@=Aw-  skok funkgcji ugicia belki

J® =Ay ~  niecagtosé kata ugkcia (raznica katdw w przegubie)

JA :I\él—‘; ~  skok momentu zgingjego
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J skok sity poprzecznej

©-2 _
EJ

J® = % — skok obeizenia cihgtego

ostateczna posiaztonu korekcyjnego :

o =0,(h Y Bw, > aw! ,Ay,M,,Q,q;,EJ)
j=0 i=0

Poniewa na tym etapie zadania wszystkie poprawkizsaych rzdow liczone byty jedynie
przy pomocy wartéci pochodnych riszych rzdow uzyskanych po rozezaniu etapul
zadania, to nalsgy liczy¢ sig z faktem, & nie @ to wartdci sciste czyli odpowiadage temu
rzedowi aproksymacji. Aby przybty¢ sie do wymaganych warfci, naleey wprowadzé
procedug iteracyjry polegagca na cyklicznym poprawianiu wago pochodnych wszystkich
rzedow (, I, Ill, 1IV) na podstawie warfoi czionéw korekcyjnych obliczonych w
poprzednim etapie iteracji. Jako wadbwskpne przyjmuje s wartagci z pierwszego etapu

obliczen.

Algorytm procedury iteracyjnej (doktadne liczeniechodnych)

Punkt startowy proceduryk$0) :
1. rozwiazanie niskiego rgu : w™
2. wartdsci pochodnych niskich edow : (W' )@ =w' (W) (w")@ =w" (w®)
3. wartdci pochodnych wyszych radow : (w" )@ =w" (w®™)  (w")@ =w" (w™)
4. wartcici cztonow korekcyjnych :(A)@ = AL (w®™)  (A")© =A" (w®)
Posté k-tego cyklu iteracyjnego K=1,2,..) :
1. k-te wartasci pochodnych niskich edow :
(W)™® = ()P = (A
(WII )(k) = (WII )(k—l) _ (A(-” ))(k—l)
2. k-te wartagci pochodnych wgszych radow :
(WIII )(k) = [(WII )(k)]l |ub (WIII )(k) - [(WI )(k)] 1]
(WIV )(k) - [(WII )(k)]ll
3. k-te wartaci cztondéw korekcyjnych :
(A(-l))(k) - A(-l)[(VV-“I )(k) , (WIV )(k)]
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(A(-“ ))(k) — A(»” )[(WIII )(k) , (WIV )(k)]
Kryteria przerwania iteracji : kontrola zimosci wynikow
tempa zbienaosci dla poszczegdblnych pochodnych oznaczone zggko :

W ) ™ — (w)®|

g :§

W) ® ‘ doktadné¢ dla pierwszej pochodnejv'
¥ =§(Wi“ )(:\;:”;((k\)lvi” )(k)§ doktadné¢ dla drugiej pochodnejw!'
g = (W’ )((k;j”_)((k\)’vim )" doktadné¢ dla trzeciej pochodnejn,"
g = ” )((k\;\i)lv_)((k\),\lilv )" doktadnéé¢ dla czwartej pochodnejy;

natomiast dane z gory dokladwodla powy:szych pochodnych jaka(',‘op ,gdziek =1, II, 11,
IV, i=0,..,n
warunek przerwania iteracjig < &,

Il etap zadania : rozedanie wyszego rzdu

ostateczny uktad rowmaoznicowych :
Lw, = f, +4A, 1=0..n

+ uwzgkdnienie warunkéw podparcia daje roamanie niskiego rgu w

Ostateczny wynik rinicowy jestscisty w ramach zalmnego rzdu aproksymacji o ile
przeprowadzona zostata procedura iteracyjna w ¢aku najdoktadniejszego obliczenia
wartasci pochodnych rozwizania : zaréwno niskiego jak i wgzego rzdu. Iteracje w punktu
widzenia implementacji komputerowej nig sciazliwe gdyz nie wymagaj rozwiazywania
uktadu rowna algebraicznych a jedynie naprzemiennego obliczamigtcici pochodnych i
cztonbéw korekcyjnych. Zastosowanie sktadania opeést w obszarze oraz procedury
iteracyjnej pozwolito na catkowite uniezafeenie s¢ od zapisywania dodatkowych rowna
w obszarze (np. naemach brzegowych) oraz na jego brzegu, ale giphwie wydtuzyto
czas obliczé. Jednak jest to de udogodnienie w punktu widzenia algorytmizacji i
automatyzacji catego procesu.

Podsumowujc powyzszy rozdziat warto wynotowapodstawowe rinice pome¢dzy wersgy

klasyczrma MRS a jej wersj bezsiatkow BMRS:
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* brak wymogu regularrigi siatki; wezty, w dowolnej liczbie, maog by¢ dowolnie
roztozone w obszarze i na jego brzegu (co w przypadkd oznacza brak statego
modutu siatkih),

* generacja kompletu wzoréw mdicowych w kadym wezle (zaréwno obszaru jak i
jego brzegu) za pomadechniki aproksymacpWLS

* uniezalenienie s¢ od dodatkowych warunkéw brzegowych, pomaggih obliczé
pochodne funkcji na brzegu WRS wprowadzenie na brzegu dodatkowej
aproksymacji pozwalage] oszacowa wartasci okreslonych tam pochodnych a
nastpnie je poprawiaw wyniku dziatania procedury iteracyjnej.

Rozdziat niniejszy nie rozstrzyga oczyaie wszystkich zagadniezwiazanych z BMRS w
dziedzinie zada 1D. Jest jedynie pra@bzarysowania ogdlnego algorytmu pgmiwania w

przypadku, gdy wymagana jest petna automatyzadajajua aproksymacji wiszego rzdu.

Ponisszy przyktad prezentuje w bardzo wyczengyj sposob rozwazanie zadania uggia
belki swobodnie podparte] wegsjbezsiatkow MRS z uwyciem algorytmu pokazanego
powyzej. Wszystkie obliczenia prowadzone byly komputesawwykorzystaniem prototypu
programu opracowanego przez autora pracy. Zadamzwiazywane byto w chwili, gdy
funkcjonowato jeszcze kryterium przydziatu zkw operatorom rinicowym brzegowym,
wbrew temu, co podane bytlo w ogdélnym algorytmiea Dilajwekszej prostoty zadania
wprowadzono siatk o regularnych rozstawachemdw; wzory r@&nicowe byly generowane
metody MWLS, zastosowano proces iteracyjny w celu dokéapn obliczenia wartei

pochodnych funkcji ugkia.

Przykfad 8.1

Nalezy rozwiaza¢ belke swobodnie podpartpod obcizeniem cagtym q postugujc sk
wersp bezsiatkow MRS Wartgci pochodnych powinny ustabilizowasie na poziomie
doktadndci £ =0.00001

Przypomnienie sformutowania zadania :

£(X) = %W(x) = f(X) f(x)= _MX)

O0<x<2
M (%) =%qx(2| “%) w0)=0 w@)=0

Na belce prowadzono ¢ weztdw w réwnych rozstawach. Dzigki symetrii zadania liczba

niewiadomych ugi¢ redukuje sj do dwoch. Na rysunku potdj pokazano dyskretyzac
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wraz z selekg weztdbw do gwiazd rénicowych odpowiadagych kompletowi wzorow

réznicowych W' ,w' i =0,....2) w kazdym wezle potdwki belki.

v v v v v v v v vy o¥oa

0 1 2 3 4
. * ° ="
-1 |
" "3
v z
o /2 /2
U © O O
W, w =0 © O o)
W, w = O O © O o)

Odpowiadajce tej klasyfikacji wzory rénicowe § nastpujace :
o wezel(0):

| WO
{WOI }_{—3.0000 4.0000 - 1.000

= W
4.0000 -8.0000 4.000§(

2

2
w, |

o wezel(1):
WO
{w{l}_{—l.ozm 0.0811 0.9189 0.2070w,

| 3.7838 -7.3513 3.3513 0.21 AN,
W3

Ih2
w |

o wezel(2):

wyl | [-0.0294 -0.9412 0.0 0.9412 0.02{
| 02 32 -68 32 0.2

Il 2
W, |

bé wé I\JE b»aé oE
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Nastpnie przygto oznaczenia :.Lw, =w), Lw=w Lw= W

Rozwigzaniel etapu :

Kolokacja r&nicowa :

Lw, = f,
Lw, = f,
Lw, = f,

Komplet rowna roznicowych wyghda po dokonaniu agregacji oraz po uwdgieniu

warunkow symetrii w, =w, , W, = W, nastpujaco :

4 -8 4 W,
1 1ql®
—|3.7838 —7.1351 3.3518w, |=-———
| 8 EJ
0.2 6.4 -6.8|w,

Po uwzgédnieniu warunku podparciaw, =0 otrzymuje st rozwiazanial etapu :

W’ =0
4
W =0.15629
EJ
|4

W =0.22043
EJ

Obliczanie poprawek operatoréow :

Na podstawie rozwrzania z poprzedniego etapu zadania tworzy komplet wartéci
pochodnych niskich edlow wygenerowanych na pagku zadania. $ one jednoczaie

punktem startowym dla pierwszej iteracji :

1O = () YL) = ql’® O — [ V)= |2
(W) =(wp)" =0.4040 6 7= (4 ) 0.367(S'E_J

1\(0) — L — q|3 0) — 4dl L) — gﬁ
W)@ =w)" =0.2194— W = §’=-0.375
EJ EJ
2
W)@ = (W) =0 (W) =(w)" = —0.50%
Po rozwingciu w szereglaylora kazdego z tych operatoréw i sformutowaniu przepisu na

osobne cztony korekcyjne otrzymuje sryrazenia dla cztondw wiszego rzdu :
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1NO) — (faall YOV — ql YO0 — et (O q
(w5 )™ =((w6)™) =0.0942=7 ¢ = (4 Y = 0.468%

Iy (0) — NON. CI_| VO = (fl O — _ g
(w" ) =((w )Y 0-12175] W = 0-38875
(W) =(()7) =00 ()= ()7 = 08532

Latwo zauwayc¢, iz ich wartgci sa dalekie od doskonatych (§cistych analitycznych, jakich
maozna spodziewasie po zataonym rzdzie aproksymaciji). Zeli w tym miejscu rozwizano

by uktad réwna z etapull postugujc sk wyzej okr&lonymi poprawkami, to réwniesame

wartasci weztowe funkcji ugecia bytyby niedoktadne.

W tym celu zastosowano proces iteracyjny stacyujz wielkgci podanych wyej. Dla

osiagniecia wymaganej doktadsoi przeprowadzong = 134 cykle iteracji wewnrtrznych.

Ostateczny komplet waro pochodnych wygida nasgpujaco :
3 2
w =03204 W =-o00e68- W =- 11818 W = 1188
EJ EJ EJ EJ

1.181%
EJ

_ q|3 o |2 W |
w =0.2309"— - - 03750 - - 0.5918-
' EJ W EJ W EJ W
|2
w. =00 w =-050_ =00 W =1.1828
> A = W W %

Przyktadowo podano wara sciste dla pochodnych wile srodkowym(2) :

| — ql® | — |® m - y 9
(Wz)anal_0'33335 (V\é Lnal - 058E_J (\A! Qnal =0 (Vg Qnal _E_J

oraz poprawki kacowe dla operatora zdicowego na drugpochoda :

|2

2 2
A =-0418680 A = 00168 A, = 0.03d%
EJ EJ EJ

Rozwigzaniell etapu :

Ostateczny uktad réwna

e -8 4 Nw, o[ 0418
| 37838 -7.1351 3.3518w :—q—J 0.35
02 64 -68|w, 0.460

daje nasipujace rozwazania wyszego rzdu :
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wh =0
H) — q|4
w}? =0.1470%

4

w =0.20610
EJ

Ich $ciste odpowiedniki analityczne wynasz
4 4
(Wo)anal = O (Wl)anal = 0148% (V\é lnal = 0208%%

Dokladnaci wynikow nie g doskonate, ale satysfakcjoncg. W celu podniesienia precyzji
obliczen lub redukgiji liczy iteracji mgna stosowanp. techniki relaksacyjne.

Mimo iz powyzsze zadanie to jedno z najprostszych aagsatowych w analizie dyskretnej
belek, to jego rozwizanie r@nicowe technif aproksymacji wyszego rzdu w wersji
bezsiatkowe] pokazuje sitrozwaanego podégia, tkwiaca w nieustannym poprawianiu
operatorow rénicowych, tak aby wynik kicowy byt catkowicie niezalay od ich jakdci.
Wersja bezsiatkowa ma ,jedynie” za zadanie uog@Olpddefcie na zupetnie dowolny
problem brzegowy, co zostanie efektywnie wykorayst@rzy sformutowaniu podaja w

dziedzinie problemow brzegowycD.

ROZDZIAL 9 :
ROZWINI ECIE 2D PODEJSCIA WY ZSZEGO RZEDU

Wigkszag¢ powanych zada brzegowych to zadania dwuwymiarowe (lub nawet
trojwymiarowe). Dopiero tam na wastm zyskup wszystkie metody dyskretne, w tym zak
BMRS Szereg testow, jakie musby¢ wykonane aby przetestowaars metod pokaze w
jakim stopniu ta metoda oddaje analitygpost& rozwiazania zadania, o ile ona istnieje lub
tez czesciej stuzy do porownania wynikow z innych metod dyskretny@dh.rozdziale hdzie
mowa o0 ogoélnym sformutowaniu techniki aproksymaaejizszego rzdu w dziedzinie2D.
Sposob algorytmizacji jest identyczny jak ten zapre#owany w rozdziatach dotygz/ch
zada 1D, z tym ze podejcie klasyczneVIRS przestaje by efektywne. Najpowaniejszym
powodem jest ograniczenMRSptynace z wymogu regularoi siatki weztow, ktom cigzko
na ogét dopasowado obszaréw o nieregularnym ksztatcie brzegéw.tdgja te wersja
bezsiatkowa wydaje i by¢ jedynym stusznym nagdziem w analizie problemow
brzegowych2D.
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Pokazane zostanoddzielnie sformutowania aproksymacji isyego rzdu BMRS dla
operatorow z obszaru i operatorow brzegowych. Wdaly algorytmach zalmno z géry
gotowa juz wygenerowas Siatke weztbw oraz opisap topologe ukladu (podziat na
wielokaty Voronoi triangularyzacjaDelaunay klasyfikacja gwiazd rinicowych) — procesy
sterupce tymi etapami analizy zdicowej s opisane wyczerpago w [1]. Skupiono si na

generacji wzorow rinicowych oraz na ich korekcie — zachowaniu czioméuizszego rzdu.

Sformulowanieé2D dla operatoréw z obszaru :

Sformutowanie problemu brzegowego :

Lu(x, y)= f(xy) wobszarz@
Gu(x, y)=9(x )y nabrzegu obszad®

Niezaleznie od postaci operatorowzardiczkowych # oraz ¢ technilky aproksymacjMWLS

generuje s komplet wzorow rénicowych do okrdonego rzdu n. Generacje odbywaeiv

wezle centralnym (0) o wspoétrzdnych  u(x,, y,) = 4,. Wprowadza s nastpujace

oznaczenia :
e u(x,y)=y , i=12,3,...,N dane wart&ci funkcji u(x,y)w weztach obszaruN —
liczba weztow),

q=[u,...u,] wektor wartéci weztowych (n - liczba wztéw gwiazdy rénicowej),

A BLUTE L S

1 h ok JE bk . R

macierz lokalnych interpolantéw

m-'m

R ohk K .. Zg
2

N~

1h Kk

h=x-% , k=y- ¥,

w .. O
« W=|.. .. ..| diagonalna macierz wagowa,
0O ... w

m

PW P PW  dia mr=( ri1)( #2)
e B= 1 2 macierz wzorow rinicowych
P dla m=§( n+1)( n+ 2)

» Du'=Bg komplet pochodnych aproksymowanych
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e Du=Bqg+ e kompletscistych pochodnyche— blad aproksymacji rinicowej).
Po otrzymaniu wzorow edicowych naley stworzy za ich pomog wszystkie operatory
réznicowe odpowiadage operatorom tehiczkowym wysgpujacym w sformutowaniu
problemu. Nasgpnie buduje si (kolokacja) i rozwizuje uktad réwna roznicowych — co daje

w rezultacie rozwjzanie niskiego rdu u-.

Jego znajon&& pozwala na obliczenie wgtnych wartéci kompletu pochodnych niskiego
rzedu :

(DuY® =D'u®,

a rozwinkcie w szered aylorawyrazenia Du' pozwala okréli¢ post& poprawki wyszego
rzedu :

Du'=Du+e= Du+tA+ k.

A to macierz cztonow korekcyjnych skupiegq wyrazy wyszego rzdu (pochodne, skoki),
dla ktérych aproksymacja zdicowa jest rzdu 2n, natomiastR to bkdy obckcia wyrazéw
rzedu wyzszego ni 2n.

Na podstawie znajondoi powyzszych wielkdci oblicza s¢ wartdsci cztondw wyszego
rzedu (pochodne wiszych rzdéw dostaje siw wyniku skltadania operatorowzdicowych).
Symbolicznie zapisamaozna :

Du'=D(u',u") pochodne niskich ezdw,

A=A® u",U") wyrazy wyzszych rzdoéw (p = 0,...,4— wartéci skokéw mog miet
inng interpretaci niz w przypadku statyki belek).

u" ="'y lub I = ()
u" ="

gdzie u',u" ,U" i’ stanowi komplet wartéci pochodnych castkowych | ' (razem 14

wartasci).

Pierwsze oszacowanie cztonu korekcyjnego :
A = A((Du)") = Au)

W wyniku procesu iteracyjnegé € 1,2,3,..) :
(Du)® = (Du)*kD - AKD

@")® =d" (Du)*’)  (d")¥ = d" ((DW™)

AK = A(J(p) , (ulll )(k) , (UIV )(k)) ’
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dla ktérego wartéci startowe pochodz z pierwszego etapu obliaze(k=0 - (L)),
otrzymuje s¢ przy danych dokitadrciach ostateczne wakm kompletu pochodnych (niski i
wyzszy rzd). Rozwhzujac ten sam ukfad réwnhaco w | etapie obliczé (ale ze
zmodyfikowan, prawg strory) otrzymuije st ostatecznie rozwzanie wyszego rzdu : u™.,
Podstawowym utrudnieniem ¢dizie obliczanie diego zbioru warteci pochodnych
(zwhaszcza w porownaniu z zadaniabd, gdzie liczba wszystkich pochodnych wynosita 4).
Zachowanie struktury bezsiatkowej sformutowania vpalz w przyszigcei catkowicie

zautomatyzowa przedstawiony algorytm aproksymacji #ggzego rzdu BMRSw zadaniach
2D.

Sformulowanie 2D dla operatoréw brzegowych :

Dla skupienia uwagi operatoryadiczkowe w obszarze i na brzegedh miaty okreglone z
gory postacie tak jak to byto w przypadkD w rozdziale 5. Zapisane wegle brzegowym
(patrz : rysunek) wyghbaja nastpujaco :

LUy = aly +buy, +Cly, +duy, +ely,, +mu, = 1

DUy = au, + Buy, = auy + By, + By, = 9o

stad mazna obliczy dwie wartdci pochodnych niskich edow, np. :

Bowiem podobnie jak viD, niektére wartéci na brzegu pochodnychagstkowych mog byc

okreslone juz na etapie zapisania ha nim rownanizniézkowego : z obszaru i brzegowego.

Nalezy okresli¢ wskepna dyskretyzagj warunku brzegowego :
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4
Gl =D Woil;
i=0

ktéra po rozwingciu w szered ayloraprezentuje sinastpujaco :

Gu, = U, +A5(Ugyx Ugys  UgwoUosysUoyys  Ugsr-Uoyyy) TR=0g +4,

Wystepujace w cztonie korekcyjnym wiellégi beda pochodzé :

Ugy:Ug, Z rowna problemu zapisanych na brzegu'u, = f, oraz “u, =g,

0y

Ug s Ug U ze wzordw rénicowych

0,xx?~0,xy? ~0,yy

Ug ooy 2 FOZWINgCia w szered aylorawzgledem weztéw w obszarze

Ostatecznie czion korekcyjnyetizie zaleny od wartéci pochodnych niskiego ¢du na
brzegu oraz od warfoi pochodnych wiszego rzdu w obszarze.
Rozwinigccie pochodnych brzegowych wzdem weztow w obszarze :

uO,xxx = u3,xxx - h u3,xxxx - h u3,xxxy T h u3,yyyy Itd

Us 0 U beda znane z kompozycji formut #gicowych wewatrz obszaru.

4,yyyy

Ostateczna postaztonu korekcyjnego :

A = A(uy,...,u,, 0, f ’us,xxx’u4,yyyy) '

ROZDZIAL 10 :
KONCOWE UWAGI

W pracy zaprezentowano techgilaproksymacji wyszego rzdu zaréwno w klasycznej
Metodzie Rénic Skaiczonych MRSak i w Bezsiatkowej Metodzie Roc Skaczonych
BMRS Podstawowym zaf@niem przedstawionego poéiap byto catkowite uniezaimienie
koncowego wyniku dyskretnego od jadb uzytych operatoréw rénicowych — tak aby 6w
wynik byt scisty w ramach zalmnego rzdu aproksymacji wielomianowej. Stanowi to
najwicksza przewag podejcia nad istnigicym obecnie podé&giem defect correctionktore
wprowadzato do operatoréw nowezty (lub ogdlnie : stopnie swobody), ale nie poztal
otrzymywa& rozwiazan niezalenych od jakéci tych operatorow. W proponowanym
podejciu przygto ponadto umow iz jezeli klasyczny operator picowy byt rzdu n, to
wyniki koncowe mag by¢ sciste w ramach rdu 2n.

Konsekwengj przyjetego sposobu aproksymaciji jest rozayiwanie uktadow réwnao tych

samych macierzach wspotczynnikéw, gdwszystkie poprawki odnosze sé do danego
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operatora skumulowane sv prawej stronie rownaroznicowych. Na te poprawki sktadaty
sie wyrazy wy.szego rzdu, do ktérych nale, :

» pochodne wyszych redow (tj. n+1 — 2n),

» wyrazy skokéw w funkcji i jej pochodnych.
Pochodne wiszych rzdow naley znajdow& poprzez ich skltadanie z wasth pochodnych
rzedow nizszych — znanycha’priori badz tez z pierwszego etapu obliazeWbudowanie
skokéw w cztony korekcyjne pozwala odd@wniez post@ rozwiazania o rénych stopniach
gtadkasci.
Nadrzdnym celem pracy byto przetestowanie sformutowangtdorytméw na prostych
przyktadachlD z dziedziny ugi¢ belek. Otrzymywano w tym przypadkiciste wyniki
analityczne ze wzgtlu na fakt, # ugiecia @1 opisywane przez wielomiany. Pokazano, jak
stworzy¢ 0golm procedu¢ aproksymaciji wyszego rzdu MRS dla dowolnego zadania z
dziedziny statyki belek (belki przegubowe, statyezmiewyznaczalne etc.) a tak
rozwiagzano m.in. zadanie wyboczenia, ktore dla malejblcaveziéw dato wynik bliski
analitycznemu dzki uwzglednieniu wyrazow wyszego rzdu.
Nalezy tez zwréck uwag na opracowanie oddzielnego sposobu korekty op@nato
roznicowych brzegowych, co pozwolito efektywnie rozmywat zadania z bardziej
skomplikowan struktug warunkéw brzegowych.
Na koniec przedstawiono zupetnie nowe péclej multipoint bazuace na kombinacji
liniowej wartasci funkcji prawej strony wykorzystywanej na etagierekty operatorow i
majce wszystkie wiej omowione zalety podajia aproksymacji wiszego rzdu.
Powanym krokiem w kierunku petnej automatyzacji oblitas/to sformutowanie algorytmu
podegcia dla wersji bezsiatkow&MRS rdzniacej st od wers;ji klasycznej brakiem wymogu
regularndci siatki weztow, generag wzorow r@nicowych za pomagtechniki aproksymacji
MWLS oraz zupetnie dowolnpostaci rownania w obszarze i na jego brzegu. Ostatnihaec
rzutuje na sposéb skitadania cztonow korekcyjnydbryikch doktadne wartgi mog by¢
otrzymywane w wyniku zastosowania procedury itejragjy startugcej od rozwazania
klasycznego — niskiego ¢du. Bezsiatkowa wersja algorytmu byla pomostem dla
przeniesienia rozwan do dziedziny zada2D. Na obecnym etapie zadanie aproksymaciji
wyzszego rzdu dla probleméw brzegowycl2D zostato sformutowane, zaréwno dla

operatorow w obszarze jak i brzegowych.
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Jako kolejne kroki analizy przewiduje:si

[1]

[2]

[3]

[4]
[5]

[6]

[7]

rozwijanie techniki aproksymacji wgzego rzdu BMRS w dziedzinie zada
brzegowych2D (a p&niej takze 3D), testowanie podgjia na typowych zadaniach
benczmarkowych,

konfrontacja podégia z innymi technikami wiszego rzdu a take z technikami
adaptacyjnymi (zwtaszcza z adapiagjpu h),

zastosowanie podajia w zadaniach nieliniowyciiD, 2D),

zastosowanie podaja do analizy kidu a’posterioriw BMRS

implementagj komputerow stworzonych algorytmow.
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