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1 Motywa
ja

Naj
z�±
iej obe
nie stosowan¡ metod¡ do obli
zania interesuj¡
y
h projektanta wielko±
i, taki
h jak

ugi�
ia, siªy przekrojowe, napr�»enia, przemiesz
zenia jest Metoda Elementów Sko«
zony
h (MES).

Stanowi podstaw� algorytmów u»ywany
h w programa
h sªu»¡
y
h do projektowania konstruk
ji in-

»ynierski
h (np. Robot, Abaqus, Ansys, Catia, Altair HyperWorks i wiele inny
h). Poniewa» jednak

za wyniki obli
ze« odpowiada projektant korzystaj¡
y z oprogramowania, a nie programista, który

opra
owaª system, znajomo±¢ podstaw MES jest klu
zowa dla wªa±
iwego i bezpie
znego stosowania

kodów komer
yjny
h.

2 Aproksyma
ja MES

W MES stosowana jest aproksyma
ja za pomo
¡ spe
jalny
h funk
ji bazowy
h, zwany
h funk
jami

ksztaªtu.
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Dla funk
ji jednej zmiennej u : [a, b] ∋ x → u(x) ∈ R szukamy uh(x) ≈ u(x) w posta
i uh(x) =
α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x) + · · · + αnϕn(x), gdzie αi to nieznane parametry zwane stopniami swobody, a

ϕi(x) s¡ funk
jami ksztaªtu de�niowanymi za pomo
¡ elementów sko«
zony
h.

1. Dyskretyza
ja i liniowe, 
i¡gªe globalne funk
je ksztaªtu.
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Figure 1: Dyskretyza
ja za pomo
¡ 3 elementów oraz wykresy funk
ji ksztaªtu Lagrange'a stopnia 1 (s¡


i¡gªe i maj¡ maªe no±niki). Po
hodna w sensie klasy
znym nie wsz�dzie istnieje.

2. De�ni
ja stopni swobody

ϕi - wielomiany Lagrange'a, ϕi(xk) = δik ⇒ αi = uh(xi)
Je»eli αi = u(xi) to uh(x) jest interpolantem, takim »e uh(xi) = u(xi).

3. Pojedyn
zy element sko«
zony, algorytm obli
ze« element po elemen
ie

PSfrag repla
ements
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Figure 2: Lokalnie ponumerowane funk
je ksztaªtu ϕ1(x), ϕ2(x) elementu sko«
zonego o w�zªa
h x1, x2
(równie» z zastosowaniem numera
ji lokalnej).

4. Bª¡d aproksyma
ji

5. Aproksyma
ja Lagrange'a wy»szego stopnia
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6. Aproksyma
ja hierar
hi
zna wy»szego stopnia - ϕ1(x), ϕ2(x) liniowe, α3 minimalizuje ||u−uh||

7. Funk
je ksztaªtu: liniowo niezale»ne, jednozna
znie rozwi¡zywalne (unisolvent; wektory

ϕ1(X), ϕ2(X), . . . , ϕn(X) s¡ liniowo niezale»ne ∀X = (x1, x2, . . . , xn) : xi 6= xj dla i 6= j).

3 Sformuªowanie mo
ne zadania pr�ta w stanie jednoosiowym

Wprowadzenie do MES b�dzie przedstawione na przykªadzie mo»liwie prostego zadania modelowego

me
haniki jakim jest pr�t poddany dziaªaniu jedynie siª dziaªaj¡
y
h w kierunku jego osi.

Równa« opisuj¡
e jednoosiowy stan napr�»enia w pr�
ie 
zyli zadanie roz
i¡gania albo ±
iskania

pr�ta ªatwo wyprowadzi¢ korzystaj¡
 z zasady p�du (II zasady dynamiki Newtona) i nast�puj¡
y
h

zaªo»e«:

• pr�t jest w spo
zynku (statyka)

• przemiesz
zenia i odksztaª
enia s¡ maªe

• materiaª pr�ta jest spr�»ysty (stosujemy prawo Hooke'a)

• siªy mi�dzy
z¡ste
zkowe s¡ krótko zasi�gowe

• siªy obj�to±
iowe (masowe) s¡ 
i¡gªe

• AE=
onst, A - pole przekroju poprze
znego, E - moduª Younga

• istniej¡ drugie po
hodne rozwi¡zania w ka»dym punk
ie od
inka (0, l)
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Figure 3: Modelowe zadanie 1D. Pr�t w jednoosiowym stanie napr�»enia. Tylko siªa osiowa mo»e by¢

niezerowa. Pozostaªe siªy przekrojowe (momenty zginaj¡
e, skr�
aj¡
y i siªy poprze
zne) s¡ równe

zero. Przyjmijmy, »e o± "x" ukªadu wspóªrz�dny
h pokrywa si� z osi¡ pr�ta i za
zyna na lewym

ko«
u.

• pr�t nie ulega wybo
zeniu.

Przy taki
h zaªo»enia
h, dla pr�ta jak na rys. 3 przemiesz
zenia u(x) przekrojów pr�ta w kierunku

jego osi mo»na obli
zy¢ rozwi¡zuj¡
 nast�puj¡
e zagadnienie brzegowe (równanie ró»ni
zkowe i warunki

brzegowe)







−AEu′′ = q ∀x ∈ (0, l)
u(0) = 0
AEu′(l)n(l) = S

(1)

gdzie n(l) = 1, n(0) = −1, ob
i¡»enia q, S maj¡ znaki zgodne z przyj�tym ukªadem wspóªrz�dny
h.

Jest to sformuªowanie mo
ne, którego 
e
h¡ jest speªnianie w ka»dym punk
ie obszaru (dziedziny

funk
ji u 
zyli od
inka [0, l]) pewnego warunku.

4 Sformuªowania sªabe zadania pr�ta w stanie jednoosiowym

4.1 Sformuªowanie waria
yjne

Metoda elementów sko«
zony
h wymaga t.zw. sformuªowania sªabego. Poni»ej przedstawiona jest

kon
ep
ja przeksztaª
enia sformuªowania mo
nego w sªabe z pomini�
iem sz
zegóªów matematy-


zny
h.

Pomnó»my równanie ró»ni
zkowe (1)i obustronnie przez dowoln¡ 
i¡gª¡ funk
j� v(x)

− vAEu′′ = vq ∀v ∈ V (2)

Otrzymali±my w ten sposób nowe równanie albo ina
zej pewn¡ funk
j� zmiennej x przedstawion¡

na dwa sposoby: za pomo
¡ drugiej po
hodnej niewiadomej funk
ji u(x) (−vAEu′′) oraz za pomo
¡

ob
i¡»enia (vq). Zatem 
aªki ozna
zone w grani
a
h od 0 do l z wyra»e« po lewej i prawej stronie

równania (2) b�d¡ równe 
zyli

−

∫ l

0

vAEu′′ dx =

∫ l

0

vq dx ∀v ∈ V (3)

Po zastosowaniu 
aªkowania przez 
z�±
i do 
aªki po lewej stronie otrzymamy

∫ l

0

v′AEu′ dx− [v(l)AEu′(l)− v(0)AEu′(0)] =

∫ l

0

vq dx ∀v ∈ V (4)
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Funk
je v zwane funk
jami testowymi byªy do tej pory dowolnymi funk
jami 
i¡gªymi (elementy

V ). Je»eli ograni
zymy si� do funk
ji które maj¡ warto±¢ 0 dla x = 0 przeksztaª
enie ni
 nie stra
i

na ogólno±
i, gdy» ty
h spe
jalny
h funk
ji testowy
h jest w
i¡» niesko«
zenie wiele. Natomiast

warunek zerowania si� funk
ji testowej w miejs
u w którym rozwi¡zanie ma znan¡ warto±¢ na brzegu

(speªnia warunek kinematy
zny na podporze 
o w zapisie matematy
znym zazna
zamy pisz¡
, »e v
nale»y do przestrzeni V0) uprosz
za w istotny sposób sformuªowanie, które po uwzgl�dnieniu warunku

staty
znego (AEu′(l) = S) przyjmuje posta¢

Znale¹¢ u(x), u(0) = 0 takie, »e

∫ l

0

v′AEu′ dx =

∫ l

0

vq dx+ v(l)S ∀v ∈ V0 (5)

Zauwa»my, »e kinematy
zny warunek brzegowy zostaª przepisany (nazywa si� ina
zej podstawowym),

a staty
zny jest uwzgl�dniony po prawej stronie (st¡d nazwa naturalny). Sformuªowanie (5) jest

dobrze znan¡ z me
haniki zasad¡ pra
 wirtualny
h. Funk
je v ozna
zaj¡ przemiesz
zenia wirtu-

alne (
i¡gªe i zeruj¡
e si� na podpora
h), lewa strona tej zasady to pra
a siª wewn�trzny
h na

przemiesz
zenia
h wirtualny
h a wyra»enie po prawej stronie jest pra
¡ siª zewn�trzny
h na ty
h

przemiesz
zenia
h wirtualny
h. Jest to sformuªowanie sªabe, gdy» zasada (5) nie zakªada speªniania

pewny
h warunków w punkta
h. Jego podstawowe zalety to ni»szy stopie« po
hodnej z poszukiwanej

funk
ji i dobre podstawy matematy
zne. Ponadto, okazuje si�, »e zasada obowi¡zuje dla zmiennej

sztywno±
i AE oraz nie
i¡gªego ob
i¡»enia q.

4.2 Problem minimaliza
ji

Zasad� pra
 wirtualny
h mo»na przeksztaª
i¢ do równowa»nej zasady minimum 
aªkowitej energii

poten
jalnej (J : V0 ∋ v → J(v) ∈ R)1. Dla pr�ta poddanego przemiesz
zeniom wirtualnym v
wynikaj¡
a z tego 
aªkowita energia poten
jalna J(v) wyra»a si� wzorem

J(v) =
1

2

∫ l

0

v′AEv′ dx−

∫ l

0

vq dx− v(l)S (6)

Przemiesz
zenia osi pr�ta u(x) s¡ tymi przemiesz
zeniami wirtualnymi (v(x), v(0) = 0) dla który
h

funk
jonaª J osi¡ga minimum 
zyli

J(u) = minV0
J(v) (7)

Podsumowuj¡
, przemiesz
zenia osi pr�ta mo»na obli
zy¢ rozwi¡zuj¡
 zadanie (1) lub (5) lub (7).

Wszystkie maj¡ jednozna
zne rozwi¡zanie przy odpowiedni
h warunka
h brzegowy
h.

5 Metoda Galerkina

Ze wzgl�du na najwi�ksz¡ ogólno±¢ zastosujmy zasad� pra
 wirtualny
h (5) 
zyli sformuªowanie wari-

a
yjne. Przybli»one rozwi¡zanie (uh(x)) takiego zadania mo»na otrzyma¢ metod¡ Galerkina, który

ponad 100 lat temu zaproponowaª aby rozwi¡zanie przybli»one poszukiwa¢ w posta
i kombina
ji

1

Formalnie dzi�ki temu, »e funk
jonaª na pra
� siª zewn�trzny
h na przemiesz
zenia
h wirtualny
h (lewa strona

(5) jest symetry
zny i dodatnio okre±lony.
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liniowej pewny
h znany
h funk
ji bazowy
h (
i¡gªy
h i liniowo niezale»ny
h) ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕn(x)

zyli

u(x) ≈ uh(x) = α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x) + · · ·+ αnϕn(x) (8)

gdzie αi s¡ nieznanymi wspóª
zynnikami (stopniami swobody). Funk
je bazowe ϕi s¡ równie»

stosowane jako przemiesz
zenia wirtualne

2

. Przykªadowo przyjmuj¡
 v = ϕ1 mamy pierwsze rów-

nanie algebrai
zne

∫ l

0

ϕ
′

1AE(α1ϕ
′

1 + α2ϕ
′

2 + · · ·+ αnϕ
′

n) dx =

∫ l

0

ϕ1q dx+ ϕ1(l)S (9)

Zapisuj¡
 równanie (5) dla kolejny
h funk
ji bazowy
h traktowany
h jako funk
je testowe otrzymu-

jemy nast�puj¡
y symetry
zny ukªad n równa« algebrai
zny
h z n niewiadomymi

Ga = f (10)

gdzie a jest kolumnowym wektorem niewiadomy
h stopni swobody α1, α2, . . . , αn,

Gij =

∫ l

0

ϕ′

iAEϕ
′

j dx fi =

∫ l

0

ϕiq dx+ ϕi(l)S i, j = 1, 2, ..., n (11)

Rozwi¡zanie powy»szego ukªadu równa« algebrai
zny
h pozwala obli
zy¢ stopnie swobody, a zetem

równie» funk
j� uh(x) na podstawie wzoru (8).

Taka sama aproksyma
ja jak w metodzie Galerkina dla zasady minimum funk
jonaªu (7) prowadzi

do metody Ritza, która daje ten sam ukªad równa« algebrai
zny
h (10) 
o metoda Galerkina.

Poprawne sformuªowanie zadania i 
i¡gªe funk
je bazowe daj¡ gwaran
j� zbie»no±
i metody 
zyli

zmniejszanie bª�du wraz ze zwi�kszaniem li
zby stopni swobody.

6 Algorytm MES na przykªadzie zadania 1D

Metoda elementów sko«
zony
h pozwala uzyskiwa¢ przybli»one, ale z kontrolowan¡ dokªadno±
i¡,

rozwi¡zania zagadnie« brzegowy
h modeluj¡
y
h za
howanie si� rze
zywisty
h konstruk
ji. Jest

metod¡ Galerkina, w której jako funk
ji bazowy
h u»ywa si� poznane ju» w
ze±niej funk
je ksztaªtu.

W tym rozdziale przedstawiony jest algorytm MES na przykªadzie zadania pr�ta.

1. Sformuªowanie zadania

Skorzystamy ze sformuªowania waria
yjnego - zasady pra
 wirtualny
h (5). Wiemy, na pod-

stawie analizy funk
jonalnej, »e jest to dobrze postawione zadanie, maj¡
e jednozna
zne rozwi¡-

zanie. Przyjmijmy, »e: L=2 m, AE=1000 kN, q=10 kN/m, S=-3 kN. Dla wszystki
h typowy
h

zada« sformuªowania s¡ dobrze znane i u»ytkownik programów MES nie musi i
h podawa¢.

2. Dyskretyza
ja - genera
ja siatki

Podzielmy od
inek [0, l], w którym poszukiwane jest rozwi¡zanie na mniejsze od
inki, b�d¡
e

w tym przypadku elementami sko«
zonymi. Jest to t.zw. genera
ja siatki MES. Zaªó»my, »e

2

Istnieje wersja metody, w której funk
jami testowymi (przemiesz
zeniami wirtualnymi) s¡ inne funk
je ni» przyj-

mowane do aproksyma
ji rozwi¡zania.
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zastosujemy 3 elementy sko«
zone

3

(rys. 4). Generator siatki dostar
za informa
ji o wspóªrz�d-

ny
h w�zªów (x1 = 0, x2 = 1
3
l, x3 = 2

3
l, x4 = l) i o tym jakie w�zªy de�niuj¡ posz
zególne

elementy sko«
zone. Istotna jest kolejno±¢ w�zªów przyporz¡dkowany
h elementom. Zaªó»my

nast�puj¡
e rela
je: element 1 ma w�zªy (1,2),element 2 ma w�zªy (2,3) i element 3 ma w�zªy

(3,4). Wprowadzony podziaª 
zyli dyskretyza
ja umo»liwia zde�niowanie funk
ji ksztaªtu. S¡
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Figure 4: Modelowe zadanie 1D. Dyskretyza
ja za pomo
¡ 3 elementów sko«
zony
h z wprowadzon¡

numera
j¡ elementów i w�zªów oraz wykresy funk
ji ksztaªtu i i
h po
hodny
h. Element 1 ma

w�zªy (1,2), element 2 ma w�zªy (2,3), a element 3 ma w�zªy (3,4). Wspóªrz�dne w�zªów s¡ znane.

Ozna
zmy je odpowiednio x1, x2, x3, x4. Przyjmijmy, »e dªugo±
i elementów s¡ jednakowe i wynosz¡

h = l
3
. Wtedy x1 = 0, x2 =

1
3
l, x3 =

2
3
l, x4 = l.

to funk
je 
i¡gªe (dzi�ki temu metoda numery
zna jest stabilna 
zyli mamy gwaran
j�, »e zwi�k-

szaj¡
 li
zb� elementów sko«
zony
h zmniejszamy bª¡d aproksyma
ji MES), przyporz¡dkowane

w�zªom w taki sposób, »e ka»da z funk
ji ksztaªtu przyjmuje warto±¢ 1 w wybranym w�¹le oraz 0

w pozostaªy
h w�zªa
h. Przyjmijmy, »e tak jak na rys. 4 b�d¡ to funk
je od
inkowo liniowe (i
h

wykresami s¡ ªamane)

4

. Funk
je ksztaªtu b�d¡ funk
jami bazowymi aproksyma
ji rozwi¡za-

nia, funk
jami testowymi w metodzie Galerkina oraz funk
jami aproksymuj¡
ymi brzeg obszaru

(w 1D zawsze, w 2D i 3D w wielu przypadka
h aproksyma
ja brzegu jest dokªadnym opisem

geometrii obszaru).

Aproksyma
ja MES wyra»a si� wzorem (8). Dzi�ki opisanym powy»ej wªa±
iwo±
iom funk
ji

ksztaªtu ªatwo zauwa»y¢, »e

uh(x1) = α1ϕ1(x1) + α2ϕ2(x1) + · · ·+ αnϕn(x1) = α1 · 1 + α2 · 0 + · · ·+ αn · 0 = α1 (12)

oraz ogólnie

uh(xi) = αi, i = 1, 2, . . . , n (13)

3

W prakty
e potrzebny
h jest zna
znie wi�
ej elementów do uzyskania odpowiedniej dokªadno±
i.

4

Klasy
zne po
hodne funk
ji ksztaªtu nie istniej¡ w w�zªa
h (prawostronna nie równa si� lewo stronnej) ale zarówno

po
hodne jak i 
aªki w zasadzie waria
yjnej (5) s¡ rozumiane w ogólniejszym sensie i dlatego z matematy
znego punktu

widzenia wszystko jest poprawnie. Z punktu widzenia me
haniki przemiesz
zenia mog¡ by¢ niegªadkie (mie¢ skokow¡

zmian� po
hodnej) w miejs
u zmiany parametrów materiaªowy
h 
o ma miejs
e np. w kompozyta
h.
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Wprowadzaj¡
 ozna
zenie uh(xi) = ui aproksyma
j� MES przyjmiemy w posta
i kombina
ji

funk
ji ksztaªtu ze stopniami swobody b�d¡
ymi warto±
iami (na razie nieznanymi) rozwi¡zania

przybli»onego w w�zªa
h

uh(x) = u1ϕ1(x) + u2ϕ2(x) + · · ·+ unϕn(x) (14)

Podstawow¡ zalet¡ funk
ji ksztaªtu jako funk
ji bazowy
h jest to »e przyjmuj¡ warto±
i nieze-

rowe tylko na niewielki
h podobszara
h (w elementa
h zwi¡zany
h z wybranym w�zªem). W

prakty
e, przy du»ej li
zbie elementów sko«
zony
h, podobszary te s¡ bardzo maªe w porów-

naniu z 
aªym obszarem.

W rozwa»anym przykªadzie n = 4 i mówimy, »e globalna li
zba stopni swobody (LSS) jest

równa 4.

3. Agrega
ja

Poniewa» metoda elementów sko«
zony
h jest metod¡ Galerkina ukªad równa« algebrai
zny
h

pozwalaj¡
y obli
zy¢ stopnie swobody ma posta¢ tak¡ jak w rozdziale 5 ale z dodatkow¡ 
enn¡

zalet¡ jak¡ jest pasmowo±¢ (du»o wspóª
zynników zerowy
h).

Przykªadowo je»eli jako funk
ji testowej u»yjemy pierwszej funk
ji ksztaªtu otrzymamy pierwsze

równanie algebrai
zne

∫ l

0

ϕ
′

1AE(u1ϕ1 + u2ϕ2 + u3ϕ3 + u4ϕ4)
′dx =

∫ l

0

ϕ1qdx+ ϕ1(l)S (15)

Poniewa» ϕ
′

1ϕ
′

3 = ϕ
′

1ϕ
′

4 = 0, a ϕ
′

1ϕ
′

1 i ϕ
′

1ϕ
′

2 s¡ niezerowe tylko w elemen
ie pierwszym, powy»sze

równanie ma posta¢

u1

∫

e1

ϕ
′

1AEϕ1
′dx+ u2

∫

e1

ϕ
′

1AEϕ2
′dx+ u3 · 0 + u4 · 0 =

∫

e1

ϕ1qdx+ 0 · S (16)

gdzie e1 ozna
za pierwszy element (od
inek [0, h]). Nast�pne równia otrzymujemy analogi
znie

i mo»na je zapisa¢ ma
ierzowo
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3
ϕ4

′
∫

e3
ϕ
′

3
ϕ4

′

0 0
∫

e3
ϕ
′

4
ϕ3

′
∫

e3
ϕ
′

4
ϕ4

′













































u1

u2

u3

u4





















=



















∫

e1
ϕ1q

∫

e1
ϕ2q +

∫

e2
ϕ2q

∫

e2
ϕ3q +

∫

e3
ϕ3q

∫

e3
ϕ4q



















+

















0

0

0

S

















(17)

gdzie dla skró
enia zapisu pomini�to pod 
aªkami symbol dx oraz przyj�to, »e AE =
onst, a
kolorami ozna
zono wkªad kolejny
h elementów sko«
zony
h do (globalnego) ukªadu równa«

algebrai
zny
h. Podma
ierze 2x2 ozna
zone posz
zególnymi kolorami nazywaj¡ si� ma
ierzami

(sztywno±
i) elementów. Analogi
znie podma
ierze kolumnowe 2x1 w
hodz¡
e w skªad wektora

prawy
h stron nazywaj¡ si� wektorami (ob
i¡»enia) elementów. Dla ka»dego elementu korzys-

tamy w zwi¡zku z tym jedynie z dwó
h funk
ji ksztaªtu, gdy» tylko te, które s¡ zwi¡zane z jego

w�zªami (rys. 5) nie zeruj¡ si� w elemen
ie. Dla ty
h funk
ji stosujemy numera
j� lokaln¡: 1,2.

Zatem LSS elementu w tym zadaniu i przy tej dyskretyza
ji jest równa 2.

10



PSfrag repla
ements

ϕ1

ϕ2

Figure 5: Modelowe zadanie 1D. Lokalnie ponumerowane funk
je ksztaªtu ϕ1(x), ϕ2(x) elementu

sko«
zonego o w�zªa
h x1, x2 (równie» z zastosowaniem numera
ji lokalnej).

Stosuj¡
 lokaln¡ numera
j� (nie b�dzie ona dalej spe
jalnie ozna
zana), wspóª
zynniki ma
ierzy

(Ke
) i wektora (P e

) elementu e obli
za si� ze wzorów

Ke
ij =

∫

e

ϕ
′

iAEϕ
′

j dx, P e
i =

∫

e

ϕiq dx, i, j = 1, 2 (18)

Wzory te mo»na uzyska¢ bezpo±rednio, podstawiaj¡
 funk
je ksztaªtu za funk
je testowe i

bazowe do 
aªek po lewej i prawej stronie sformuªowania waria
yjnego. Skªadnik bez 
aªki

(v(l)S) nie jest zwi¡zany z »adnym elementem i jest uwzgl�dniany ina
zej ni» skªadniki z


aªkami.

�atwo obli
zy¢ ma
ierz sztywno±
i dla elementu o dªugo±
i h (niezale»nie od jego poªo»enia na

osi x) oraz wektor ob
i¡»enia dla staªego ob
i¡»enia q

Ke =
AE

h

[

1 −1
−1 1

]

, P e =
qh

2

[

1
1

]

(19)

Ma
ierz wspóª
zynników (K) i wektor prawy
h stron (f) algebrai
znego ukªadu równa« nazy-

waj¡ si� globaln¡ ma
ierz¡ (sztywno±
i) i globalnym wektorem (ob
i¡»enia). I
h wspóª
zynniki

najwygodniej obli
za si� metod¡ agrega
ji, element po elemen
ie

5

. Agrega
j� w nast�puj¡
y

sposób.

• Przyjmujemy zerow¡ globaln¡ ma
ierz sztywno±
i Knxn i zerowy globalny wektor ob
i¡»e-

nia fnx1. Poniewa» n = 4

K =









0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









, f =









0
0
0
0









(20)

• Kolejno, dla ka»dego elementu obli
zamy ma
ierz i wektor elementowy

6

, a nast�pnie do-

dajemy i
h wspóª
zynniki do ma
ierzy i wektora globalnego w miejs
a wynikaj¡
e z nu-

merów globalny
h stopni swobody elementu. Numery te s¡ adresami (okre±laj¡ kolumny

i wiersze) w ma
ierzy i wektorze globalnym pod które nale»y "dostar
zy¢" posz
zególne

wspóª
zynniki ma
ierzy i wektora elementu.

5

Przykªad 1D jest sz
zególny, gdy» sformuªowanie waria
yjne zawiera skªadnik bez 
aªki, który uwzgl�dnia si� na

poziomie globalnym, 
zyli bez agrega
ji.

6

W rozwa»anym przykªadzie ma
ierze i wektory wszystki
h elementów s¡ takie same (patrz wzory 19).

11



(a) Element 1 ma w�zªy (1,2). Po agrega
ji jego ma
ierzy i wektora

K =
AE

h









1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









, f =
qh

2









1
1
0
0









(21)

(b) Element 2 ma w�zªy (2,3). Po agrega
ji jego ma
ierzy i wektora

K =
AE

h









1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0









, f =
qh

2









1
2
1
0









(22)

(
) Element 3 ma w�zªy (3,4). Po agrega
ji jego ma
ierzy i wektora

K =
AE

h









1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1









, f =
qh

2









1
2
2
1









(23)

• W nietypowym zadaniu 1D nale»y jesz
ze doda¢ wektor z siª¡ skupion¡ S przyªo»on¡ w

4-tym w�¹le (dlatego wyst�puje w 4-tym wierszu), a zatem

K =
AE

h









1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1









, f =
qh

2









1
2
2
1









+









0
0
0
S









(24)

Otrzymali±my w ten sposób ukªad równa« algebrai
zny
h

AE

h









1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1

















u1
u2
u3
u4









=
qh

2









1
2
2
1









+









0
0
0
S









(25)

Przyjmuj¡
 ozna
zenia









u1
u2
u3
u4









= u,
qh

2









1
2
2
1









= P ,









0
0
0
S









= W (26)


zyli wektory, odpowiednio: stopni swobody, ob
i¡»enia i siª w�zªowy
h mo»na zapisa¢ ukªad

równa« algebrai
zny
h w zwarty sposób

Ku = P +W (27)
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0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 -3

1500 -1500 0 0 3.3333

-1500 1500 0 0 3.3333

0 0 0 0 0

0 0 0 0 -3

1500 -1500 0 0 3.3333

-1500 3000 -1500 0 6.6667

0 -1500 1500 0 3.3333

0 0 0 0 -3

1500 -1500 0 0 3.3333

-1500 3000 -1500 0 6.6667

0 -1500 3000 -1500 6.6667

0 0 -1500 1500 0.33333

Figure 6: Modelowe zadanie 1D. Przebieg agrega
ji ma
ierzy sztywno±
i (4x4) i wektora ob
i¡»enia

(ostatnia kolumna). Wektor siª w�zªowy
h wstawiono na po
z¡tku agrega
ji.

Po przyj�
iu parametrów zde�niowany
h na po
z¡tku rozdziaªu 6, ma
ierz i wektor elementu

s¡ równe

Ke =

[

1500 −1500
−1500 1500

]

, P e =

[

3.333
3.333

]

(28)

i agrega
ja przebiega w sposób pokazany na rys. 6.

4. Uwzgl�dnienie warunków kinematy
zny
h i rozwi¡zanie ukªadu równa«

Ma
ierz ukªadu równa« algebrai
zny
h (27) jest osobliwa. Wynika to z nie uwzgl�dnienia do

tej pory kinematy
znego warunku brzegowego. Z me
haniki wiemy, »e bez taki
h warunków

(podpór) ukªad jest geometry
znie zmienny i analiza staty
zna nie umo»liwia obli
zy¢ jed-

nozna
zny
h przemiesz
ze«. Z matematy
znego punktu widzenia warunek kinematy
zny, 
zyli

u(0) = 0 implikuje, »e pierwsza funk
ja ksztaªtu nie jest wªa±
iw¡ funk
j¡ testow¡ (przemiesz
ze-

niem wirtualnym), a zatem pierwsze równanie w uzyskanym metod¡ agrega
ji ukªadzie (27)

jest "nielegalne". Zostaªo ono jednak utworzone 
elowo, dla uprosz
zenia algorytmu agrega
ji

ale teraz nale»y go wyeliminowa¢. Poniewa» znamy przemiesz
zenie w pierwszym w�¹le 
zyli

znamy pierwszy stopie« swobody u1 mo»na pomno»y¢ pierwsz¡ kolumn� ma
ierzy sztywno±
i

przez u1 (gdyby byª znany stopie« swobody uk to kolumn� "k") i przenie±¢ otrzymany wek-

tor na praw¡ stron�

7

. W tym przykªadzie u1 = 0 zatem przenoszony wektor jest zerowy, ale

nie zawsze tak musi by¢. Nast�pnie rezygnujemy z pierwszego (w ogólno±
i k-tego) równania.

Otrzymujemy w ten sposób ukªad 3 równa« z 3 niewiadomymi

AE

h





2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1









u2
u3
u4



 =
qh

2





2
2
1



+





0
0
S





(29)

Numery
znie, uwzgl�dnienie kinematy
zny
h warunków brzegowego wygodniej jest wykona¢

bez zmiany wymiarów ma
ierzy i wektora ukªadu równa«. Po przeniesieniu, jak poprzednio,

znany
h wyra»e« na prawe strony nale»y wyzerowa¢ k-t¡ kolumn� (przeniesiona na praw¡

stron�) i k-ty wiersz ("nielegalne" równanie) ma
ierzy sztywno±
i a nast�pnie wstawi¢ li
zb�

1 na przek¡tn¡ oraz znany stopie« swobody na praw¡ stron� k-tego równania (warunek uk =

7

Jest to przenoszenie w ka»dym równaniu znanego wra»enia na praw¡ stron�.
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u(xk)). W rozwa»anym przykªadzie otrzymamy

AE

h









h
AE

0 0 0
0 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1

















u1
u2
u3
u4









=
qh

2









0
2
2
1









+









0
0
0
S









(30)

Ukªad równa« algebrai
zny
h, w posta
i (29) albo (30) jest symetry
zny, pasmowy, dodatnio

okre±lony i ma jednozna
zne rozwi¡zanie, które mo»na obli
zy¢ jedn¡ z bezpo±redni
h albo

itera
yjny
h metod numery
zny
h. Dla przyj�ty
h konkretny
h dany
h li
zbowy
h otrzymamy

u1 = 0, u2 = 0.009111, u3 = 0.01378, u4 = 0.01400 [m] (31)

5. Wyniki obli
ze«

Znaj¡
 stopnie swobody mo»emy wró
i¢ do aproksyma
ji za pomo
¡ funk
ji ksztaªtu. Na-

jlepiej stosowa¢ j¡ element po elemen
ie tak jak to byªo przy agrega
ji ukªadu równa«. Zatem,

ka»dy element sko«
zony rozwa»amy indywidualnie, stosuj¡
 numera
j� lokaln¡ (rys. 5).

Wiedz¡
, na podstawie rela
ji element-w�zªy jakie s¡ numery w�zªów pobieramy wspóªrz�dne

ty
h w�zªów (w lokalnej numera
ji ozna
zamy je x1, x2), od
zytujemy z globalnego wektora

stopni swobody stopnie swobody elementu (ozna
zaj¡
 jako u1, u2) i zapisujemy rozwi¡zanie

MES w rozwa»anym elemen
ie sko«
zonym

ueh(x) = u1ϕ1(x) + u2ϕ2(x) = u1
x− x2
x1 − x2

+ u2
x− x1
x2 − x1

(32)

Przykªadowo, dla elementu 3, stosuj¡
 numera
j� lokaln¡ x1 = 1.333, x2 = 2.000, u1 =
0.01378, u2 = 0.01400, a zatem

u
(3)
h = x/3000 + 1/75 (33)

Mo»emy teraz obli
zy¢ siª� osiow¡ w ka»dym elemen
ie korzystaj¡
 ze wzoru N = AEu′, 
zyli
dla rozwi¡zania przybli»onego (32), z lokanie ponumerowanymi stopniami swobody u1, u2,
za
hodzi

N e
h(x) = AE[u1ϕ

′

1(x) + u2ϕ
′

2(x)] = AE
u2 − u1

h
(34)

W sz
zególno±
i, dla elementu 3:

N
(3)
h = AE

0.01400− 0.01378

2/3
= 0.3333 kN (35)

Tak uzyskane rozwi¡zanie i siªa osiowa, narysowane element po elemen
ie, s¡ przedstawione na

rys. 7.

6. Bª¡d rozwi¡zania

Po uzyskaniu rozwi¡za« wa»n¡ rze
z¡ jest znajomo±¢ jego dokªadno±
i. Bª�dy przemiesz
ze« i

siªy osiowej de�niuje si� nast�puj¡
o

eu(x) = u(x)− uh(x), eN (x) = N(x)−Nh(x) (36)
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Figure 7: Modelowe zadanie 1D. Wykres rozwi¡zania MES i obli
zonej na jego podstawie siªy osiowej.
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Figure 8: Modelowe zadanie 1D. Wykres rozwi¡zania MES i obli
zonej na jego podstawie siªy osiowej

(linie grube), dokªadne rozwi¡zanie i siªa osiowa (linie kreskowane), bª�dy rozwi¡zania i siªy osiowej

(linie 
ienkie).

Przykªadowe zadanie, które rozwi¡zujemy za pomo
¡ MES jest bardzo proste i ªatwo obli
zy¢

dokªadne u(x), N(x). I
h wykresy pokazano lini¡ przerywan¡ na rys 8. Zamiesz
zono tam

równie» wykresy bª�dów eu(x), eN(x). W rze
zywisto±
i MES stosujemy wtedy, kiedy nie znamy

rozwi¡zania dokªadnego. Dlatego w prakty
e mo»liwe jest jedynie osza
owanie bª�du obli
ze«.

Metody osza
owania bª�du bez znajomo±
i rozwi¡zania dokªadnego b�d¡ przedstawione w dal-

szej 
z�±
i wykªadu.

Warto zauwa»y¢, »e przemiesz
zenia s¡ 
i¡gªe i dokªadne w w�zªa
h siatki MES, natomiast siªa

osiowa jest od
inkowo 
i¡gªa i dokªadna w ±rodka
h elementów. Dokªadne przemiesz
zenia w

w�zªa
h wynikaj¡ ze sz
zególny
h 
e
h zada« 1D. W ogólno±
i obserwujemy, »e rozwi¡zanie

MES ma najmniejszy bª¡d w w�zªa
h a napr�»enia w pewny
h punkta
h wewn¡trz elementów.

Bª¡d napr�»e« (siª) jest na ogóª wi�kszy od bª�du przemiesz
ze«. Cz�sto, a zwªasz
za dla

ukªadów pr�towy
h stosuje si� spe
jalne opra
owanie wyników, które pozwala obli
zy¢ dokªadne

warto±
i siª przekrojowy
h ukªadów pr�towy
h w w�zªa
h siatki MES (zamiast skokowej i
h

15



zmiany pomimo braku ob
i¡»enia skupionego) albo poprawi¢ dokªadno±¢ obli
zony
h napr�»e«.

W przedstawionym powy»ej algorytmie mo»na wyró»ni¢ trzy 
harakterysty
zne etapy obli
ze«:

prepro
esor (punkty 1,2) - sformuªowanie zadania, przyj�
ie dany
h, genera
ja siatki MES i struk-

tury dany
h, pro
esor (punkty 3,4) - utworzenie i rozwi¡zanie ukªadu równa« algebrai
zny
h, za-

pami�tanie wyniku, postpro
esor (punkty 5,6) - przedstawienie wyników (przemiesz
ze«) obli
zenie

po
hodny
h (napr�»e«), osza
owanie bª�du obli
ze«.

Algorytm MES zostaª zilustrowany prostym zadaniem me
haniki. Jednak interpreta
ja �zy
zna

nie miaªa »adnego zna
zenia. Istotny byª typ rozwa»anego równania ró»ni
zkowego (−AEu′′ = q),
które mo»na zast¡pi¢ np., bardzo podobnym −AkT ′′ = f , modeluj¡
ym sta
jonarny przepªyw 
iepªa

(T (x) ozna
za rozkªad temperatury, k jest wspóª
zynnikiem przewodzenia 
iepª¡, a f intensywno±
i¡

¹ródªa 
iepªa) i algorytmmetody pozostanie identy
zny. Dlatego,MES jest metod¡ aproksyma
ji

rozwi¡za« równa« ró»ni
zkowy
h, a równania te s¡ matematy
znymi modelami zjawisk

�zy
zny
h. Warto o tym pami�ta¢, zwªasz
za przy o
enie wiarygodno±
i wyników obli
ze«.

7 MES dla sta
jonarnego przepªywu 
iepªa w 2D

W rozdziale omówione jest zastosowanie metody elementów sko«
zony
h do rozwi¡zania równania

Lapla
e'a w obszarze 2D. Równanie to mo»e opisywa¢ przepªyw 
iepªa w 
iaªa
h staªy
h, gdzie

zjawisko to odbywa si� na zasadzie przewodzenia ina
zej dyfuzji

8

. Dodatkowo zaªo»ymy, »e mamy do


zynienia z pro
esem ustalonym, a wi�
 sytua
j¡, gdy temperatura nie zmienia si� w 
zasie. Zale»y

jedynie od poªo»enia (wspóªrz�dny
h przestrzenny
h) punktu i dla uprosz
zenia tylko od dwó
h

wspóªrz�dny
h. B�dziemy zatem poszukiwa¢ funk
ji dwó
h zmienny
h o warto±
ia
h skalarny
h.

Równaniami opisuj¡
ymi rozkªad temperatury T (x, y) przy sta
jonarnym przepªywie 
iepªa w


iele staªym s¡: zasada za
howania energii dla ukªadów termodynami
zny
h

divq = Q (37)

oraz prawo Fouriera jako najprostsze prawo konstytutywne, które dla materiaªu izotropowego ma

posta¢

q = −k∇T (38)

gdzie divq =
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

, ∇T =

[

∂T

∂x
,
∂T

∂y

]

, q jest strumieniem 
iepªa [ W
m2 ], ±
i±lej nat�»eniem

strumienia, którego warto±¢ q = limA,t→0
Q

At
(ilo±¢ 
iepªa przepªywaj¡
ego przez dan¡ powierz
hni�

podzielona przez pole tej powierz
hni i 
zas przepªywu), Q ozna
za intensywno±¢ ¹ródªa 
iepªa [ W
m3 ],

która mo»e by¢ dodatnia (ogrzewanie) albo ujemna (
hªodzenie), k jest parametrem materiaªowym

zwanym wspóª
zynnikiem przewodzenia 
iepªa (przykªadowo k=0.8

W
m deg

dla betonu, k=50

W
m deg

dla stali). W ogólno±
i, np. w 
iaªa
h anizotropowy
h, wektor q nie jest wspóªliniowy z gradien-

tem temperatury i wªa±
iwo±
i materiaªu s¡ opisywane za pomo
¡ ma
ierzy, która w najprostszym

przypadku, dla przyj�tego tu materiaªu jednorodnego izotropowego (q || ∇T ) ma posta¢

K =

[

k 0
0 k

]

(39)

8

Inne formy przepªywu 
iepªa, które s¡ opisywane innymi równaniami to konwek
ja i promieniowanie.
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Wstawiaj¡
 równanie (38) do równania (37) i uzupeªniaj¡
 je o warunki brzegowe mamy sfor-

muªowanie mo
ne zadania sta
jonarnego przepªywu 
iepªa w 
iaªa
h staªy
h: znale¹¢ temperatur�

T(x,y) w obszarze Ω (rys. 9), tak¡ »e















−k∆T = Q w Ω

T = T̂ na ∂ΩT

k ∂T
∂n

= ĝ na ∂Ωq

(40)

gdzie ∆T =
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
,

∂T

∂n
=
∂Tx
∂x

nx +
∂Ty
∂y

ny, nx, ny s¡ skªadowymi wersora (

√

n2
x + n2

y = 1)

prostopadªego do brzegu, skierowanego na zewn¡trz, ĝ jest warto±
i¡ skªadowej normalnej strumienia


iepªa na brzegu, maj¡
¡ znak dodatni je»eli 
iepªo dopªywa do 
iaªa (analogi
znie jak dla Q). Czyli
ĝ = −q̂ · n

PSfrag repla
ements

T̂

Q

q̂
n

q̂n

Figure 9: Ozna
zenia stosowane w zadaniu sta
jonarnego przewodzenia 
iepªa. Q - ¹ródªo 
iepªa

wewn¡trz 
iaªa (ma warto±¢ dodatni¡ gdy 
iepªo dopªywa), T̂ - znana temperatura na 
z�±
i brzegu,

q̂ - znany strumie« na 
z�±
i brzegu, q̂n - skªadowa normalna strumienia na brzegu (narysowana w

jednym punk
ie ale jest dana na 
aªej 
z�±
i brzegu, na której nie jest znana temperatura, g = −qn
ma warto±¢ dodatni¡ gdy 
iepªo dopªywa), n - wersor normalny na brzegu.

Aby przeksztaª
i¢ powy»sze sformuªowanie do posta
i sªabej potrzebnej w MES nale»y pomno»y¢

obie strony równania (40)i przez funk
j� testow¡ i wy
aªkowa¢ przez 
z�±
i. Otrzymamy w ten sposób

odpowiednik zasady pra
 wirtualny
h: znale¹¢ T(x,y), takie »e T = T̂ na ∂ΩT i

∫

Ω

k∇v · ∇T dΩ =

∫

Ω

vQ dΩ +

∫

∂Ωq

vĝ ds ∀v : v = 0 na ∂ΩT (41)

Temperatura znana na 
z�±
i brzegu jest odpowiednikiem warunku kinematy
znego i ze wzgl�du

na to, »e wyst�puje poza zasad¡ waria
yjn¡ nazywa si� warunkiem podstawowym (albo Diri
hleta),

natomiast znana skªadowa normalna strumienia jest wbudowana w funk
jonaª i nosi nazw� warunku

naturalnego (Neumanna). Tak jak to byªo w zadaniu pr�ta mo»na sformuªowanie waria
yjne (41)

zast¡pi¢ zadaniem minimaliza
ji pewnego funk
jonaªu.

Rozwa»my zadanie przykªadowe, którym jest przepªyw 
iepªa w pryzmaty
znym pr�
ie z ustalon¡

staª¡ w 
zasie i przestrzeni temperatur¡ na jednej 
z�±
i pobo
zni
y oraz staªym strumieniem 
iepªa
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PSfrag repla
ements

T̂ = 500K

Q = 120W/m3

q̂ (||q̂|| = 100W/m2)

1m

1m

2m

Figure 10: Przykªadowe zadanie 2D. Sta
jonarny przepªyw 
iepªa. Wspóª
zynnik przewodzenia 
iepªa

k = 1 W
m deg

.

na pozostaªej 
z�±
i pobo
zni
y. Mo»na zatem rozwa»a¢ tylko jeden przekrój pr�ta. Przyjmijmy, »e

jest to trapez przedstawiony na rys. 10 z przedstawionymi tam warunkami brzegowymi i ¹ródªem.

Zastosowanie MES do aproksyma
ji rozwi¡zania powy»szego zadania mo»na uzyska¢ w poni»ej

opisany
h, poznany
h na przykªadzie zadania 1D, etapa
h.

1. Sformuªowanie zadania

Skorzystamy ze sformuªowania waria
yjnego (41). Wiemy, na podstawie analizy funk
jonalnej,

»e jest to dobrze postawione zadanie, maj¡
e jednozna
zne rozwi¡zanie.

2. Dyskretyza
ja - genera
ja siatki

Elementy sko«
zone w 2D mog¡ by¢ trójk¡tami albo 
zworok¡tami, w ogólno±
i o krzywolinio-

wy
h boka
h. Przyj�ty w przykªadowym zadaniu obszar w ksztaª
ie trapezu podzielmy na 3

przystaj¡
e trójk¡ty prostok¡tne, równoramienne, b�d¡
e elementami sko«
zonymi. Generator

siatki dostar
za informa
ji o wspóªrz�dny
h w�zªów: (0, 1), (0, 0), (1, 1), (1, 0), (2, 0) i o tym

jakie w�zªy de�niuj¡ posz
zególne elementy sko«
zone. Istotna jest kolejno±¢ w�zªów przy-

porz¡dkowany
h elementom. Zaªó»my nast�puj¡
e rela
je: element 1 ma w�zªy (1,2,4),element

2 ma w�zªy (4,3,1) i element 3 ma w�zªy (3,4,5). Wprowadzony podziaª 
zyli dyskretyza
ja

umo»liwia zde�niowanie funk
ji ksztaªtu. S¡ to funk
je 
i¡gªe (dzi�ki temu MES jest sta-

bilna 
zyli mamy gwaran
j�, »e zwi�kszaj¡
 li
zb� elementów sko«
zony
h zmniejszamy bª¡d

aproksyma
ji), przyporz¡dkowane w�zªom w taki sposób, »e ka»da z funk
ji ksztaªtu przyjmuje

warto±¢ 1 w wybranym w�¹le oraz 0 w pozostaªy
h w�zªa
h. W rozwa»anym przykªadzie ka»dy

element ma 3 stopnie swobody a globalna i
h li
zba (LSS) jest równa 5. Na rys. 12 pokazano

wykres funk
ji ksztaªtu zwi¡zanej z w�zªem nr. 1.

3. Agrega
ja

Stosuj¡
 lokaln¡ numera
j�, wspóª
zynniki ma
ierzy (Ke
) i wektora (f e

) elementu e obli
za
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Figure 11: Przykªadowe zadanie 2D. Dyskretyza
ja i pole temperatury obli
zone za pomo
¡ MES

dla 3 elementów sko«
zony
h.
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Figure 12: Przykªadowe zadanie 2D. Wykres funk
ji ksztaªtu zwi¡zanej z w�zªem nr.1 (1/4 piramidy).

si� ze wzorów

Ke
ij =

∫

e

k∇ϕi · ∇ϕj dΩ, i, j = 1, 2, 3 (42)

f e
i =

∫

e

ϕiQ dΩ +

∫

∂e∩∂Ωq

ϕiĝ ds i, j = 1, 2, 3 (43)

gdzie ∂e∩ ∂Ωq jest 
z�±
i¡ brzegu elementu le»¡
¡ na "ob
i¡»onym" (qn jest znane) fragmen
ie

brzegu 
aªego obszaru.

Warto zauwa»y¢, »e nie ma po prawej stronie zasady waria
yjnej skªadnika bez 
aªki, a za-

tem w globalnym wektorze ob
i¡»enia nie b�dzie skªadnika obli
zanego poza agrega
j¡ 
zyli

odpowiednika wektora W ukªadu równa« algebrai
zny
h (27). Wektory ob
i¡»enia s¡ w ogól-

no±
i wynikami 
aªkowania nie tylko po wn�trzu elementu, jak to byªo w zadaniu 1D, ale

równie» mog¡ wymaga¢ 
aªkowania po 
z�±
i brzegu ∂Ωq.
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1

2 3

Figure 13: Przykªadowe zadanie 2D. Element nr. 1 z lokalnie ponumerowanymi w�zªami.

Zajmijmy si� elementem 1 (rys. 13). Przyjmuj¡
 ukªad wspóªrz�dny
h w w�¹le 2, ªatwo napisa¢

nast�puj¡
e wzory na ponumerowane lokalnie funk
je ksztaªtu

ϕ1(x, y) = y

ϕ2(x, y) = 1− x− y

ϕ3(x, y) = x

(44)

Ogólnie, funk
ja przyjmuj¡
a warto±¢ 1 w w�¹le o wspóªrz�dny
h (xk, yk) i zeruj¡
a si� w

w�zªa
h o wspóªrz�dny
h (xi, yi), (xj , yj)mo»e by¢ zapisana wzorem ϕk =
Akx+Bky + Ck

Akxk +Bkyk + Ck
,

gdzie Ak, Bk, Ck s¡ wspóª
zynnikami równania prostej (Akx + Bky + Ck = 0) prze
hodz¡
ej
przez punkty (xi, yi), (xj , yj). Gradienty funk
ji ksztaªtu, wyst�puj¡
e we wzora
h na

wspóª
zynniki ma
ierzy sztywno±
i, s¡ nast�puj¡
ymi wektorami niezale»nymi od x, y

∇ϕ1 = [0, 1]

∇ϕ2 = [−1, −1]

∇ϕ3 = [1, 0]

(45)

Zatem ªatwo obli
zy¢, »e dla k = const

Ke
11 = k

∫

e
[0, 1] · [0, 1] dx dy = k

∫

e
(0 · 0 + 1 · 1) dx dy = kA

Ke
12 = k

∫

e
[0, 1] · [−1, −1] dx dy = −kA

Ke
13 = k

∫

e
[0, 1] · [1, 0] dx dy = 0

Ke
22 = k

∫

e
[−1, −1] · [−1, −1] dx dy = 2kA

. . .

(46)

gdzie A jest polem elementu sko«
zonego. Ma
ierze wszystki
h elementów przy zastosowa-

nej dyskretyza
ji (trójk¡ty przystaj¡
e, z w�zªami ponumerowanymi tak aby w�zeª przy k¡
ie

prostym byª drugi) s¡ jednakowe i równe

9

Ke = kA





1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1





(47)

9

Elementy sko«
zone mog¡ by¢ dowolnymi trójk¡tami albo 
zworok¡tami. �atwo dla ni
h uogólni¢ stosowan¡ w

tym prostym obli
zeniowo przykªadzie metod� obli
zania wspóª
zynników ma
ierzy i wektorów elementowy
h.
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Agrega
j� ukªadu równa« algebrai
zny
h przeprowadzimy podobnie jak w zadaniu 1D, element

po elemen
ie, w nast�puj¡
y sposób.

• Przyjmujemy zerow¡ globaln¡ ma
ierz sztywno±
i Knxn i zerowy globalny wektor ob
i¡»e-

nia fnx1. Poniewa» n = 5

K =













0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













, f =













0
0
0
0
0













(48)

• Kolejno, dla ka»dego elementu w t.zw. pro
edurze elementowej obli
za si� ma
ierz (w tym

przykªadzie ju» obli
zona) i wektor elementu. I
h wspóª
zynniki dodajemy do ma
ierzy i

wektora globalnego w miejs
a wynikaj¡
e z numerów globalny
h stopni swobody elementu.

Numery te s¡ adresami (okre±laj¡ kolumny i wiersze) w ma
ierzy i wektorze globalnym

pod które nale»y "dostar
zy¢" posz
zególne wspóª
zynniki ma
ierzy i wektora elementu.

(a) Wspóª
zynniki wektora elementu (wzór (43)) s¡ w ogólno±
i sumami 
aªek po wn�trzu

i 
z�±
i jego brzegu. Obli
zmy kolejno potrzebne 
aªki pami�taj¡
, »e Q = 120 =
const, qn = 100 = const10

∫

e

ϕ1Q dx dy =

∫

e

ϕ2Q dx dy =

∫

e

ϕ3Q dx dy =
1

3
AQ = 20

∫ 1

0

ϕ1ĝ dy =
1

2
ĝ = 50

∫ 1

0

ϕ2ĝ dy =
1

2
ĝ = 50

∫ 1

0

ϕ3ĝ dy = 0

(49)

a zatem wektor ob
i¡»enia elementu 1 jest równy

f (1) =





20 + 50
20 + 50
20 + 0



 =





70
70
20





(50)

Element 1 ma w�zªy (1,2,4). Po agrega
ji jego ma
ierzy i wektora

K =
1

2













1 −1 0 0 0
−1 2 0 −1 0
0 0 0 0 0
0 −1 0 1 0
0 0 0 0 0













, f =













70
70
0
20
0













(51)

10

∫

e
ϕ1 dxdy jest równa obj�to±
i ostrosªupa jaki tworzy wykres funk
ji ϕ1 (rys. 12), a

∫

1

0

ϕ1 dx jest równa polu

trójk¡ta jaki tworzy wykres tej funk
ji na od
inku pomi�dzy w�zªami 1 i 2.
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(b) Podobnie obli
zamy wektor ob
i¡»enia elementu 2

f (2) =





20 + 0
20 + 50
20 + 50



 =





20
70
70





(52)

Element 2 ma w�zªy (4,3,1). Po agrega
ji jego ma
ierzy i wektora

K =
1

2













2 −1 −1 0 0
−1 2 0 −1 0
−1 0 2 −1 0
0 −1 −1 2 0
0 0 0 0 0













, f =













140
70
70
40
0













(53)

(
) Wektor ob
i¡»enia elementu 3 jest równy

f (3) =





20 + 71
20 + 0
20 + 71



 =





91
20
91





(54)

Element 3 ma w�zªy (3,4,5). Po agrega
ji jego ma
ierzy i wektora

K =
1

2













2 −1 −1 0 0
−1 2 0 −1 0
−1 0 3 −2 0
0 −1 −2 4 −1
0 0 0 −1 1













, f =













140
70
161
60
91













(55)

Otrzymali±my w ten sposób ukªad równa« algebrai
zny
h

1

2













2 −1 −1 0 0
−1 2 0 −1 0
−1 0 3 −2 0
0 −1 −2 4 −1
0 0 0 −1 1

























T1
T2
T3
T4
T5













=













140
70
161
60
91













(56)

Przyjmuj¡
 ozna
zenia













T1
T2
T3
T4
T5













= u,













140
70
161
60
91













= f (57)


zyli wektory stopni swobody i ob
i¡»enia mo»na zapisa¢ ukªad równa« algebrai
zny
h w zwarty

sposób

Ku = f (58)
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4. Uwzgl�dnienie warunków podstawowy
h i rozwi¡zanie ukªadu równa«

Poniewa» T2 = T4 = T5 = 500, mno»ymy odpowiadaj¡
e tym stopniom swobody kolumny

ma
ierzy sztywno±
i przez znane warto±
i i przenosimy na praw¡ stron�. Nast�pnie rezygnujemy

z równa« 2,4,5 zast�puj¡
 je równaniami T2 = 500, T4 = 500, T5 = 500 
o prowadzi do ukªadu













1 0 −0.5 0 0
0 1 0 0 0

−0.5 0 1.5 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

























T1
T2
T3
T4
T5













=













390
500
661
500
500













(59)

którego rozwi¡zaniem s¡

T1 = 732, T2 = 500, T3 = 685, T4 = 500, T5 = 500 [K] (60)

5. Wyniki obli
ze«

Znaj¡
 stopnie swobody, które przy zastosowany
h funk
ja
h ksztaªtu s¡ warto±
iami rozwi¡za-

nia przybli»onego w w�zªa
h mo»na opra
owa¢ wyniki element po elemen
ie. Wiedz¡
, na

podstawie rela
ji element-w�zªy jakie s¡ numery w�zªów pobieramy wspóªrz�dne ty
h w�zªów

oraz stopnie swobody elementu (ozna
zaj¡
 je z zastosowaniem lokalnej numera
ji T1, T2, T3) i
zapisujemy rozwi¡zanie MES w rozwa»anym elemen
ie sko«
zonym

T e
h(x) = T1ϕ1(x, y) + T2ϕ2(x, y) + T3ϕ3(x, y) (61)

Przykªadowo, dla elementu 1, stosuj¡
 numera
j� lokaln¡ T1 = 732, T2 = 0.500, T3 = 500, a
zatem

T
(1)
h (x, y) = 732y + 500(1− x− y) + 500x = 232y + 500 (62)

Stosuj¡
 prawo Fouriera mo»emy obli
zy¢ strumie« 
iepªa w tym elemen
ie

q
(1)
h = −k∇T

(1)
h = [0,−232] (63)

Wektory qh s¡ staªe w elementa
h i nie
i¡gªe mi�dzy nimi. Podobnie mo»na obli
zy¢ q
(2)
h =

[47,−185] i q
(3)
h = [0,−185]. Wykres 
i¡gªego pola temperatury pokazano na rys. 11b, a

wektory strumienia 
iepªa obli
zonego na podstawie przyj�tej bardzo zgrubnej dyskretyza
ji

na rys. 14.

6. Wiarygodno±¢ wyników

Zastosowana dyskretyza
ja byªa bardzo zgrubna. Aby osza
owa¢ bª¡d uzyskany
h wyników

nale»aªoby powtórzy¢ obli
zenia z przynajmniej dwa razy mniejszymi elementami 
o daªoby

ok. 4 x wi�
ej stopni swobody. Porównanie tak uzyskanego wyniku z przedstawionym powy»ej

daªoby informa
j� o bª�dzie tego pierwszego rozwi¡zania. Na rys. 15 porównano wyniki

uzyskane przy 5 i 120 stopnia
h swobody. Poniewa» rozwi¡zanie jest do±¢ wolno zmieniaj¡
¡

si� funk
j¡ oba wyniki nie ró»ni¡ si� zna
znie.
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Figure 14: Przykªadowe zadanie 2D. Wektory intensywno±
i strumienia 
iepªa obli
zone za pomo
¡

MES dla 3 elementów sko«
zony
h.

Na zako«
zenie tego rozdziaªu warto wspomnie¢, »e stosowane tu równanie Lapla
e'a (±
i±lej Pois-

son'a) modeluje równie» inne zjawiska ni» sta
jonarny przepªyw 
iepªa. Przykªadowo, zamiast tem-

peratury pozwala obli
zy¢ ustalone st�»enie substan
ji w zjawisku dyfuzji, poten
jaª elektry
zny

wywoªany ªadunkiem elektrostaty
znym, ugi�
ia membrany (na
i¡gni�tego pªótna) od ob
i¡»enia

prostopadªego do jej powierz
hni, deforma
j� przekroju pr�ta pryzmaty
znego poddanego skr�
a-

niu.... Dla wszystki
h ty
h zada« MES pozostaje bez zmian, gdy» wszystkie wspomniane

zjawiska s¡ opisywane takim samym równaniem.

8 MES dla liniowej spr�»ysto±
i

Naj
z�±
iej rozwi¡zywanym zadaniem przy projektowaniu konstruk
ji jest statyka 
iaª spr�»ysty
h.

Dlatego zajmijmy si� wybranymi sz
zegóªami zastosowania MES do tego typu zada«. Za
znijmy od

sformuªowania matematy
znego znanego z me
haniki pozwalaj¡
ego obli
zy¢ niezmienne w 
zasie

przemiesz
zenia u(x), odksztaª
enia ǫ(x) i napr�»enia σ(x) w zakresie liniowym, przy zerowym

przyspieszeniu, gdzie x ozna
za wektor wspóªrz�dny
h przestrzenny
h punktu























−divσ = q w Ω
σ = Cǫ w Ω
ǫ = sym(∇u) w Ω
u = 0 na ∂Ωu

σn = t̂ na ∂Ωt

(64)

q, t̂ s¡ znanymi ob
i¡»eniami wewn¡trz i na brzegu, C ozna
za tensor parametrów materiaªowy
h

reprezentowany przez 4 wska¹nikow¡ ma
ierz (zwan¡ 
zasem skrótowo ma
ierz¡ sztywno±
i), n jest

skierowanym na zewn¡trz wersorem prostopadªym do brzegu (rys. 16). Sformuªowaniem sªabym

zadania spr�»ysto±
i mo»e by¢ zasada pra
 wirtualny
h: znale¹¢ u(x), takie »e u = 0 na ∂Ωu i

∫

Ω

ǫ(v) : Cǫ(u) dΩ =

∫

Ω

v · q dΩ +

∫

∂Ωt

v · t̂ ds ∀v : v = 0 na ∂Ωu (65)
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Figure 15: Przykªadowe zadanie 2D. Rozwi¡zania MES uzyskane przy 5 i 120 stopnia
h swobody.

Maksymalne temperatury ró»ni¡ si� o mniej ni» 1 % ale rozkªady temperatur wewn¡trz obszaru

wykazuj¡ wi�ksze ró»ni
e.

PSfrag repla
ements

∂Ωt

∂Ωu

q

t̂
n

Figure 16: Ozna
zenia stosowane w zadaniu spr�»ysto±
i, 2D. q - ob
i¡»enie wewn¡trz 
iaªa, t̂ - znane
ob
i¡»enie powierz
hniowe na brzegu, n - wersor normalny na brzegu.

Problem (65) mo»e by¢ sformuªowany równie» jako minimum funk
jonaªu, t.zn. znale¹¢ u(x), u =
0 na ∂Ωu, takie »e

J(u) = min
v:v=0 na ∂Ωu

J(v) (66)

gdzie J jest 
aªkowit¡ energi¡ poten
jaln¡ ukªadu

J(v) =
1

2

∫

Ω

ǫ(v) : Cǫ(v) dΩ−

∫

Ω

v · q dΩ−

∫

∂Ωt

v · t̂ ds (67)

Podstawow¡ 
e
h¡ zadania me
haniki jest fakt »e niewiadoma funk
ja przyjmuje warto±
i wektorowe.

Zastanówmy si� jak mo»e wygl¡da¢ aproksyma
ja rozwi¡zania którym s¡ tutaj przemiesz
zenia

maj¡
e w ogólno±
i trzy skªadowe ux, uy, uz. Dla uprosz
zenia zajmijmy si� pªaskim stanem od-

ksztaª
enia, b�d¡
ego dobrym modelem dla obiektów pryzmaty
zny
h z ob
i¡»eniem i podpar
iem

niezale»nym od poªo»enia w kierunku osi obiektu (np. mur oporowy)

11

. Ponownie zajmijmy si�

11

Pªaski stan napr�»enia analizuje si� w bardzo podobny sposób i ma zastosowanie do obiektów o maªym jednym

wymiarze (grubo±
i), np. ±
ian.
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najprostszym elementem trójk¡tnym. Potra�my dla niego skonstruowa¢ skalarne funk
je ksztaªtu

zwi¡zane z trzema wierz
hoªkami. Mo»emy je teraz zastosowa¢ do aproksyma
ji ka»dej skªadowej

przemiesz
zenia w nast�puj¡
y sposób

uh =

[

ϕ1

0

]

u1 +

[

0
ϕ1

]

u2 +

[

ϕ2

0

]

u3 +

[

0
ϕ2

]

u4 +

[

ϕ3

0

]

u5 +

[

0
ϕ3

]

u6 (68)

Zatem ozna
zaj¡
 wektory z funk
jami ksztaªtu literami N i, t.zn.

N 1 =

[

ϕ1

0

]

, N 2 =

[

0
ϕ1

]

, N 3 =

[

ϕ2

0

]

, . . . (69)

aproksyma
ja w zwartej posta
i ma posta¢

uh = N 1u1 +N 2u2 + · · ·+N 6u6 (70)

gdzie stopnie swobody u1, u3, u5 maj¡ interpreta
je poziomy
h skªadowy
h przemiesz
ze« w�zªów, a

u2, u4, u6 s¡ poziomymi skªadowymi (rys. 17).

PSfrag repla
ements
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Figure 17: Stopnie swobody elementu trójw�zªowego dla zadania spr�»ysto±
i.

Stosuj¡
 lokaln¡ numera
j� stopni swobody, wspóª
zynniki ma
ierzy sztywno±
i (Ke
) i wektora

ob
i¡»enia (f e
) elementu e obli
za si�, na podstawie sformuªowania (65), ze wzorów

Ke
ij =

∫

e

ǫ(N i) : Cǫ(N j) dΩ, i, j = 1, 2, . . . , n (71)

f e
i =

∫

e

N i · q dΩ +

∫

∂e∩∂Ωt

N i · t̂ ds i, j = 1, 2, . . . , n (72)

gdzie n ozna
za li
zb� stopni swobody elementu (6 na rys. 17), ∂e∩∂Ωt jest 
z�±
i¡ brzegu elementu

le»¡
¡ na ob
i¡»onym (ob
i¡»enie rozªo»one t̂ jest znane) fragmen
ie brzegu 
aªego obszaru.

Obli
zanie ma
ierzy i wektorów elementowy
h obli
zane s¡ w ogólno±
i numery
znie, z zas-

tosowaniem kwadratury Gaussa. Zajmijmy si� jedynie obli
zaniem wspóª
zynników wektora ob-


i¡»enia. Zaªó»my, »e analizujemy pªaski stan odksztaª
enia w obszarze 2D pokazanym na rysunku

18. Jest to ¢wiartka koªa o promieniu dªugo±
i 1. Lewa kraw�d¹ jest zamo
owana a jedynym ob-


i¡»eniem jest liniowo zmieniaj¡
e si� ob
i¡»enie na górnej kraw�dzi. Przyjmijmy dyskretyza
j� za
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Figure 18: Przykªadowy obszar 2D i jego dyskretyza
ja za pomo
¡ 4 elementów sko«
zony
h z

wyró»nionym 
ztero w�zªowym elementem nr. 1. W�zeª 2 jest w poªowie dªugo±
i górnej kraw�dzi.

pomo
¡ 
ztere
h elementów sko«
zony
h pokazany
h na rysunku 18b z wyró»nionym elementem nr.

1. Ze wzgl�du na to »e jedna z kraw�dzi tego elementu jest krzywoliniowa, dobrze jest wprowadzi¢

na niej dodatkowy w�zeª w 
elu lepszego przybli»enia geometrii. Przyjmijmy numera
j� w�zªów jak

na rysunku. Dla uprosz
zenia numera
ja lokalna pokrywa si� z numera
j¡ globaln¡ dla elementu 1.

Wzory na funk
je ksztaªtu dla takiego elementu s¡ skomplikowane (w prakty
e niepotrzebne). W

rozwa»anym przykªadzie, dla elementu 1 skorzystamy ze wzorów na funk
je ksztaªtu wzdªu» kraw�dzi

1-2. Skalarne funk
je ksztaªtu na tej kraw�dzi s¡ równe

ϕ1 =
x−1/2
1−1/2

= 2x− 1

ϕ2 =
x−1
1/2−1

= 2(1− x)

ϕ3 = 0

ϕ4 = 0

(73)

Zatem niezerowe na od
inku 1-2 wektorowe funk
je ksztaªtu to

N 1 =

[

ϕ1

0

]

, N 2 =

[

0
ϕ1

]

, N 3 =

[

ϕ2

0

]

, N 4 =

[

0
ϕ2

]

(74)

Poniewa» ob
i¡»enie na kraw�dzi 1-2 ma kierunek pionowy to niezerowe ilo
zyny skalarne tego ob-


i¡»enia i funk
ji N i s¡ niezerowe jedynie dla N 2,N 4 mamy zatem

f e =

∫ 1

1/2

























0
(2x− 1)
0
2(1− x)
0
0
0
0

























(x− 1) dx = −
1

24

























0
1
0
2
0
0
0
0

























(75)

Rozwi¡zanie powy»szego zadania przy ok. 4400 stopnia
h swobody pokazano na rys. 19.
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Figure 19: Przykªadowy obszar 2D i rozwi¡zanie (ux, σxx) uzyskane za pomo
¡ ok. 4400 stopni

swobody dla bezwymiarowy
h E=1000, ν=0.3.

9 Analiza kratowni
 za pomo
¡ MES
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10 MES dla belek
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11 Zastosowanie MES do zada« dynamiki

Drgania s¡ bardzo powsze
hnym zjawiskiem. W niektóry
h przypadka
h s¡ po»yte
zne (muzyka,

maszyny do przesiewania). W niektóry
h negatywnym (drgania budynków, mostów, fundamentów

pod turbozespoªy). In»ynierowie zajmuj¡ si� zarówno wywoªywaniem drga« jak i tªumieniem drga«.

1. Zadania dynamiki

• drgania wªasne

• odpowied¹ na zmienne w 
zasie ob
i¡»enie (periody
zne albo nieperiody
zne)

• propaga
ja fal me
hani
zny
h

2. Przykªad z 1 stopniem swobody, punkt materialny

PSfrag repla
ements

m

ck

x
f(t)

Zasada p�du (i pop�du)







mẍ+ cẋ+ kx = f(t) ∀t ∈ (t0, t1) (∗)
x(t0) = x0
ẋ(t0) = v0

Dla f(t) = 0, x(t) = A1e
a1t + A2e

a2t, eiθ = cos(θ) + i sin(θ)

• brak tªumienia, c = 0 → mẍ+ kx = 0 → x = A cos(ωt− ϕ)

−mAω2cos(ωt− ϕ) + kAcos(ωt− ϕ) = 0

kA = ω2mA, A 6= 0 → ω =
√

k
m

- 
z�sto±¢ k¡towa (koªowa) drga« wªasny
h

• sªabe tªumienie x = Ae−ζωt cos(ωdt− ϕ), ωd = ω
√

1− ζ2, ζ = δ
ω
, δ = c

2m

• mo
ne tªumienie x = A1e
α1ωt + A2e

α2ωt, α1, α2, ω ∈ R
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3. Drgania osiowe pr�ta spr�»ystego

PSfrag repla
ements

A,E,ρ

l

fala podªu»na


z¡stki przemiesz
zaj¡ si� w kierunku propaga
ji fali

u - wy
hylenia 
z¡stek, u = u(x, t)

propaga
ja fali

4. Drgania wªasne (fala stoj¡
a)







ρü−Eu′′ = 0 ∀x ∈ (0, l), ∀t ∈ [t0, t1]
u(0, t) = 0 ∀t ∈ [t0, t1]
u′(l, t) = 0 ∀t ∈ [t0, t1]

(76)

Rozdzielenie zmienny
h: u(x, t) = U(x)V (t) → U ′′

U
= V̈

V
ρ
E
= const, a st¡d otrzymujemy

2 problemy wªasne (równania Helmholtz'a zredukowane do 1D)

{

V̈ + ω2
nV = 0 ∀t ∈ [t0, t1]

U ′′ + k2nU = 0 ∀x ∈ [0, l], n ∈ N
(77)

gdzie ωn s¡ 
z�sto±
iami k¡towymi [rad/s℄, kn = ωn

√

ρ
E
li
zbami falowymi [rad/m℄,

a ogólne, nietrywialne rozwi¡zanie ma posta¢

u(x, t) =

∞
∑

n=1

[An cos(ωnt) +Bn sin(ωnt)] [(Cn cos(knx) +Dn sin(knx)], (78)

ωn = 2πfn, ωn = 2π
Tn
, kn = 2π

λn
, λn

Tn
= ωn

kn
=

√

E
ρ

− pr�dko±¢ (fazowa) d»wi�ku

Dla przyj�ty
h warunków brzegowy
h

kn = (2n− 1)
π

2l
, ωn = (2n− 1)

π

2l

√

E

ρ
, un(x) = β sin[(2n− 1)

π

2l
x] (79)
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5. Zastosowanie MES

• Sformuªowanie sªabe, równowa»ne zasadzie p�du z liniowymi zwi¡zkami �zy
znymi i ge-

ometry
znymi

12

: znale¹¢ u(x, t) ∈ V , speªniaj¡
e warunki kinematy
zne i

∫ l

0

vAρü dx+

∫ l

0

vAcu̇′ dx+

∫ l

0

v′AEu′ dx =

∫ l

0

vq dx+
∑

i

viPi, ∀v(x) ∈ V0, ∀t ∈ [t0, t1]

(80)

• Aproksyma
ja: uh(x, t) = α1(t)ϕ1(x) + α2(t)ϕ2(x) + . . . αN(t)ϕN(x)

• Ma
ierze (elementu)

mas: M
(e)
ij =

∫

e
ϕiAρϕj dx

tªumienia: C
(e)
ij =

∫

e
ϕiAcϕ

′

j dx

sztywno±
i: K
(e)
ij =

∫

e
ϕ

′

iAEϕ
′

j dx

• Po agrega
ji i uwzgl�dnieniu warunków kinematy
zny
h otrzymuje si� ukªad równa« ró-

»ni
zkowy
h zwy
zajny
h







M̄ü+ C̄u̇+ K̄u = f̄(t) ∀t ∈ (0, T )
u(t = 0) = u0

u̇(t = 0) = v0

• Drgania wªasne ⇒ uogólniony problem wªasny

Zanle¹¢ u 6= 0 takie, »e M̄ü+ K̄u = 0 ∀t ∈ (0, T )

Poniewa» u = U sin(ωt+ ψ), wi�
 (−ω2M̄U + K̄U) sin(ωt+ ψ) = 0 ∀t ∈ (0, T ), 
zyli

{

K̄U = ω2M̄U

UTM̄U = 1
(81)

Rozwi¡zaniem tego zadania, w którym nie wyst�puje 
zas, s¡ posta
ie (amplitudy) drga«

wªasny
h(U 1,U 2, . . . ,UN) i i
h 
z�sto±
i (ω1, ω2, . . . , ωN).

• Dzi�ki symetrii i dodatniej okre±lono±
i M̄ and K̄ posta
ie s¡ ortogonalne, t.zn.

UT
i M̄U j = 0, UT

i K̄U j = 0 for i 6= j

UT
k M̄U k = 1, UT

k K̄U k = λk (dla unormowany
h U k), i, j, k = 1, 2, . . . , N

• przykªad

12

Takie samo sformuªowanie opisuje np. drgania poprze
zne struny albo drgania skr�tne pr�ta.
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6. Kratowni
a

• Sformuªowanie mo
ne (w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h (ξ, η), ξ - o± pr�ta:






Aρüξ + Acu̇
′

ξ − AEu
′′

ξ = q
Aρüη = 0 ∀ξ, t, γ
+war. kin., stat. i pocz.

(82)

gdzie ρ, c ozna
zaj¡ g�sto±¢ i wspóª
zynnik tªumienia wiskoty
znego materiaªu pr�ta. Po

pomno»eniu pierwszego równania przez vξ, drugiego przez vη, dodaniu stronami, wy
aª-

kowaniu przez 
z�±
i skªadnika z po
hodnymi przestrzennymi, a nast�pnie przej±
iu na

skªadowe w globalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h (x, y) otrzymuje si� sformuªowanie sªabe.

• Sformuªowanie sªabe: u(x, y, t) speªnia warunki kinematy
zne i po
z¡tkowe

∑

i

∫

γi

A
(

ρv · ü+ cv · T u̇
′

dx+ Ev′ · Tu′

)

dx =
∑

k

vk ·P k(t), ∀v, t (83)

• Na podstawie sformuªowania sªabego mo»na obli
zy¢ elementowe ma
ierze mas, tªumienia

i sztywno±
i

M
e

=
Aρh

6







2 0 1 0

0 2 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2







C
e

= αM
e
+ βK

e
K

e
=

AE

h







c2 cs −c2 −cs

cs s2 −sc −s2

−c2 −cs c2 cs

−cs −s2 cs s2







(84)

7. Belka

• Sformuªowanie mo
ne:

Aρẅ + EIwiv = q ∀ξ, t+ war. kin., stat. i pocz. (85)

• Sformuªowanie sªabe: w(x, t) speªnia warunki kinematy
zne i po
z¡tkowe

∫ l

0

(

Aρvẅ + EIv
′′

w
′′

)

dx =

∫ l

0

vq(t)dx+
∑

n

vnPn(t) +
∑

m

v
′

mMm(t), ∀v, t (86)

• Ma
ierz mas (tªumienia ma wspóª
zynnik c zamiast ρ)

M e =
Aρh

420









156 22h 54 −13h
22h 4h2 13h −3h2

54 13h 156 −22h
−13h −3h2 −22h 4h2









(87)

8. Homework

• zastosowa¢ 2 elementy sko«
zone z liniowymi funk
jami ksztaªtu do zadania osiowy
h

drga« wªasny
h pr�ta

• obli
zy¢ globalne ma
ierze mas i sztywno±
i

• obli
zy¢ spektrum 
z�sto±
i wªasny
h i odpowiadaj¡
e im posta
ie drga« wªasny
h

• sprawdzi¢ ortogonalno±¢ obli
zony
h wektorów wªasny
h

• powtórzy¢ obli
zenia dla zdiagonalizowanej ma
ierzy mas
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12 Osza
owanie bª�du aproksyma
ji MES

43



44



45



46



Zadanie

Zastosowa¢ metody residualn¡ oraz wygªadzania do obli
zenia wska¹nika bª�du aproksyma
ji

MES rozwi¡zania równania: −u′′ + 2u = 1 w elemen
ie [2℄ z liniowymi funk
jami ksztaªtu dla

nast�puj¡
y
h warto±
i w�zªowy
h:

xi 0 1 2 3

ui -1 0 2 -2
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