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1 Motywacja

Najczesciej obecnie stosowana metoda do obliczania interesujacych projektanta wielkosci, takich jak
ugiecia, sily przekrojowe, naprezenia, przemieszczenia jest Metoda Elementow Skoriczonych (MES).
Stanowi podstawe algorytmoéw uzywanych w programach stuzacych do projektowania konstrukeji in-
zynierskich (np. Robot, Abaqus, Ansys, Catia, Altair HyperWorks i wiele innych). Poniewaz jednak
za wyniki obliczen odpowiada projektant korzystajacy z oprogramowania, a nie programista, ktory
opracowal system, znajomos$¢ podstaw MES jest kluczowa dla wtasciwego 1 bezpiecznego stosowania
kodow komercyjnych.
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A recent study sponsored by the United States Government concluded

that enterprise-wide “... modeling and simulation are emerging as key tech-
nologies to support manufacturing in the 21st century, and no other techno-
logy offers more potential than modeling and simulation for improving pro-

ducts, perfecting processes, reducing design-to-manufacturing cycle time,
and reducing product realization costs..”

2 Aproksymacja MES

W MES stosowana jest aproksymacja za pomoca specjalnych funkeji bazowych, zwanych funkcjami
ksztaltu.



Dla funkcji jednej zmiennej u : [a,b] 3 @ — u(x) € R szukamy up(x) ~ u(x) w postaci uy(z) =
a1p1(x) + oo () + -+ - + anpn(x), gdzie «; to nieznane parametry zwane stopniami swobody, a
wi(z) sa funkcjami ksztaltu definiowanymi za pomoca elementow skonczonych.

1. Dyskretyzacja i liniowe, ciagte globalne funkcje ksztattu.
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Figure 1: Dyskretyzacja za pomoca 3 elementow oraz wykresy funkcji ksztattu Lagrange’a stopnia 1 (sa
ciagle i maja matle no$niki). Pochodna w sensie klasycznym nie wszedzie istnieje.

2. Definicja stopni swobody
@; - wielomiany Lagrange’a, ¢;(1;) = 6y = o; = up (z;)
Jezeli ; = u(x;) to up(z) jest interpolantem, takim ze uy(x;) = u(x;).

3. Pojedynczy element skonczony, algorytm obliczeni element po elemencie
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Figure 2: Lokalnie ponumerowane funkcje ksztaltu ¢ (z), p2(z) elementu skoriczonego o weztach 1, x9
(rowniez z zastosowaniem numeracji lokalnej).

4. Btad aproksymacji

5. Aproksymacja Lagrange’a wyzszego stopnia



6. Aproksymacja hierarchiczna wyzszego stopnia - 1 (z), @2(2) liniowe, a3 minimalizuje ||u — up|]|

7. Funkcje ksztaltu: liniowo niezalezne, jednoznacznie rozwiazywalne (unisolvent; wektory
©1(X), pa(X), ..., pn(X) sa liniowo niezalezne VX = (x1,xa,...,2,) 1 x; # x; dlai # j).

3 Sformulowanie mocne zadania preta w stanie jednoosiowym

Wprowadzenie do MES bedzie przedstawione na przykladzie mozliwie prostego zadania modelowego
mechaniki jakim jest pret poddany dziataniu jedynie sit dzialajacych w kierunku jego osi.

Rownan opisujace jednoosiowy stan naprezenia w precie czyli zadanie rozciggania albo $ciskania
preta tatwo wyprowadzi¢ korzystajac z zasady pedu (II zasady dynamiki Newtona) i nastepujacych
zalozen:

pret jest w spoczynku (statyka)

e przemieszczenia i odksztalcenia sa male

e material preta jest sprezysty (stosujemy prawo Hooke'a)

e sily miedzyczasteczkowe sa krotko zasiegowe

e sily objetosciowe (masowe) sg ciagle

e AE—const, A - pole przekroju poprzecznego, E - modul Younga

e istnieja drugie pochodne rozwigzania w kazdym punkcie odcinka (0, 1)



Figure 3: Modelowe zadanie 1D. Pret w jednoosiowym stanie naprezenia. Tylko sita osiowa moze by¢
niezerowa. Pozostale sity przekrojowe (momenty zginajace, skrecajacy i sity poprzeczne) sa rowne
zero. Przyjmijmy, ze o "x" ukladu wspolrzednych pokrywa sie z osia preta i zaczyna na lewym

koncu.

e pret nie ulega wyboczeniu.

Przy takich zatozeniach, dla preta jak na rys. Bl przemieszczenia u(zx) przekrojow preta w kierunku
jego osi mozna obliczy¢ rozwiazujac nastepujace zagadnienie brzegowe (réwnanie réozniczkowe i warunki
brzegowe)

—AEY" =q Vo € (0,1)
u(0) =0 (1)
AEY (Dn(l) = S

gdzie n(l) = 1, n(0) = —1, obciazenia ¢, S maja znaki zgodne z przyjetym uktadem wspolrzednych.
Jest to sformulowanie mocne, ktorego cecha jest spelnianie w kazdym punkcie obszaru (dziedziny
funkeji u czyli odcinka [0,[]) pewnego warunku.

4 Sformulowania slabe zadania preta w stanie jednoosiowym

4.1 Sformulowanie wariacyjne

Metoda elementow skoriczonych wymaga t.zw. sformutowania stabego. Ponizej przedstawiona jest
koncepcja przeksztatcenia sformutowania mocnego w stabe z pominieciem szczegdétow matematy-
cznych.

Pomnozmy rownanie rozniczkowe ([); obustronnie przez dowolna ciagla funkcje v(x)

—vAEY =vqg Yo eV (2)
Otrzymalismy w ten sposob nowe rownanie albo inaczej pewna funkcje zmiennej z przedstawiona
na dwa sposoby: za pomoca drugiej pochodnej niewiadomej funkcji u(z) (—vAFEw") oraz za pomoca

obciazenia (vq). Zatem calki oznaczone w granicach od 0 do [ z wyrazen po lewej i prawej stronie
rownania (2)) beda rowne czyli

I I
—/ vAEY dx = / vgde  YweV (3)
0 0

Po zastosowaniu catkowania przez czesci do catki po lewej stronie otrzymamy
l l
/ VAEY dz — [v(1)AEY (1) — v(0)AEY (0)] = / vgde  Yv eV (4)
0 0
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Problem formulation

oz + Az)ny

o(a)n_

| ot ox

Momentum Conservation Principle (Second Newton’s Law of Motion)
—  Equilibrium Equations

pa+ A
Ac(z)n_ + / q(y)dy + Ao(z + Azx)ne =0 Yw C (0,1)

n_=-1, ny=1

Find u(x) such that:
| ABS (2 + Aw) — ABS(2) = — [T q(y)dy Ve c (0,)+be. [—FVM

d

Problem formulation

2
o+ Dz) = By 4 L‘;(g)m (if u"" exists)
dx da?

- Taylor formula: = ?
T

r+Ax
- Mean value theorem: Jy : / q(y)dy = q(n)Az (if ¢ is continuous)

-Ar—0

Find u(x) € C2([0.1]) such that:

- FDM »




Funkcje v zwane funkcjami testowymi byly do tej pory dowolnymi funkcjami ciaglymi (elementy
V). Jezeli ograniczymy sie do funkeji ktore maja wartosé¢ 0 dla x = 0 przeksztalcenie nic nie straci
na ogo6lnosci, gdyz tych specjalnych funkcji testowych jest wciaz nieskonczenie wiele. Natomiast
warunek zerowania sie funkcji testowej w miejscu w ktérym rozwiazanie ma znana wartos¢ na brzegu
(spelnia warunek kinematyczny na podporze co w zapisie matematycznym zaznaczamy piszac, ze v
nalezy do przestrzeni Vj) uproszcza w istotny sposob sformutowanie, ktore po uwzglednieniu warunku
statycznego (AEW (1) = S) przyjmuje postac
Znalezé u(z), w(0) =0 takie, Ze

I I
/ V' AEY dz = / vgde +v(l)S  Yvel, (5)
0 0

Zauwazmy, ze kinematyczny warunek brzegowy zostal przepisany (nazywa sie¢ inaczej podstawowym),
a statyczny jest uwzgledniony po prawej stronie (stad nazwa naturalny). Sformulowanie (Bl) jest
dobrze znana z mechaniki zasada prac wirtualnych. Funkcje v oznaczaja przemieszczenia wirtu-
alne (ciagle i zerujace sie na podporach), lewa strona tej zasady to praca sit wewnetrznych na
przemieszczeniach wirtualnych a wyrazenie po prawej stronie jest praca sit zewnetrznych na tych
przemieszczeniach wirtualnych. Jest to sformulowanie stabe, gdyz zasada (Bl) nie zaklada speliania
pewnych warunkéw w punktach. Jego podstawowe zalety to nizszy stopien pochodnej z poszukiwane;j
funkcji i dobre podstawy matematyczne. Ponadto, okazuje sie, ze zasada obowigzuje dla zmiennej
sztywnosci AE oraz niecigglego obciagzenia q.

4.2 Problem minimalizacji

Zasade prac wirtualnych mozna przeksztalci¢é do rownowaznej zasady minimum catkowitej energii
potencjalnej (J : Vo 2 v — J(v) € R)El Dla preta poddanego przemieszczeniom wirtualnym v
wynikajaca z tego catkowita energia potencjalna J(v) wyraza sie wzorem

I I
J(v) = %/0 v AEV dx —/0 vgdx —v(l)S (6)

Przemieszczenia osi preta u(x) sa tymi przemieszcezeniami wirtualnymi (v(z), v(0) = 0) dla ktorych
funkcjonat J osiaga minimum czyli
J(u) = miny,J(v) (7)

Podsumowujac, przemieszczenia osi preta mozna obliczy¢ rozwiazujac zadanie () lub (&) lub ().
Wszystkie maja jednoznaczne rozwiazanie przy odpowiednich warunkach brzegowych.

5 Metoda Galerkina

Ze wzgledu na najwieksza ogolnosé zastosujmy zasade prac wirtualnych (B) czyli sformutowanie wari-
acyjne. Przyblizone rozwiazanie (uy(z)) takiego zadania mozna otrzymac¢ metoda Galerkina, ktory
ponad 100 lat temu zaproponowal aby rozwigzanie przyblizone poszukiwa¢ w postaci kombinacji

Formalnie dzieki temu, ze funkcjonal na prace sit zewnetrznych na przemieszczeniach wirtualnych (lewa strona
) jest symetryczny i dodatnio okreslony.



liniowej pewnych znanych funkcji bazowych (ciagtych i liniowo niezaleznych) o1(z), p2(2), ..., @n(x)
czyli
u(z) = up(z) = 11 () + a2pa(x) + -+ - + anen(x) (8)

gdzie «; sa nieznanymi wspolczynnikami (stopniami swobody). Funkcje bazowe ¢; sa rowniez
stosowane jako przemieszczenia Wirtualneﬁ. Przyktadowo przyjmujac v = ¢; mamy pierwsze row-
nanie algebraiczne

[ l
/ P1AE(a1 @) + anpy + -+ anip,) do = / prgdz + i ()S (9)
0 0

Zapisujac rownanie (Bl dla kolejnych funkeji bazowych traktowanych jako funkcje testowe otrzymu-
jemy nastepujacy symetryczny uktad n réwnan algebraicznych z n niewiadomymi

Ga=f (10)
gdzie a jest kolumnowym wektorem niewiadomych stopni swobody aq, o, ..., a,,
1 1
Gij = / O AEY) dx fi= / wiqgdxr + ¢;(1)S ,7=1,2,...,n (11)
0 0

Rozwiazanie powyzszego uktadu rownan algebraicznych pozwala obliczy¢ stopnie swobody, a zetem
rowniez funkcje uy(z) na podstawie wzoru (g]).

Taka sama aproksymacja jak w metodzie Galerkina dla zasady minimum funkcjonatu () prowadzi
do metody Ritza, ktora daje ten sam uklad rownan algebraicznych (I0) co metoda Galerkina.
Poprawne sformulowanie zadania i ciggte funkcje bazowe daja gwarancje zbieznosci metody czyli
zmniejszanie bledu wraz ze zwiekszaniem liczby stopni swobody.

6 Algorytm MES na przykladzie zadania 1D

Metoda elementow skoniczonych pozwala uzyskiwaé¢ przyblizone, ale z kontrolowana dokladnoscia,

rozwigzania zagadnienn brzegowych modelujacych zachowanie sie rzeczywistych konstrukcji. Jest

metoda Galerkina, w ktorej jako funkcji bazowych uzywa sie poznane juz wczesniej funkcje ksztattu.
W tym rozdziale przedstawiony jest algorytm MES na przykladzie zadania preta.

1. Sformutowanie zadania
Skorzystamy ze sformulowania wariacyjnego - zasady prac wirtualnych (B). Wiemy, na pod-
stawie analizy funkcjonalnej, ze jest to dobrze postawione zadanie, majace jednoznaczne rozwia-
zanie. Przyjmijmy, ze: L=2 m, AE=1000 kN, q=10 kN/m, S=-3 kN. Dla wszystkich typowych
zadan sformulowania sg dobrze znane i uzytkownik programéw MES nie musi ich podawac.

2. Dyskretyzacja - generacja siatki
Podzielmy odcinek [0,1], w ktorym poszukiwane jest rozwiazanie na mniejsze odcinki, bedace
w tym przypadku elementami skoriczonymi. Jest to t.zw. generacja siatki MES. Zalozmy, ze

Istnieje wersja metody, w ktorej funkcjami testowymi (przemieszczeniami wirtualnymi) sa inne funkcje niz przyj-
mowane do aproksymacji rozwiazania.



zastosujemy 3 elementy skoficzond] (rys. H)). Generator siatki dostarcza informacji o wspotrzed-
nych weztow (z; = 0, 2o = 31, w3 = 2l, 4 = 1) i o tym jakie wezly definiujg poszczegolne
elementy skoriczone. Istotna jest kolejno$¢ weztow przyporzadkowanych elementom. Zaldézmy
nastepujace relacje: element 1 ma wezly (1,2),element 2 ma wezly (2,3) i element 3 ma wezty
(3,4). Wprowadzony podzial czyli dyskretyzacja umozliwia zdefiniowanie funkeji ksztattu. Sa
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Figure 4: Modelowe zadanie 1D. Dyskretyzacja za pomoca 3 elementow skonczonych z wprowadzona
numeracja elementow i weztow oraz wykresy funkcji ksztaltu i ich pochodnych. Element 1 ma
wezty (1,2), element 2 ma wezly (2,3), a element 3 ma wezly (3,4). Wspotrzedne weztow sa znane.
Oznaczmy je odpowiednio xy, xo, x3, 4. Przyjmijmy, ze dlugosci elementow sg jednakowe i wynosza
h = é Wtedy 1 =0, 2o = %l, Ty = %l, ry = 1.

to funkcje ciagte (dzigki temu metoda numeryczna jest stabilna czyli mamy gwarancje, ze zwiek-
szajac liczbe elementow skoriczonych zmniejszamy blad aproksymacji MES), przyporzadkowane
wezlom w taki sposob, ze kazda z funkcji ksztaltu przyjmuje warto$¢ 1 w wybranym wezle oraz 0
w pozostalych weztach. Przyjmijmy, ze tak jak na rys. @beda to funkcje odcinkowo liniowe (ich
wykresami sa tamane). Funkcje ksztaltu beda funkcjami bazowymi aproksymacji rozwiaza-
nia, funkcjami testowymi w metodzie Galerkina oraz funkcjami aproksymujacymi brzeg obszaru
(w 1D zawsze, w 2D i 3D w wielu przypadkach aproksymacja brzegu jest dokladnym opisem
geometrii obszaru).

Aproksymacja MES wyraza sie wzorem (§]). Dzieki opisanym powyzej wlasciwosciom funkeji
ksztaltu tatwo zauwazyc¢, ze

uh(xl) = Oél(pl($1) + 042(,02(1171) +--- 4 Oén(pn($1) = Q7 14 Qg - O+---+ (67 0= Qq (12)

oraz ogoblnie
up(z;) = oy, i=1,2,...,n (13)

3W praktyce potrzebnych jest znacznie wiecej elementéw do uzyskania odpowiedniej doktadnosci.

4Klasyczne pochodne funkcji ksztattu nie istnieja w weztach (prawostronna nie rowna sie lewo stronnej) ale zaréwno
pochodne jak i catki w zasadzie wariacyjnej (B)) sa rozumiane w ogélniejszym sensie i dlatego z matematycznego punktu
widzenia wszystko jest poprawnie. Z punktu widzenia mechaniki przemieszczenia moga by¢ niegtadkie (mie¢ skokowa
zmiane pochodnej) w miejscu zmiany parametrow materiatlowych co ma miejsce np. w kompozytach.



Wprowadzajac oznaczenie uy(z;) = w; aproksymacje MES przyjmiemy w postaci kombinacji
funkcji ksztaltu ze stopniami swobody bedacymi wartosciami (na razie nieznanymi) rozwiazania
przyblizonego w weztach

up(z) = w1 (7) + ugpe() + - - - + upy () (14)

Podstawowg zaleta funkcji ksztaltu jako funkcji bazowych jest to ze przyjmuja wartosci nieze-
rowe tylko na niewielkich podobszarach (w elementach zwiazanych z wybranym weztem). W
praktyce, przy duzej liczbie elementow skonczonych, podobszary te sa bardzo mate w poréw-
naniu z calym obszarem.

W rozwazanym przykladzie n = 4 1 mowimy, ze globalna liczba stopni swobody (LSS) jest
rowna 4.

. Agregacja

Poniewaz metoda elementow skoriczonych jest metoda Galerkina uktad réwnan algebraicznych
pozwalajacy obliczy¢ stopnie swobody ma postac¢ taka jak w rozdziale [i ale z dodatkowa cenna
zaleta jaka jest pasmowos$¢ (duzo wspotezynnikow zerowych).

Przyktadowo jezeli jako funkcji testowej uzyjemy pierwszej funkcji ksztattu otrzymamy pierwsze
roOwnanie algebraiczne

! l
/ ¢;AE(u1g01 + Ugpe + Uzp3 + Ugpy) dT = / prqdx 4+ ¢1(1)S (15)
0 0

. . / / / / / r . / / . . . .
Poniewaz p,¢5 = p004 = 0, a 019, 1 ¢, sa niezerowe tylko w elemencie pierwszym, powyzsze
réwnanie ma postac

i / w;AEgpllda? + uz/ gp;AE@g’da: +uz-04uy-0= / p1qdz +0- 8 (16)
el el €1

gdzie e; oznacza pierwszy element (odcinek [0, h]). Nastepne rownia otrzymujemy analogicznie
1 mozna je zapisa¢ macierzowo

. ’ ’ o ’ /
jel P11 jel 0102 0 0 u fcl . .
’ ’ ’ ’
fel paer’ fel ¢2¢2/+f62 pas’ fez eavs’ 0 u2 fel ¢2Q+fe,2 p24q 0
AE . / . ’ ’ ’ = N + (17)
0 Joy 032’ N L O us I, esa+ ., eaa 0
’ ’
0 0 Joy Pavs’ Joy Pava’ ws Joy Paa s

gdzie dla skrécenia zapisu pominieto pod catkami symbol dx oraz przyjeto, ze AE =const, a
kolorami oznaczono wktad kolejnych elementow skonczonych do (globalnego) uktadu réwnan
algebraicznych. Podmacierze 2x2 oznaczone poszczegdlnymi kolorami nazywaja sie macierzami
(sztywnosci) elementow. Analogicznie podmacierze kolumnowe 2x1 wchodzace w sktad wektora
prawych stron nazywaja si¢ wektorami (obciazenia) elementow. Dla kazdego elementu korzys-
tamy w zwigzku z tym jedynie z dwoch funkcji ksztattu, gdyz tylko te, ktore sa zwigzane z jego
weztami (rys. [l nie zeruja sie w elemencie. Dla tych funkcji stosujemy numeracje lokalna: 1,2.
Zatem LSS elementu w tym zadaniu i przy tej dyskretyzacji jest réwna 2.
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Figure 5: Modelowe zadanie 1D. Lokalnie ponumerowane funkcje ksztaltu ¢;(x), pa(z) elementu
skoriczonego o weztach x, x5 (rowniez z zastosowaniem numeracji lokalnej).

Stosujac lokalna numeracje (nie bedzie ona dalej specjalnie oznaczana), wspotczynniki macierzy
(K°) i wektora (P°) elementu e oblicza sie ze wzorow

K = /(piAEgoj dz, Pf = /(piq dz, i,j=1,2 (18)

Wzory te mozna uzyska¢ bezposrednio, podstawiajac funkcje ksztaltu za funkcje testowe i
bazowe do catek po lewej i prawej stronie sformutowania wariacyjnego. Sktadnik bez catki
(v(1)S) nie jest zwiazany z zadnym elementem i jest uwzgledniany inaczej niz sktadniki z
catkami.

Latwo obliczy¢ macierz sztywnosci dla elementu o dtugosci h (niezaleznie od jego potozenia na
osi x) oraz wektor obciazenia dla stalego obciazenia g

. AE 1 -1 e qh |1
K_T[_l 1}, P—;M (19)

Macierz wspotezynnikow (K) i wektor prawych stron (f) algebraicznego uktadu réwnan nazy-
waja sie globalna macierza (sztywnosci) i globalnym wektorem (obciazenia). Ich wspolezynniki
najwygodniej oblicza sie metoda agregacji, element po elemencidd. Agregacje w nastepujacy
sposob.

e Przyjmujemy zerowa globalna macierz sztywnosci K, i zerowy globalny wektor obciaze-
nia f,,,. Poniewaz n =4

~
[

(20)

o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
o O O O

e Kolejno, dla kazdego elementu obliczamy macierz i wektor elementowyﬁ, a nastepnie do-
dajemy ich wspotczynniki do macierzy i wektora globalnego w miejsca wynikajace z nu-
merow globalnych stopni swobody elementu. Numery te sa adresami (okreslaja kolumny
i wiersze) w macierzy i wektorze globalnym pod ktore nalezy "dostarczy¢" poszczegolne
wspoOtczynniki macierzy i wektora elementu.

SPrzyklad 1D jest szczegolny, gdyz sformulowanie wariacyjne zawiera sktadnik bez calki, ktory uwzglednia sie na,
poziomie globalnym, czyli bez agregacji.
SW rozwazanym przyktadzie macierze i wektory wszystkich elementéw sa takie same (patrz wzory [[9).
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(a) Element 1 ma wezly (1,2). Po agregacji jego macierzy i wektora

AE

1

—1
K=="1 o
0

S O ==
o O OO
o O OO

(b) Element 2 ma wezly (2,3). Po agregacji jego macierzy i wektora

1 -1 00
AE | -1 2 -1 0

K‘T 0 -1 10|’
0 0 00

(c) Element 3 ma wezlty (3,4). Po agregacji jego macierzy i wektora

1 -1 0 0

AE| -1 2 -1 0

TRl 0 -1 2 -1 |’
0 0 -1 1

K

1
_ah |1
0
1
_qh 2
0
1
_ah |2
1

e W nietypowym zadaniu 1D nalezy jeszcze doda¢ wektor z sila skupiona S przylozona w
4-tym wezle (dlatego wystepuje w 4-tym wierszu), a zatem

1 —1 0 0

AE —1 2 —1 0
K==\ 091 2 1| £

0 0 —1 1

Otrzymalismy w ten sposob uktad rownan algebraicznych

1 =1 0 0 U
AE | —1 2 —1 0 U qh
h 0 -1 2 —1 Us 2
0 0 —1 1 Uy

Przyjmujac oznaczenia

Uq 1
U9 — u, % 2 _ P,
Us 2 2
Uy 1

1 0
_qh | 2 0
=527 o (24)
1 S
1 0
2 0
9 + 0 (25)
1 S
0
0
ol =w (26)
S

czyli wektory, odpowiednio: stopni swobody, obciazenia i sit weztowych mozna zapisa¢ uktad

roOwnan algebraicznych w zwarty sposob

Ku=P+W
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0 0 0 0 0 1500 -1500 0 0 3.3333 1500 -1500 0 0 3.3333 1500 -1500 0 0 3.3333
0 0 0 0 0 1500 1500 0 0 3.3333 -1500 3000 -1500 0 6.6667 1500 3000 1500 0 6.6667
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1500 1500 0 3.3333 0 1500 3000 <1500  6.6667

) ) 0 0 3 0 0 0 0 3 0 0 0 0 3 0 0 1500 1500 0.33333

Figure 6: Modelowe zadanie 1D. Przebieg agregacji macierzy sztywnosci (4x4) i wektora obciazenia
(ostatnia kolumna). Wektor sit wezlowych wstawiono na poczatku agregacji.

Po przyjeciu parametrow zdefiniowanych na poczatku rozdziatu [0, macierz i wektor elementu
sa rowne

(28)

K — { 1500 —1500 } ’ pe— { 3.333}

—1500 1500 3.333

i agregacja przebiega w sposob pokazany na rys. [6l

4. Uwzglednienie warunkow kinematycznych i rozwigzanie uktadu rownan

Macierz ukladu rownan algebraicznych ([27)) jest osobliwa. Wynika to z nie uwzglednienia do
tej pory kinematycznego warunku brzegowego. 7 mechaniki wiemy, ze bez takich warunkow
(podpor) uktad jest geometrycznie zmienny i analiza statyczna nie umozliwia obliczy¢ jed-
noznacznych przemieszczen. 7Z matematycznego punktu widzenia warunek kinematyczny, czyli
u(0) = 0 implikuje, zZe pierwsza funkcja ksztaltu nie jest wtasciwa funkcja testowa (przemieszcze-
niem wirtualnym), a zatem pierwsze rownanie w uzyskanym metoda agregacji ukladzie (27)
jest "nielegalne". Zostalo ono jednak utworzone celowo, dla uproszczenia algorytmu agregacji
ale teraz nalezy go wyeliminowa¢. Poniewaz znamy przemieszczenie w pierwszym wezle czyli
znamy pierwszy stopienn swobody u; mozna pomnozy¢ pierwsza kolumne macierzy sztywnosci
przez u; (gdyby byl znany stopien swobody wy to kolumne "k") i przenies$¢ otrzymany wek-
tor na prawa strond]. W tym przykladzie u; = 0 zatem przenoszony wektor jest zerowy, ale
nie zawsze tak musi by¢. Nastepnie rezygnujemy z pierwszego (w ogolnosci k-tego) rownania.
Otrzymujemy w ten sposob uktad 3 rownan z 3 niewiadomymi

2 -1 07 [ w 0

AE h

=1 2 1) | :% 2+ 10 (29)
0 -1 1| u 1 S

Numerycznie, uwzglednienie kinematycznych warunkoéw brzegowego wygodniej jest wykonaé
bez zmiany wymiaré6w macierzy i wektora ukladu rownan. Po przeniesieniu, jak poprzednio,
znanych wyrazen na prawe strony nalezy wyzerowaé k-ta kolumne (przeniesiona na prawa
strone) i k-ty wiersz ("nielegalne" rownanie) macierzy sztywnosci a nastepnie wstawic liczbe
1 na przekatna oraz znany stopien swobody na prawa strone k-tego réwnania (warunek uy =

"Jest to przenoszenie w kazdym réwnaniu znanego wrazenia na prawa strone.
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u(zy)). W rozwazanym przykladzie otrzymamy

L0 0 0] [w 0 0

AE| 0 2 -1 0| |u | qh]|2 0

h|l 0 -1 2 —1 ws | 2 2o (30)
0 0 -1 1 Uy 1 S

Uklad rownan algebraicznych, w postaci (29) albo ([B0]) jest symetryczny, pasmowy, dodatnio
okreslony i ma jednoznaczne rozwigzanie, ktore mozna obliczy¢ jedng z bezposrednich albo
iteracyjnych metod numerycznych. Dla przyjetych konkretnych danych liczbowych otrzymamy

up =0, up = 0.009111, ug = 0.01378, uy = 0.01400 [m] (31)

. Wyniki obliczen

Znajac stopnie swobody mozemy wroci¢ do aproksymacji za pomoca funkcji ksztattu. Na-
jlepiej stosowac ja element po elemencie tak jak to bylo przy agregacji uktadu rownan. Zatem,
kazdy element skoriczony rozwazamy indywidualnie, stosujac numeracje lokalna (rys. [).
Wiedzac, na podstawie relacji element-wezly jakie sa numery weztéw pobieramy wspotrzedne
tych weztow (w lokalnej numeracji oznaczamy je xi,x5), odezytujemy z globalnego wektora
stopni swobody stopnie swobody elementu (oznaczajac jako wuy, us) i zapisujemy rozwiazanie
MES w rozwazanym elemencie skoniczonym

T — T r — T

up(2) = w11 (2) + uaep2(z) ulxl_@ u2$2_$1 (32)

Przyktadowo, dla elementu 3, stosujac numeracje lokalng x; = 1.333, 2o = 2.000, u; =
0.01378, us = 0.01400, a zatem
ul® = /3000 + 1/75 (33)

Mozemy teraz obliczy¢ site osiowa w kazdym elemencie korzystajac ze wzoru N = AFEv/, czyli
dla rozwiazania przyblizonego ([B2), z lokanie ponumerowanymi stopniami swobody wuy, us,
zachodzi

Ug — U
Ni () = AE[n¢ (2) + upgs(x)] = AE——— (34)
W szczegoblnosci, dla elementu 3:
0.01400 — 0.01378
N® = AE = 0.3333 kN (35)

2/3

Tak uzyskane rozwiazanie i sita osiowa, narysowane element po elemencie, sa przedstawione na
rys. [0

. Blgd rozwigzania
Po uzyskaniu rozwigzan wazng rzecza jest znajomosé jego doktadnosci. Bledy przemieszczen i
sity osiowej definiuje sie nastepujaco

eu(w) = u(x) —un(z),  en(r) = N(z) = Ny(2) (36)

14
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Figure 7: Modelowe zadanie 1D. Wykres rozwiazania MES i obliczonej na jego podstawie sity osiowej.
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Figure 8: Modelowe zadanie 1D. Wykres rozwiazania MES i obliczonej na jego podstawie sity osiowe]
(linie grube), doktadne rozwiazanie i sita osiowa (linie kreskowane), bledy rozwiazania i sily osiowej
(linie cienkie).

Przyktadowe zadanie, ktore rozwiazujemy za pomoca MES jest bardzo proste i tatwo obliczy¢
doktadne u(x), N(z). Ich wykresy pokazano linig przerywana na rys 8 Zamieszczono tam
rowniez wykresy btedow e, (z), en(x). W rzeczywistosci MES stosujemy wtedy, kiedy nie znamy
rozwigzania doktadnego. Dlatego w praktyce mozliwe jest jedynie oszacowanie btedu obliczern.
Metody oszacowania btedu bez znajomos$ci rozwigzania doktadnego beda przedstawione w dal-
szej czesci wyktadu.

Warto zauwazy¢, ze przemieszczenia sg ciagte i doktadne w weztach siatki MES, natomiast sita
osiowa jest odcinkowo ciagla i doktadna w Srodkach elementéw. Doktadne przemieszczenia w
weztach wynikaja ze szczeg6lnych cech zadan 1D. W ogoélnosci obserwujemy, ze rozwigzanie
MES ma najmniejszy blad w wezlach a naprezenia w pewnych punktach wewnatrz elementow.
Blad naprezen (sil) jest na ogot wiekszy od bledu przemieszczen. Czesto, a zwlaszeza dla
uktadow pretowych stosuje sie specjalne opracowanie wynikow, ktore pozwala obliczy¢ doktadne
wartosci sil przekrojowych uktadow pretowych w weztach siatki MES (zamiast skokowej ich
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zmiany pomimo braku obciazenia skupionego) albo poprawié¢ doktadnosé obliczonych naprezen.

W przedstawionym powyzej algorytmie mozna wyr6zni¢ trzy charakterystyczne etapy obliczen:
preprocesor (punkty 1,2) - sformulowanie zadania, przyjecie danych, generacja siatki MES i struk-
tury danych, procesor (punkty 3,4) - utworzenie i rozwiazanie uktadu rownan algebraicznych, za-
pamietanie wyniku, postprocesor (punkty 5,6) - przedstawienie wynikow (przemieszczen) obliczenie
pochodnych (naprezeri), oszacowanie btedu obliczen.

Algorytm MES zostal zilustrowany prostym zadaniem mechaniki. Jednak interpretacja fizyczna
nie miata zadnego znaczenia. Istotny byl typ rozwazanego rownania rozniczkowego (—AFEu" = q),
ktore mozna zastapi¢ np., bardzo podobnym —AET” = f, modelujacym stacjonarny przeplyw ciepla
(T'(z) oznacza rozktad temperatury, k jest wspotczynnikiem przewodzenia ciepta, a f intensywnoscia
zrodla ciepla) i algorytm metody pozostanie identyczny. Dlatego, MES jest metoda aproksymacji
rozwigzan réwnan rézniczkowych, a réwnania te s3 matematycznymi modelami zjawisk
fizycznych. Warto o tym pamietac¢, zwlaszcza przy ocenie wiarygodnosci wynikow obliczen.

7 MES dla stacjonarnego przeptywu ciepla w 2D

W rozdziale omoéwione jest zastosowanie metody elementéw skoniczonych do rozwigzania rownania
Laplace’a w obszarze 2D. Réwnanie to moze opisywaé przeplyw ciepta w cialach stalych, gdzie
zjawisko to odbywa sie na zasadzie przewodzenia inaczej dyfuzjil. Dodatkowo zalozymy, ze mamy do
czynienia z procesem ustalonym, a wiec sytuacja, gdy temperatura nie zmienia sie w czasie. Zalezy
jedynie od polozenia (wspotrzednych przestrzennych) punktu i dla uproszczenia tylko od dwoch
wspotrzednych. Bedziemy zatem poszukiwac¢ funkcji dwoch zmiennych o wartosciach skalarnych.

Rownaniami opisujacymi rozktad temperatury T'(z,y) przy stacjonarnym przeptywie ciepta w
ciele stalym sa: zasada zachowania energii dla uktadéw termodynamicznych

divg = Q (37)

oraz prawo Fouriera jako najprostsze prawo konstytutywne, ktore dla materiatu izotropowego ma
postac
= —kVT (38)

04 0qy
ox 8y

strumienia, ktérego wartos¢ g = limao0—— At (ilos¢ ciepla przeplywajacego przez dana powierzchnie

vT = q jest strumieniem ciepla [%], Scislej natezeniem

gdzie divg = [8T 8T}

podzielona przez pole tej powierzchni i czas przeplywu), @) oznacza intensywnosé zrodla ciepla [WL
ktora moze by¢ dodatnia (ogrzewanie) albo ujemna (chlodzenie), k jest parametrem materialowym
zwanym wspotczynnikiem przewodzenia ciepla (przyktadowo k—0.8 —7— dla betonu, k=50

mdeg
dla stali). W ogolnosci, np. w cialach anizotropowych, wektor g nie Jest wspotliniowy z gradien-

tem temperatury i wlasciwos$ci materiatu sa opisywane za pomoca macierzy, ktora w najprostszym
przypadku, dla przyjetego tu materiatu jednorodnego izotropowego (q || V1') ma postac

K:[’g 2} (39)

8Inne formy przeptywu ciepla, ktore sy opisywane innymi réwnaniami to konwekcja i promieniowanie.
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Wstawiajac rownanie ([B8) do réwnania ([B7) i uzupeliajac je o warunki brzegowe mamy sfor-
mutowanie mocne zadania stacjonarnego przeptywu ciepta w ciatach statych: znaleZé temperature
T(z,y) w obszarze Q (rys. [3), takq Ze

kAT =Q wQ
T=T na Qs (40)
k:g—g; =g na 08,

o*T 0T  oT  IT, T,
gdzie AT = 02 + 72 on =5 + a—yyny, g, 1y 83 sktadowymi wersora (y/n2 +n2 = 1)
prostopadtego do brzegu, skierowanego na zewnatrz, g jest wartos$cia sktadowej normalnej strumienia
ciepla na brzegu, majaca znak dodatni jezeli ciepto doplywa do ciata (analogicznie jak dla Q). Czyli

g=-an

T

Figure 9: Oznaczenia stosowane w zadaniu stacjonarnego przewodzenia ciepta. @) - Zrodlo ciepta
wewnatrz ciata (ma wartosé dodatniq gdy ciepto doptywa), T - znana temperatura na czesci brzegu,
q - znany strumieni na czesci brzegu, q,, - sktadowa normalna strumienia na brzegu (narysowana w
jednym punkcie ale jest dana na calej czesci brzegu, na ktorej nie jest znana temperatura, g = —q,
ma warto$é dodatniq gdy ciepto doplywa), m - wersor normalny na brzegu.

Aby przeksztalci¢ powyzsze sformutowanie do postaci stabej potrzebnej w MES nalezy pomnozy¢
obie strony rownania ([0); przez funkcje testowa i wycatkowaé przez czesci. Otrzymamy w ten sposob
odpowiednik zasady prac wirtualnych: znalezé T(z,y), takie ze T'=T na 0Qr i

/va-VTdQ:/deQ+/ vgds  VYv:v=0nadQp (41)
Q Q

09,

Temperatura znana na czesci brzegu jest odpowiednikiem warunku kinematycznego i ze wzgledu
na to, ze wystepuje poza zasada wariacyjna nazywa sie warunkiem podstawowym (albo Dirichleta),
natomiast znana sktadowa normalna strumienia jest wbudowana w funkcjonat i nosi nazwe warunku
naturalnego (Neumanna). Tak jak to bylo w zadaniu preta mozna sformutowanie wariacyjne (4Il)
zastapi¢ zadaniem minimalizacji pewnego funkcjonatu.

Rozwazmy zadanie przyktadowe, ktorym jest przeptyw ciepta w pryzmatycznym precie z ustalona
stala w czasie i przestrzeni temperatura na jednej czesci pobocznicy oraz stalym strumieniem ciepta
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Figure 10: Przykltadowe zadanie 2D. Stacjonarny przeptyw ciepta. Wspotczynnik przewodzenia ciepta
k=1-%

m deg”

na pozostatej czesci pobocznicy. Mozna zatem rozwazac tylko jeden przekroj preta. Przyjmijmy, ze
jest to trapez przedstawiony na rys. z przedstawionymi tam warunkami brzegowymi i Zroédtem.

Zastosowanie MES do aproksymacji rozwigzania powyzszego zadania mozna uzyska¢ w ponizej
opisanych, poznanych na przyktadzie zadania 1D, etapach.

1. Sformutowanie zadania
Skorzystamy ze sformutowania wariacyjnego ([Il). Wiemy, na podstawie analizy funkcjonalnej,
ze jest to dobrze postawione zadanie, majace jednoznaczne rozwigzanie.

2. Dyskretyzacja - generacja siatks

Elementy skoriczone w 2D moga by¢ trojkatami albo czworokatami, w ogolnosci o krzywolinio-
wych bokach. Przyjety w przyktadowym zadaniu obszar w ksztalcie trapezu podzielmy na 3
przystajace trojkaty prostokatne, rownoramienne, bedace elementami skonczonymi. Generator
siatki dostarcza informacji o wspotrzednych weztow: (0,1), (0,0), (1,1), (1,0), (2,0) i o tym
jakie wezty definiuja poszczegdlne elementy skoriczone. Istotna jest kolejnosé wezlow przy-
porzadkowanych elementom. Zal6zmy nastepujace relacje: element 1 ma wezly (1,2,4),element
2 ma wezly (4,3,1) i element 3 ma wezly (3,4,5). Wprowadzony podzial czyli dyskretyzacja
umozliwia zdefiniowanie funkcji ksztaltu. Sa to funkcje ciagle (dzieki temu MES jest sta-
bilna czyli mamy gwarancje, ze zwiekszajac liczbe elementow skoriczonych zmniejszamy blad
aproksymacji), przyporzadkowane weztom w taki sposob, ze kazda z funkcji ksztaltu przyjmuje
warto$¢ 1 w wybranym wezle oraz 0 w pozostalych weztach. W rozwazanym przyktadzie kazdy
element ma 3 stopnie swobody a globalna ich liczba (LSS) jest rowna 5. Na rys. [[2 pokazano
wykres funkcji ksztattu zwigzanej z weztem nr. 1.

3. Agregacja
Stosujac lokalna numeracje, wspolczynniki macierzy (K¢) i wektora (f¢) elementu e oblicza
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Figure 11: Przykladowe zadanie 2D. Dyskretyzacja i pole temperatury obliczone za pomoca MES
dla 3 elementow skonczonych.

Figure 12: Przyktadowe zadanie 2D. Wykres funkcji ksztaltu zwiazanej z weztem nr.1 (1/4 piramidy).

sie ze Wzorow

Kiej - /kVSOz : VSOj dQ, i,j = 17 27 3 (42)

= [eQaos [ pgds ij-12 (43)
e 0eNofly

gdzie de N 0SY, jest czescia brzegu elementu lezaca na "obciazonym" (g, jest znane) fragmencie
brzegu catego obszaru.

Warto zauwazy¢, ze nie ma po prawej stronie zasady wariacyjnej sktadnika bez catki, a za-
tem w globalnym wektorze obciazenia nie bedzie skladnika obliczanego poza agregacja czyli
odpowiednika wektora W uktadu rownan algebraicznych (27)). Wektory obciazenia sa w ogol-
no$ci wynikami catkowania nie tylko po wnetrzu elementu, jak to bylo w zadaniu 1D, ale
rowniez moga wymagaé catkowania po czesci brzegu 052,,.
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Figure 13: Przyktadowe zadanie 2D. Element nr. 1 z lokalnie ponumerowanymi weztami.

Zajmijmy sie elementem 1 (rys. [3). Przyjmujac uktad wspotrzednych w wezle 2, tatwo napisa¢
nastepujace wzory na ponumerowane lokalnie funkcje ksztattu

ei(z,y) =y
pa(my) =1—2—y (44)
p3(r,y) =z

Ogolnie, funkcja przyjmujaca warto$é 1 w wezle o wspolrzednych (xy, yi) 1 zerujaca sie w

Akﬂi + Bky + Ck
Ak$k + Bkyk + ij
gdzie Ay, By, Cj sa wspolczynnikami rownania prostej (Agx + Bry + Ci. = 0) przechodzace]
przez punkty (x;, v;), (z;, y;). Gradienty funkcji ksztaltu, wystepujace we wzorach na
wspotczynniki macierzy sztywno$ci, sa nastepujacymi wektorami niezaleznymi od x,y

wezlach o wspotrzednych (x;, v;), (x;, y;) moze by¢ zapisana wzorem ¢y, =

Ve, =10, 1]
Vs = [-1, —1] (45)
Vs = [1, (]
Zatem tatwo obliczy¢, ze dla k = const

K¢ = E[[0,1]-[0, 1]dzedy =k [(0-041-1)dzdy = kA

K¢ = E[[0,1]-[-1, =1]dzdy = —kA

K¢ = Ek[[0,1]-[1, 0]dzdy =0 (46)

K$ = k[[-1, —=1]-[-1, —1]dzdy = 2kA

gdzie A jest polem elementu skonczonego. Macierze wszystkich elementow przy zastosowa-
nej dyskretyzacji (trojkaty przystajace, z weztami ponumerowanymi tak aby wezel przy kacie
prostym byl drugi) sa jednakowe i rown

1 -1 0
K=kA| -1 2 -1 (47)
0 -1 1

9Elementy skoriczone moga byé¢ dowolnymi troéjkatami albo czworokgtami. Latwo dla nich uogélnié stosowang w
tym prostym obliczeniowo przyktadzie metode obliczania wspotczynnikow macierzy i wektoréw elementowych.
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Agregacje uktadu rownan algebraicznych przeprowadzimy podobnie jak w zadaniu 1D, element

po elemencie, w nastepujacy sposob.

e Przyjmujemy zerowa globalng macierz sztywnosci K ,,,, 1 zerowy globalny wektor obciaze-

nia f,,,. Poniewaz n =5

=

I
cocoooo
cocoooo
cocoooo
cocoooo
coocoo

I
cocoooo

(48)

e Kolejno, dla kazdego elementu w t.zw. procedurze elementowej oblicza sie macierz (w tym
przyktadzie juz obliczona) i wektor elementu. Ich wspotezynniki dodajemy do macierzy i
wektora globalnego w miejsca wynikajace z numeréw globalnych stopni swobody elementu.
Numery te sa adresami (okreslaja kolumny i wiersze) w macierzy i wektorze globalnym
pod ktore nalezy "dostarczy¢" poszczegdlne wspotczynniki macierzy i wektora elementu.

(a) Wspolczynniki wektora elementu (wzor ([43))) sa w ogolnosci sumami calek po wnetrzu
i czedcei jego brzegu. Obliczmy kolejno potrzebne catki pamietajac, ze @ = 120 =

const, q, = 100 = cons

1
/mdxdy=/¢2@dxdy=/¢3c2dxdy= L4Q =20

a zatem wektor obcigzenia elementu 1 jest rowny

20 + 50
fO=120+50 | =
20 + 0

70
70
20

Element 1 ma wezty (1,2,4). Po agregacji jego macierzy i wektora

1 =10 00
120 10
K==| 0 00 00
21 010 10
0 00 00|

F 70T

70
0
20
0

(50)

(51)

1
10 1 dzdy jest rowna objetosci ostrostupa jaki tworzy wykres funkeji 1 (rys. [2), a / 1 dz jest réwna polu
0

trojkata jaki tworzy wykres tej funkcji na odcinku pomiedzy weztami 11 2.
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(b) Podobnie obliczamy wektor obciazenia elementu 2

20 + 0 20
Ff@=120+50 | = 70 (52)
20 + 50 70

Element 2 ma wezty (4,3,1). Po agregacji jego macierzy i wektora

2 -1 -1 00 [ 140 T
1 —1 2 0 -1 0 70
K=-| -1 0o 2 -1 01, f=1 70 (53)
2 0 -1 -1 2 0 40
0 0 0 00| 0]
(c) Wektor obciazenia elementu 3 jest rowny
20471 91
fP=124+0 | =120 (54)
20471 91

Element 3 ma wezty (3,4,5). Po agregacji jego macierzy i wektora

2 -1 =1 0 0] [ 140 ]
1 -1 2 0 -1 0 70
K=-|-1 0 3 -2 0], f=1 161 (55)
21 0 -1 —2 4 -1 60
. 0 0 0 -1 1] | 91
Otrzymalismy w ten sposob uktad réwnan algebraicznych
2 -1 -1 0 O Ty 140
1 -1 2 0 -1 0 T, 70
-/ -1 0 3 =2 0 T; | = | 161 (56)
2100 -1 2 4 1| m 60
o 0 0 -1 1 15 91
Przyjmujac oznaczenia
T, 140
T 70
T; | = u, 161 | =f (57)
Ty 60
T5 91

czyli wektory stopni swobody i obciazenia mozna zapisa¢ uktad réwnan algebraicznych w zwarty
SposOb
Ku=f (58)
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4. Uwzglednienie warunkow podstawowych © rozwigzanie uktadu rownan
Poniewaz T, = T, = T = 500, mnozymy odpowiadajace tym stopniom swobody kolumny
macierzy sztywnosci przez znane wartosci i przenosimy na prawg strone. Nastepnie rezygnujemy
z rownan 2,4,5 zastepujac je rownaniami 75 = 500, 7T = 500, T5 = 500 co prowadzi do uktadu

1 0 -05 0 0 Ty 390
1 000 T, 500
—05 0 15 0 0 T5 | = | 661 (59)
00 0 10 T, 500
00 00 1 T5 500
ktorego rozwiagzaniem sa
Ty =732, Ty, =500, T3 =685, T, =500, T5 =500 [K] (60)

5. Wyniki obliczen
Znajac stopnie swobody, ktore przy zastosowanych funkcjach ksztattu sa wartosciami rozwigza-
nia przyblizonego w weztach mozna opracowa¢ wyniki element po elemencie. Wiedzac, na
podstawie relacji element-wezty jakie sa numery weztow pobieramy wspotrzedne tych weztow
oraz stopnie swobody elementu (oznaczajac je z zastosowaniem lokalnej numeracji 74, Ty, T5) i
zapisujemy rozwiazanie MES w rozwazanym elemencie skoriczonym

T (z) = Tvpr (2, y) + Towa(z,y) + Typs(z,y) (61)

Przyktadowo, dla elementu 1, stosujac numeracje lokalna 77 = 732, T, = 0.500, 73 = 500, a
zatem

T (x,y) = 732y + 500(1 —  — y) + 500z = 232y + 500 (62)

Stosujac prawo Fouriera mozemy obliczy¢ strumien ciepta w tym elemencie
gV = kv = [0, 23] (63)
2 _

Wektory gq;, sa stale w elementach i nieciggle miedzy nimi. Podobnie mozna obliczy¢ g,
[47,—185] i qf’) = [0, —185]. Wykres ciaglego pola temperatury pokazano na rys. [Ib, a
wektory strumienia ciepta obliczonego na podstawie przyjetej bardzo zgrubnej dyskretyzacji
na rys. [I4l

6. Wiarygodno$é wynikow
Zastosowana dyskretyzacja byla bardzo zgrubna. Aby oszacowaé¢ blad uzyskanych wynikow
nalezatoby powtorzy¢ obliczenia z przynajmniej dwa razy mniejszymi elementami co datoby
ok. 4 x wiecej stopni swobody. Porownanie tak uzyskanego wyniku z przedstawionym powyzej
datoby informacje o bledzie tego pierwszego rozwigzania. Na rys. poréwnano wyniki
uzyskane przy 5 i 120 stopniach swobody. Poniewaz rozwigzanie jest do$¢ wolno zmieniajaca
sie funkcja oba wyniki nie réznig sie znacznie.
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Figure 14: Przykladowe zadanie 2D. Wektory intensywnosci strumienia ciepta obliczone za pomoca
MES dla 3 elementow skoriczonych.

Na zakoriczenie tego rozdziatu warto wspomnieé¢, ze stosowane tu rownanie Laplace’a (Scislej Pois-
son’a) modeluje rowniez inne zjawiska niz stacjonarny przeplyw ciepta. Przyktadowo, zamiast tem-
peratury pozwala obliczy¢ ustalone stezenie substancji w zjawisku dyfuzji, potencjat elektryczny
wywolany tadunkiem elektrostatycznym, ugiecia membrany (naciagnietego ptotna) od obciazenia
prostopadtego do jej powierzchni, deformacje przekroju preta pryzmatycznego poddanego skreca-
niu.... Dla wszystkich tych zadain MES pozostaje bez zmian, gdyz wszystkie wspomniane
zjawiska sa opisywane takim samym réwnaniem.

8 MES dla liniowej sprezystosci

Najczesciej rozwigzywanym zadaniem przy projektowaniu konstrukcji jest statyka cial sprezystych.
Dlatego zajmijmy sie wybranymi szczegotami zastosowania MES do tego typu zadarn. Zacznijmy od
sformutowania matematycznego znanego z mechaniki pozwalajacego obliczy¢ niezmienne w czasie
przemieszczenia u(x), odksztalcenia €(x) i naprezenia o(x) w zakresie liniowym, przy zerowym
przyspieszeniu, gdzie & oznacza wektor wspotrzednych przestrzennych punktu

—dive = q w €

o=Ce w §

e =sym(Vu) w Q (64)
u=20 na 02,

on =1t na 0

~

q, t sa znanymi obcigzeniami wewnatrz i na brzegu, C oznacza tensor parametrow materiatowych
reprezentowany przez 4 wskaznikowa macierz (zwana czasem skrotowo macierza sztywnosci), n jest
skierowanym na zewnatrz wersorem prostopadlym do brzegu (rys. [6]). Sformulowaniem stabym
zadania sprezystosci moze by¢ zasada prac wirtualnych: znaleZé w(x), takie ze u = 0 na 99, i

/e(’u):Ce(u)dQ:/v-qu—l—/ v-tds  Yov:v=0naod, (65)
Q Q o0
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Figure 15: Przykladowe zadanie 2D. Rozwiazania MES uzyskane przy 5 i 120 stopniach swobody.
Maksymalne temperatury roznia sie o mniej niz 1 % ale rozklady temperatur wewnatrz obszaru
wykazuja wieksze roznice.

w

N n

o,

Figure 16: Oznaczenia stosowane w zadaniu sprezystosci, 2D. ¢ - obciazenie wewnatrz ciata, t - znane
obcigzenie powierzchniowe na brzegu, n - wersor normalny na brzegu.

Problem (65) moze by¢ sformutowany rowniez jako minimum funkcjonatu, t.zn. znalezé u(x), u =
0 na 08, takie Ze
J(u)= min_J(v) (66)

V:V=0 na 00y

gdzie J jest catkowity energia potencjalng uktadu

J(v):%/ﬂe(v):Ce(v)dQ—/Qv-qu—/mtv~ids (67)

Podstawowa cecha zadania mechaniki jest fakt ze niewiadoma funkcja przyjmuje wartosci wektorowe.
ZastanOwmy sie jak moze wyglada¢ aproksymacja rozwigzania ktoérym sa tutaj przemieszczenia
majace w ogolnosci trzy skladowe u,,u,, u,. Dla uproszczenia zajmijmy si¢ ptaskim stanem od-
ksztalcenia, bedacego dobrym modelem dla obiektow pryzmatycznych z obcigzeniem i podparciem

niezaleznym od potozenia w kierunku osi obiektu (np. mur oporowy). Ponownie zajmijmy sie

Plagki stan naprezenia analizuje sie w bardzo podobny sposéb i ma zastosowanie do obiektéw o malym jednym
wymiarze (grubosci), np. $cian.

25



najprostszym elementem trojkatnym. Potrafimy dla niego skonstruowaé skalarne funkcje ksztattu
zwigzane z trzema wierzchotkami. Mozemy je teraz zastosowa¢ do aproksymacji kazdej sktadowe;j
przemieszczenia w nastepujacy sposob

1 0 P2 0 P3 0
u, = uy + U + us + Uy + us + u 68
h[0}1{wl]z[o}?’[w}‘*{o%{ws]ﬁ o)
Zatem oznaczajac wektory z funkcjami ksztattu literami INV;, t.zn.
_ | ¥ |0 _ | ¥2
velo] we[0] me[%]e o

aproksymacja w zwartej postaci ma postac
uh:N1U1+NQUQ+"'+N6U6 (70)

gdzie stopnie swobody uy, us, us maja interpretacje poziomych sktadowych przemieszczen weztow, a
Usg, Uy, Ug S8 poziomymi sktadowymi (rys. [IT).

Ue
Us

Ug

u3

Uy
Figure 17: Stopnie swobody elementu trojweztowego dla zadania sprezystosci.

Stosujac lokalng numeracje stopni swobody, wspotczynniki macierzy sztywnosci (K¢) i wektora
obciazenia (f) elementu e oblicza sie, na podstawie sformutowania (63]), ze wzorow

K = /e(N,.) :Ce(N;)dQ,  i,j=1,2,...,n (71)

ff:/Ni-qu+/ N, tds  4,j=1,2,...,n (72)
e 0eNo

gdzie n oznacza liczbe stopni swobody elementu (6 na rys. [1), deN IS, jest czescia brzegu elementu
lezaca na obciazonym (obciazenie roztozone t jest znane) fragmencie brzegu calego obszaru.
Obliczanie macierzy i wektoréw elementowych obliczane sa w ogdlno$ci numerycznie, z zas-
tosowaniem kwadratury Gaussa. Zajmijmy sie jedynie obliczaniem wspotczynnikow wektora ob-
cigzenia. Zaldézmy, ze analizujemy ptlaski stan odksztalcenia w obszarze 2D pokazanym na rysunku
I8 Jest to ¢wiartka kota o promieniu dlugosci 1. Lewa krawedz jest zamocowana a jedynym ob-
cigzeniem jest liniowo zmieniajace sie obciazenie na gornej krawedzi. Przyjmijmy dyskretyzacje za
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Figure 18: Przykladowy obszar 2D i jego dyskretyzacja za pomoca 4 elementoéw skonczonych z
wyréznionym cztero weztowym elementem nr. 1. Wezel 2 jest w polowie dlugosci gornej krawedzi.

pomoca czterech elementoéw skoriczonych pokazanych na rysunku [I8b z wyr6znionym elementem nr.
1. Ze wzgledu na to ze jedna z krawedzi tego elementu jest krzywoliniowa, dobrze jest wprowadzi¢
na niej dodatkowy wezet w celu lepszego przyblizenia geometrii. Przyjmijmy numeracje weztow jak
na rysunku. Dla uproszczenia numeracja lokalna pokrywa sie z numeracja globalng dla elementu 1.

Wzory na funkcje ksztattu dla takiego elementu sa skomplikowane (w praktyce niepotrzebne). W
rozwazanym przyktadzie, dla elementu 1 skorzystamy ze wzorow na funkcje ksztattu wzdtuz krawedzi
1-2. Skalarne funkcje ksztattu na tej krawedzi sa rowne

o1 =155 = 2w -1
pe = g = 20 =) )
w3 =0
w4 =0
Zatem niezerowe na odcinku 1-2 wektorowe funkcje ksztattu to
o B Y B S P

Poniewaz obciazenie na krawedzi 1-2 ma kierunek pionowy to niezerowe iloczyny skalarne tego ob-
cigzenia i funkcji IN; sa niezerowe jedynie dla No, N4, mamy zatem

_O - _O_
(22 — 1) 1
0 0
1
. 2(1 — ) 1|2
0 0
0 0
_O = _O_

Rozwiazanie powyzszego zadania przy ok. 4400 stopniach swobody pokazano na rys.
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Figure 19: Przykladowy obszar 2D i rozwiazanie (u,,o,,) uzyskane za pomoca ok. 4400 stopni
swobody dla bezwymiarowych E=1000, v=0.3.

9 Analiza kratownic za pomoca MES
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10 MES dla belek
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11 Zastosowanie MES do zadan dynamiki

Drgania sa bardzo powszechnym zjawiskiem. W niektorych przypadkach sa pozyteczne (muzyka,
maszyny do przesiewania). W niektorych negatywnym (drgania budynkoéw, mostow, fundamentow
pod turbozespoty). Inzynierowie zajmuja sie zar6wno wywolywaniem drgan jak i ttumieniem drgan.

1. Zadania dynamiki

e drgania wlasne
e odpowiedZ na zmienne w czasie obciazenie (periodyczne albo nieperiodyczne)

e propagacja fal mechanicznych

2. Przyktad z 1 stopniem swobody, punkt materialny

Zasada pedu (i popedu)

mi + ci + kx = f(t) Vt € (to,t1) (*)
l’(to) = Xy
l’(to) = Vo

Dla f(t) =0, z(t) = Aje™! + Age™!, e = cos(0) + isin()
e brak ttumienia, c=0 — mi+kr=0 — x= Acos(wt— y)

—mAw?cos(wt — ) + kAcos(wt — ) =0

kA =w?mA, A#0| - w= \/g - czestosé katowa (kotowa) drgan whasnych

e stabe tlumienie x = Ae™*' cos(wqt — @), wg = w+/1 — (2, (= %,5 = 5=
e mocne ttumienie z = A;e™“" + A" oy, 00,w € R

05(20 1)/10 + sin(20 )10 (47" sin((15 7" t/2))/(21 exp((5 1)/2)) 1/(3 exp(101)) - 1/(3 exp(40 1))
T T

| !
-0.15 I ! \ l '
- ' [ |
04 1y v ! L i i
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3. Drgania osiowe preta sprezystego

propagacja fali

© v u § wychylenia czastek, u = u(z, t)

P AE,p fala podtuzna
, /—7 czastki przemieszczaja sie w kierunku propagacji fali
L l }

4. Drgania wlasne (fala stojaca)

pli — Eu" =0 Vx € (0,1), Vt € [to, 4]

U(O, t) =0 vVt € [to, tl] (76)

u’(l, t) =0 vVt [to, tl]
Rozdzielenie zmiennych: w(z,t) = U(x)V(t) — %" = %%

= const, a stad otrzymujemy
2 problemy wlasne (rownania Helmholtz’a zredukowane do 1D)

V + W%V =0 vVt € [to, tl] (77)
U'+k2U=0 Vzel0l, neN
gdzie w, sa czestosciami katowymi [rad/s|, k, = wy,/% liczbami falowymi [rad/m],
a ogolne, nietrywialne rozwiazanie ma postac
= [Ay cos(wyt) + By sin(w,t)] [(C, cos(kyx) + D, sin(k, )], (78)
n=1
Wy = 27 [, Wy = %—:, k, = ?\—:, ;—Z == % — predkosé (fazowa) dzwicku

Dla przyjetych warunkéw brzegowych

kn, = (2n — 1)z

57 wp=(2n—1)

un(x) = Bsin|(2n — 1)%35] (79)

S
s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 "o 0.2 0.4 06 0.8

= -1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 06 0.8

% A /\/ T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0 02 04 06 08 1 12
X t x10*
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5. Zastosowanie MES

e Sformulowanie stabe, rownowazne zasadzie pedu z liniowymi zwiazkami fizycznymi i ge-
ometrycznym: znalezé u(z,t) € V, spetniajgce warunki kinematyczne i

! ! ! I
/ vApii dx +/ vAcu' dz +/ VAEY dx = / vgdx + ZUiPi, Vo(z) € Vo, Vt € [to, 1]
0 0 -

0 0 (80)

Aproksymacja: up(z,1) = a1 (D)1 () + aa(t)pa(z) + ... an(t)on(z)

Macierze (elementu)

mas: Mi(je) = [ piApyp; dx
ttumienia: C'Z-(;) = [ piAcy; da
Ssztywnosci: Ki(je) = [ g AEp; dx

Po agregacji i uwzglednieniu warunkoéw kinematycznych otrzymuje sie uktad réwnan ro-
zniczkowych zwyczajnych
M+ Ciu+ Ku= f(t) vVt € (0,T)
u(t =0) =wum
’U,(t = O) = Vo
Drgania wlasne = uogoélniony problem wtasny
Zanlez¢ u # 0 takie, ze Mu+ Ku =0 VYVt € (0,T)

Poniewaz w = U sin(wt + 1), wiec (—w?’MU + KU )sin(wt + ) =0 Vt € (0,T), czyli

(81)

KU = w>?MU
U'MU =1

Rozwiazaniem tego zadania, w ktorym nie wystepuje czas, sa postacie (amplitudy) drgan
whasnych(U1,U,, ..., Uy) iich czestosci (wy,ws, ..., wn).

e Dzieki symetrii i dodatniej okreslonosci M and K postacie s ortogonalne, t.zn.
U'MU, =0, U'KU,; =0 for i #j
UIMU, =1, UIKU, =\ (dla unormowanych Uy), i,j,k=1,2,...,N

e przyktad

12Takie samo sformultowanie opisuje np. drgania poprzeczne struny albo drgania skretne preta.
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6. Kratownica

e Sformulowanie mocne (w lokalnym uktadzie wspohrzednych (£, 7), £ - 0§ preta:
Apiie + Aciie — ABu;, = ¢
Apiiy — 0 VEitn (82)
+war. kin., stat. 1 pocz.
gdzie p, ¢ oznaczaja gesto$¢ i wspoOtczynnik ttumienia wiskotycznego materiatu preta. Po
pomnozeniu pierwszego rownania przez ve, drugiego przez v,, dodaniu stronami, wycal-

kowaniu przez czesci sktadnika z pochodnymi przestrzennymi, a nastepnie przej$ciu na
sktadowe w globalnym uktadzie wspotrzednych (x,y) otrzymuje sie sformutowanie stabe.

e Sformulowanie stabe: w(z,y,t) spelnia warunki kinematyczne i poczatkowe

Z/ A (pv i+ cv - T de + Ev' - Tu’) dv =) w Py(t), Vot (83)
i Vi k

e Na podstawie sformulowania stabego mozna obliczy¢ elementowe macierze mas, ttumienia
1 sztywnosci

2 0 1 0 c? cs —c2  —cs
e _ Aph 0o 2 0 1 e e e e _ AE cs 52 —sc —s2
- T |: 1 0 2 0 :| €7 =aM"+ 6K K= T |: —c2 —cs 2 cs (84)
0 1 0 2 —cs —s2 cs 52
7. Belka
e Sformulowanie mocne:
Ap + FlIw®™ = q VE t + war. kin., stat. i pocz. (85)

e Sformutowanie stabe: w(x,t) spelnia warunki kinematyczne i poczatkowe

I !
/ (A,omb + Elv”w”> dr = / vq(t)dx + Z v, P (t) + Z v, M (t), Vo, t  (86)
0 0 - —

e Macierz mas (thumienia ma wspotczynnik ¢ zamiast p)

156  22h 54 —13h

_Aph | 22 4h*  13h 3R s7)
420 54 13h 156 —22h
~13h —3h® —22h 4R

8. Homework
e zastosowa¢ 2 elementy skoriczone z liniowymi funkcjami ksztaltu do zadania osiowych
drgan wlasnych preta
e obliczy¢ globalne macierze mas i sztywnosci
e obliczy¢ spektrum czestosci wlasnych i odpowiadajace im postacie drgan wtasnych
e sprawdzi¢ ortogonalnos$é¢ obliczonych wektorow wtasnych

e powtorzy¢ obliczenia dla zdiagonalizowanej macierzy mas
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Zadanie

Zastosowa¢ metody residualna oraz wygtadzania do obliczenia wskaznika bledu aproksymacji
1 w elemencie [2| z liniowymi funkcjami ksztaltu dla

MES rozwiazania réwnania: —u” + 2u
nastepujacych wartosci weztowych:
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